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Òåçèñ Ñóøêî

I Suszko R. The Fregean Axiom and Polish Mathematical
Logic in the 1920s // Studia Logica. 1977. Vol. 36. No. 4.
P. 377�380.

I Ñåìàíòè÷åñêîå äîïóùåíèå, ÷òî âñå èñòèííûå (è,
àíàëîãè÷íî, ëîæíûå) ïðåäëîæåíèÿ îïèñûâàþò îäíî è òî
æå, òî åñòü, èìåþò îáùèé ðåôåðåíò (bedeutung)
íàçûâàåòñÿ Àêñèîìîé Ôðåãå.

I Ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìûõ ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê ßíîì
Ëóêàñåâè÷åì áûëî ïðàêòè÷åñêèì îòêàçîì îò Àêñèîìû
Ôðåãå.

I Ëóêàñåâè÷ � ãëàâíûé âèíîâíèê ïîðàçèòåëüíîãî
êîíöåïòóàëüíîãî îáìàíà, òÿíóùåãîñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå ïî ñåé äåíü.



Òåçèñ Ñóøêî

I Ìíîãîçíà÷íàÿ ëîãèêà áàçèðóåòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèõ
îöåíêàõ ôîðìóë. Ïîñðåäñòâîì ìîðôèçìîâ ôîðìóëàì
ïðèïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâ-íîñèòåëåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð. Äîáàâëåíèå ê òàêèì àëãåáàì
êëàññîâ âûäåëåííûõ çíà÷åíèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
èñòèííîñòü, âûïîëíèìîñòü, îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ.

I Ïðè òàêîì ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ ëîãèê, çíà÷åíèÿ â íèõ
� ýòî àëãåáðàè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.

I Êîãäà êàêàÿ-ëèáî ëîãèêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè, âñåãäà ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî
TV ôóíêöèé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé {0, 1}, îïðåäåëåííûõ
äëÿ âñåõ ôîðìóë, êîòîðîå îòâå÷àåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: α1, . . . , αn ` β, å.ò.å. äëÿ âñåõ t èç TV âåðíî,
÷òî t(α1) = · · · = t(αn) = 1 âëå÷åò t(β) = 1.

I Ïîýòîìó êàæäàÿ ëîãèêà ëîãè÷åñêè äâóçíà÷íà.



Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà

I Íàçûâàåì ïðîïîçèöèîíàëüíûì ÿçûêîì àëãåáðó ôîðìóë
L = 〈Fm(L), §1, §2, . . . 〉, ñâîáîäíàÿ â êëàññå âñåõ àëãåáð
àíàëîãè÷íîé ñèãíàòóðû.

I ` � ñòðóêòóðíîå îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ ïî Òàðñêîìó
íà L, êîãäà äëÿ âñåõ X,Y ⊆ Fm(L), α, β ∈ Fm(L):
I Åñëè α ∈ X òî X ` α (ðåôëåêñèâíîñòü);
I Åñëè X ` α, òî X ∪ Y ` α (ìîíîòîííîñòü);
I Åñëè X ` α äëÿ âñåõ α ∈ Y , è X ∪ Y ` β, òî X ` β

(òðàíçèòèâíîñòü);
I X ` α =⇒ ε(X) ` ε(α) äëÿ êàæäîãî ýíäîìîðôèçìà ε

ÿçûêà L (ñòðóêòóðíîñòü).

I Åñëè L � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, è ` � ñòðóêòóðíîå
îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ íà L, ãîâîðèì, ÷òî L = 〈L,`〉 �
ñòðóêòóðíàÿ ëîãèêà ïî Òàðñêîìó.



Ìíîãîçíà÷íàÿ ëîãèêà
I Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà � ýòî ñòðóêòóðà
M = 〈A, f1, f2, . . . , D〉, ãäå A = 〈A, f1, f2, . . . 〉 � àëãåáðà,
à D � ïîäìíîæåñòâî A.

I Åñëè L = 〈Fm(L), §1, §2, . . . 〉 è A = 〈A, f1, f2, . . . 〉
ïîäîáíû, ãîâîðèì, ÷òî M � ìàòðèöà äëÿ L.

I Ãîìîìîðôèçì h èç L â A íàçûâàåì îöåíêîé L â M .
Hom(L,A) � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îöåíîê.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â M âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D, êîëü ñêîðî h(X) ⊆ D.

I M � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ L = 〈L,`〉,
å.ò.å. `=�M . Êëàññ ìàòðèö K õàðàêòåðèçóåò L, å.ò.å.
`=

⋂
{�M |M ∈ K}.

I W�ojcicki R. Some Remarks on the Consequence Operation
in Sentential Logics // Fundamenta Mathematicae. 1970.
Vol. 68. P. 269�279.

I Êàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ ëîãèêà ïî Òàðñêîìó
õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö ñ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.



Ðåäóêöèÿ Ñóøêî

I Malinowski G. Many-valued Logics. Clarendon Press,
Oxford, 1993. (� 10.1)

I Ïóñòü L � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, è M = {A, D} �
ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ L. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî TVM :

TVM = {th|th ∈ Hom(L,A)}, ãäå

th(α) =

{
1, åñëè h(α) ∈ D
0, åñëè h(α) /∈ D.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ êàæäîãî t ∈ TVM âåðíî, ÷òî t(α) = 1,
êîëü ñêîðî t(X) ⊆ {1}.

I Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ ëîãèêà ïî Òàðñêîìó
õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö ñ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé, êàæäàÿ òàêàÿ ëîãèêà
õàðàêòåðèçóåòñÿ è êëàññîì ñòðóêòóð âèäà 〈{0, 1}, TVM 〉.

I Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêèå ñòðóêòóðû
s-èíòåðïðåòàöèÿìè.



Ã. Ìàëèíîâñêèé: Îòíîøåíèå q-ñëåäîâàíèÿ

I Malinowski G. Inferential Many-Valuedness. In:
Philosophical Logic in Poland. Synthese Library, Vol. 228.
Ed. J. Wole�nski. Dordrecht: Springer, 1994. P. 75�84.

I Ëîãè÷åñêàÿ äâóçíà÷íîñòü <...> ñâÿçàíà, î÷åâèäíî, ñ
ðàçäåëåíèåì óíèâåðñóìà èíòåðïðåòàöèè íà äâà
ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ: âûäåëåííûå è âñå îñòàëüíûå.

I Òàêæå îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè
ñòðóêòóðíîñòè ïîíÿòèå ñëåäñòâèÿ Òàðñêîãî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ¾áèâàëåíòíóþ¿ îïåðàöèþ âûâîäà.

I Òîãäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ,
âîçìîæíà ëè âîîáùå ëîãè÷åñêàÿ ìíîãîçíà÷íîñòü. Ìû
äàåì óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, îáðàùàÿñü ê
ôîðìàëüíîé ñõåìå ðàññóæäåíèé, äîïóñêàþùåé ïðàâèëà
âûâîäà, êîòîðûå âåäóò îò íå îòâåðãàåìûõ
ïðåäïîëîæåíèé ê ïðèíèìàåìûì âûâîäàì.



Ã. Ìàëèíîâñêèé: Îòíîøåíèå q-ñëåäîâàíèÿ

I ` � q-ñëåäîâàíèå íà L, êîãäà äëÿ âñåõ X ⊆ Fm(L),
α, β ∈ Fm(L):
I Åñëè X ` α, òî X ∪ Y ` α (ìîíîòîííîñòü);
I Åñëè X ∪ {α|X ` α} ` β, òî X,Y ` β.

(êâàçèòðàíçèòèâíîñòü).

I Åñëè ` � ñòðóêòóðíîå q-ñëåäîâàíèå, íàçûâàåì
L = 〈L,`〉 ñòðóêòóðíîé q-ëîãèêîé.

I q-ìàòðèöà � ýòî ñòðóêòóðà âèäà M = 〈A, D,D〉, ãäå
A = 〈A, f1, . . . , fn〉 � àëãåáðà, D,D ⊆ A, è D ∩D = ∅.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â M âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D, êîëü ñêîðî h(X) ∩D = ∅.



Ã. Ìàëèíîâñêèé: Îòíîøåíèå q-ñëåäîâàíèÿ
I Êîãäà D ∪D = A, q-ñëåäîâàíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì

ñëåäîâàíèåì.
I Êîãäà D ∪D 6= A, ðåäóêöèÿ Ñóøêî äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû íåâîçìîæíà. Îäíàêî ìîæíî
ïîñòðîèòü åå òðåõçíà÷íûé àíàëîã:

QVM = {qh|qh ∈ Hom(L,A)}, ãäå

qh(α) =


1, åñëè h(α) ∈ D
1/2, h(α) ∈ A \D ∪D
0, åñëè h(α) ∈ D.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ êàæäîãî q ∈ QVM âåðíî, ÷òî
q(α) = 1, êîëü ñêîðî q(X) ⊆ {1/2, 1}.

I Êàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ q-ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì
q-ìàòðèö ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

I Ïîýòîìó êàæäàÿ òàêàÿ ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ è
êëàññîì ñòðóêòóð âèäà 〈{0, 1/2, 1}, QVM 〉.

I Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêèå ñòðóêòóðû
q-èíòåðïðåòàöèÿìè.



Ðåôåðåíöèàëüíàÿ è èíôåðåíöèàëüíàÿ ìíîãîçíà÷íîñòü

I Ã. Ìàëèíîâñêèé ââîäèò ïîíÿòèå èíôåðåíöèàëüíîé
ìíîãîçíà÷íîñòè, íî íå äàåò ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ
èíôåðåíöèàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

I Ïîíÿòèå èíôåðåíöèàëüíîé ìíîãîçíà÷íîñòè
Ìàëèíîâñêèé ñâÿçûâàåò ñ òåì, ÷òî, â îòëè÷èå îò
ñëåäîâàíèÿ ïî Òàðñêîìó, q-ñëåäîâàíèå, â îáùåì ñëó÷àå,
íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ¾áèâàëåíòíóþ¿ îïåðàöèþ
âûâîäà.

I Ïðè ýòîì, ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ñëåäîâàíèÿìè
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî â îáû÷íîé ëîãè÷åñêîé ìàòðèöå
óíèâåðñóì ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, à â
q-ìàòðèöàõ íà òðè: âûäåëåííûå çíà÷åíèÿ (êëàññ D),
îòâåðãàåìûå çíà÷åíèÿ (êëàññ D), âñå îñòàëüíûå
çíà÷åíèÿ (A \D ∪D).



Ðåôåðåíöèàëüíàÿ è èíôåðåíöèàëüíàÿ ìíîãîçíà÷íîñòü

I Åñëè D � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
¾áûòü âûäåëåííûì¿, à D � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ¾áûòü îòâåðãàåìûì¿, ìîæíî
òàêæå òðàêòîâàòü D è D êàê îáîçíà÷åíèÿ âîçìîæíûõ
ñâîéñòâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèñóùè ýëåìåíòàì A.

I Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ðåôåðåíöèàëüíûå è
èíôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

I Ðåôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ � ýòî îáúåêòû,
âûñòóïàþùèå äåíîòàòàìè ïðåäëîæåíèé.

I Èíôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ � ýòî ñâîéñòâà îáúåêòîâ,
âûñòóïàþùèõ äåíîòàòàìè ïðåäëîæåíèé.

I Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî ðàçëè÷èå ñòèðàåòñÿ, òàê êàê
åñòü òîëüêî äâà ðåôåðåíöèàëüíûõ çíà÷åíèÿ � 0 è 1, à
òàêæå òîëüêî äâà èíôåðåíöèàëüíûõ çíà÷åíèÿ �
¾âûäåëåííîñòü¿ è ¾íåâûäåëåííîñòü¿.



Ñ. Ôðàíêîâñêèé: Îòíîøåíèå p-ñëåäîâàíèÿ

I Frankowski S., p-consequence Versus q-consequence
Operations // Bulletin of the Section of Logic. 2004. Vol.
33. P. 41�52.

I ` � p-ñëåäîâàíèå íà L, êîãäà äëÿ âñåõ X ⊆ Fm(L),
α ∈ Fm(L):
I Åñëè α ∈ X òî X ` α (ðåôëåêñèâíîñòü);
I Åñëè X ` α, òî X ∪ Y ` α (ìîíîòîííîñòü);

I Åñëè ` � ñòðóêòóðíîå p-ñëåäîâàíèå, íàçûâàåì
L = 〈L,`〉 ñòðóêòóðíîé p-ëîãèêîé.

I p-ìàòðèöà � ýòî ñòðóêòóðà âèäà M = 〈A, D1, D∗〉, ãäå
A = 〈A, f1, . . . , fn〉 � àëãåáðà, è D1 ⊆ D∗ ⊆ A.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â M âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D∗, êîëü ñêîðî h(X) ⊆ D1.



Ñ. Ôðàíêîâñêèé: Îòíîøåíèå p-ñëåäîâàíèÿ

I Â p-ìàòðèöàõ ñíîâà âèäèì òðè èíôåðåíöèàëüíûõ
çíà÷åíèÿ: D1 � âûäåëåííûå çíà÷åíèÿ, D∗ �
¾ïðàâäîïîäîáíûå¿ (plausible) çíà÷åíèÿ, A \D∗ � ïðî÷èå
çíà÷åíèÿ.

I Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çäåñü, â îòëè÷èå îò q-ìàòðèö,
îäíî ðåôåðåíöèàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò îáëàäàòü
îäíîâðåìåííî äâóìÿ ñâîéñòâàìè, ïîñêîëüêó D1 ⊆ D∗.

I Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü p-ñëåäîâàíèå, èñïîëüçóÿ
îòâåðãàåìûå çíà÷åíèÿ âìåñòî ïðàâäîïîäîáíûõ.

I M = 〈A, D,D〉, D = A \D1, D = D∗.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â M âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D, êîëü ñêîðî h(X) ∩D = ∅.



Ñ. Ôðàíêîâñêèé: Îòíîøåíèå p-ñëåäîâàíèÿ
I Êîãäà D1 = D∗, p-ñëåäîâàíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì

ñëåäîâàíèåì.
I Êîãäà D1 6= D∗, ðåäóêöèÿ Ñóøêî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ìàòðèöû íåâîçìîæíà. Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü åå
òðåõçíà÷íûé àíàëîã:

PVM = {ph|ph ∈ Hom(L,A)}, ãäå

ph(α) =


1, åñëè h(α) ∈ D1

1/2, h(α) ∈ D∗ \D1

0, åñëè h(α) ∈ A \D∗.
I X �M α, å.ò.å. äëÿ êàæäîãî p ∈ PVM âåðíî, ÷òî
p(α) ∈ {1/2, 1}, êîëü ñêîðî p(X) ⊆ {1}.

I Êàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ p-ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì
p-ìàòðèö ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

I Ïîýòîìó êàæäàÿ òàêàÿ ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ è
êëàññîì ñòðóêòóð âèäà 〈{0, 1/2, 1}, PVM 〉.

I Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêèå ñòðóêòóðû
p-èíòåðïðåòàöèÿìè.



p-ñëåäîâàíèå è q-ñëåäîâàíèå � îáîáùåíèå

I Blasio C., Marcos J., Wansing H. An Inferentially
Many-Valued Two-Dimensional Notion of Entailment //
Bulletin of the Section of Logic. 2017. Vol. 46. No. 3�4. P.
233�262.

I ` � b-ñëåäîâàíèå íà L, êîãäà äëÿ âñåõ X ⊆ Fm(L),
α ∈ Fm(L):
I Åñëè X ` α, òî X ∪ Y ` α (ìîíîòîííîñòü).

I Åñëè ` � ñòðóêòóðíîå b-ñëåäîâàíèå, íàçûâàåì
L = 〈L,`〉 ñòðóêòóðíîé b-ëîãèêîé.

I b-ìàòðèöà: M = 〈A, D,D〉, D ∩D 6= ∅, D ∪D 6= A.

I X �M α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â M âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D, êîëü ñêîðî h(X) ∩D = ∅.

I Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ÷åòûðüìÿ èíôåðåíöèàëüíûìè
çíà÷åíèÿìè: ¾áûòü âûäåëåííûì¿, ¾áûòü îòâåðãàåìûì¿,
¾áûòü âûäåëåííûì è îòâåðãàåìûì îäíîâðåìåííî¿, ¾íå
áûòü íè âûäåëåííûì, íè îòâåðãàåìûì¿.



p-ñëåäîâàíèå è q-ñëåäîâàíèå � îáîáùåíèå

I Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ b-ëîãèê íåâîçìîæíû íè ðåäóêöèÿ
Ñóøêî, íè åå òðåõçíà÷íûå àíàëîãè. Îäíàêî ìîæíî
ïîñòðîèòü ÷åòûðåõçíà÷íûé âàðèàíò òàêîé ðåäóêöèè:

BVM = {bh|bh ∈ Hom(L,A)}, ãäå

bh(a) =


t, åñëè h(α) ∈ D \ (D ∩D)

b, h(α) ∈ D ∩D
n, åñëè h(α) ∈ A \ (D ∪D)

f , åñëè h(α) ∈ D \ (D ∩D).

I X �M α, å.ò.å. äëÿ êàæäîãî b ∈ BVM âåðíî, ÷òî
p(α) ∈ {t,b}, êîëü ñêîðî p(X) ⊆ {t,n}.

I Êàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ b-ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì
b-ìàòðèö ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

I Ïîýòîìó êàæäàÿ òàêàÿ ëîãèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ è
êëàññîì ñòðóêòóð âèäà 〈{t,b,n, f}, BVM 〉.

I Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêèå ñòðóêòóðû
b-èíòåðïðåòàöèÿìè.



p-ñëåäîâàíèå è q-ñëåäîâàíèå � îáîáùåíèå

I French R., Ripley D. Valuations: Bi, Tri, and Tetra //
Studia Logica. 2019. Vol. 107. No. 6. P. 1313�1346.

I Ïóñòü L = 〈L,`〉 � ëîãèêà.

I L õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì s-èíòåðïðåòàöèé, å.ò.å. `
ðåôëåêñèâíî, ìîíîòîííî è òðàíçèòèâíî.

I L õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì q-èíòåðïðåòàöèé, å.ò.å. `
ìîíîòîííî è òðàíçèòèâíî.

I L õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì p-èíòåðïðåòàöèé, å.ò.å. `
ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî.

I L õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì b-èíòåðïðåòàöèé, å.ò.å. `
ìîíîòîííî.



r-ìàòðèöû

I Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìàòðèöó êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé C2 = 〈{0, 1},∨,∧,⊃,¬, {1}〉.

∧ 0 1

0 0 0

1 0 1

∨ 0 1

0 0 1

1 1 1

⊃ 0 1

0 1 1

1 0 1

x ¬x
0 1

1 0

I Ïîñòðîèì åå ïðîèçâåäåíèå íà ñàìó ñåáÿ:
C2
2 = 〈{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)},∨⊗,∧⊗,⊃⊗,¬⊗, {(1, 1)}〉.

I Îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:
f⊗((x1, y1), . . . , (xn, yn)) = (f(x1, . . . , xn), f(y1, . . . , yn)).

∧ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

(0,1) (0,0) (0,1) (0,0) (0,1)

(1,0) (0,0) (0,0) (1,0) (1,0)

(1,1) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

x ¬x
(0,0) (1,1)

(0,1) (1,0)

(1,0) (0,1)

(1,1) (0,0)

I Èçâåñòíî, ÷òî C2
2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà

êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.



r-ìàòðèöû
I Ïðåâðàòèì C2

2 â b-ìàòðèöó, ïîìåíÿâ êëàññ âûäåëåííûõ
çíà÷åíèé è äîáàâèâ êëàññ îòâåðãàåìûõ çíà÷åíèé:

Cb = 〈{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)},∨⊗,∧⊗,⊃⊗,¬⊗,
{(0, 0), (1, 0)}, {(1, 0), (1, 1)}〉,

D = {(0, 0), (1, 0)}, D = {(1, 0), (1, 1)}.
I Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî b-ñëåäîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì èíôåðåíöèàëüíî ÷åòûðåõçíà÷íóþ ëîãèêó:
X �Cb

α, å.ò.å. äëÿ ëþáîé îöåíêè h â Cb âåðíî, ÷òî
h(α) ∈ D, êîëü ñêîðî h(X) ∩D = ∅.

I Òåïåðü ìîäèôèöèðóåì ìàòðèöó C2, ïîëàãàÿ
Cr = 〈{0, 1},∨,∧,⊃,¬, R,R〉, ãäå
I R(x, y), å.ò.å. x ≥ y è y = 0;
I R(x, y), å.ò.å. x ≥ y è x = 1.

I Îïðåäåëèì îòíîøåíèå r-ñëåäîâàíèÿ: X �Cr α, å.ò.å. äëÿ
êàæäîé ïàðû îöåíîê v1, v2 âåðíî, ÷òî R(v1(α), v2(α)),
êîëü ñêîðî íè äëÿ êàêîé ôîðìóëû β èç X íå èìååò
ìåñòà R(v1(α), v2(α)).



r-ìàòðèöû

I Óáåäèìñÿ, ÷òî �Cb
ñîâïàäàåò ñ �Cr .

I Ïóñòü u � îöåíêà â Cb. Òîãäà u(α) = (v1(α), v2(α)) äëÿ
íåêîòîðûõ îöåíîê v1 è v2 â Cr. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé
ïàðû îöåíîê v1 è v2 â Cr íàéäåòñÿ òàêàÿ îöåíêà u â Cb,
÷òî òàêæå èìååò ìåñòî u(α) = (v1(α), v2(α)).

I Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà âñåõ îöåíîê â Cb è â Cr

ñóòü ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî-íîñèòåëü
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû, è ïðè ýòîì àëãåáðà Cb

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå àëãåáðû Cr íà ñàìó
ñåáÿ.

I Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ x, y âåðíî, ÷òî R(x, y), å.ò.å.
(x, y) ∈ D, è R(x, y), å.ò.å. (x, y) ∈ D.

I Òàêèì îáðàçîì, �Cr � ýòî ìàòðèöà ñ äâóìÿ
ðåôåðåíöèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò
èíôåðåðåíöèàëüíî ÷åòûðåõçíà÷íóþ ëîãèêó.



r-ìàòðèöû

I Â îïðåäåëåíèÿõ R è R èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå ≥, à
òàêæå òîæäåñòâà x = 1, y = 0. Ïîñëåäíåå óêàçûâàåò íà
èìïëèöèòíîå ïðèñóòñòâèå ïðèâû÷íûõ âûäåëåííûõ
çíà÷åíèé.

I Ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü ìàòðèöó Cr è îòíîøåíèå
ñëåäîâàíèÿ òàê:
I C∗

r = 〈{0, 1},∨,∧,⊃,¬,≥, {1}〉.
I X �C∗

r
α, å.ò.å. äëÿ êàæäîé ïàðû îöåíîê v1, v2 âåðíî, ÷òî

v1(α) ≥ v2(α) è v1(α) ∈ D, êîëü ñêîðî íè äëÿ êàêîé
ôîðìóëû β èç X íå èìååò ìåñòà v1(β) ≥ v2(β) è
v2(β) /∈ D.



r-ìàòðèöû

I Ðàññìîòðèì òàêæå ìàòðèöó è îïðåäåëåíèå ñëåäîâàíèÿ,
ãäå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ≥:
I C≥ = 〈{0, 1},∨,∧,⊃,¬,≥〉.
I X �C≥ α, å.ò.å. äëÿ êàæäîé ïàðû îöåíîê v1, v2 âåðíî,

÷òî v1(α) ≥ v2(α), êîëü ñêîðî íè äëÿ êàêîé ôîðìóëû β
èç X íå èìååò ìåñòà v2(β) ≥ v1(β).

I Ýêâèâàëåíòíàÿ C≥ ìàòðèöà ñ D è D èìååò ñëåäóþùèé
âèä: Cp = 〈{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)},∨⊗,∧⊗,⊃⊗,¬⊗,
{(0, 0), (0, 1), (1, 1)}, {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}〉.

I Òàêàÿ ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåò èíôåðåíöèàëüíî
òðåõçíà÷íóþ ëîãèêó.

I Äàííûé ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî èìååò ïðîñòóþ
ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ: åñëè äîñòîâåðíîñòü
êàæäîé èç ïîñûëîê ïðè v1 ñòðîãî âûøå, ÷åì ïðè v2, òî
äîñòîâåðíîñòü çàêëþ÷åíèÿ ïðè v1 íå íèæå, ÷åì åãî
äîñòîâåðíîñòü ïðè v2.



Âûâîä �1

I Â ðàáîòàõ íà äàííóþ òåìó èíôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîäëèííî ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, à
ðåôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ íîñÿò ïîä÷èíåííûé
õàðàêòåð è òðàêòóþòñÿ êàê òåõíè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ.

I Íàøè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîøåíèÿ ìåæäó
ðåôåðåíöèàëüíûìè è èíôåðåíöèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ñëîæíåå, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü èõ áîëåå
ðàâíîïðàâíî.



Âûâîä �2

I Êîãäà èíôåðåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñâîéñòâà, ìû èìååì äåëî ñ ïîíÿòèÿìè èñòèíû è ëæè â
àáñîëþòíîì ñìûñëå.

I Ïðè ïåðåõîäå ê îòíîøåíèÿì ìû îòêàçûâàåìñÿ îò
àáñîëþòíîé òðàêòîâêè â ïîëüçó îòíîñèòåëüíîé.

I Ýòîò ïåðåõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äâóçíà÷íûå
èíòåðïðåòàöèè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ëîãèê.



Âûâîä �3

I Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàëèñü îïðåäåëåíèÿ ñëåäîâàíèÿ,
ñîõðàíÿþùåãî ïîðÿäîê îò ïîñûëîê ê çàêëþ÷åíèþ â
ðàìêàõ îäíîé îöåíêè.

I Ñì., íàïðèìåð, Nowak M. Logics Preserving Degrees of
Truth // Studia Logica. 1990. Vol. 49. No. 4. P. 483�499.

I Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñëåäîâàíèÿ,
ñîõðàíÿþùåãî ïîðÿäîê îò îöåíêè ê îöåíêå äëÿ
ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé è çàäàííûõ íà íèõ
ïîðÿäêàõ.



Ñïàñèáî!


