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abstract. The work is carried out in the line with a study of
connections between classical logic, on one hand, and non-classical
logics, on the other hand. In the paper an effectively computable
mapping is constructed that embeds classical propositional logic
into any paralogic, which includes logic Par from [2] and has the
same language with Par.
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Работа выполнена в русле изучения связей между классически-
ми логиками, с одной стороны, и неклассическими логиками, с
другой стороны. В статье построено эффективно вычислимое
отображение, погружающее классическую пропозициональную
логику в любую паралогику, которая включает логику Par из
[2] и имеет с Par один и тот же язык.

Язык L всех рассматриваемых здесь логик есть стандартный
пропозициональный язык, алфавиту которого принадлежат все
следующие символы и только они: &, ∨ , ⊃ (бинарные логиче-
ские связки языка L), ¬ (унарная логическая связка языка L),
) и ( (технические символы языка L), p1, p2, p3, . . . (пропозицио-
нальные переменные языка L). Допускаем применение обычных
соглашений об опускании скобок в формулах языка L и исполь-
зуем «формула» вместо «формула языка L».

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант №13-06-00147а.
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Буквами A, B, C, и D обозначаем формулы. Логикой назы-
ваем непустое множество формул, замкнутое относительно пра-
вила подстановки в L и правила модус поненс в L. Следуя [1] и
[3], определим исчисления L4, HPar, HPContPComp, HPCont и
HPComp гильбертовского типа, которые являются аксиоматиза-
циями интересующих нас логик. Язык всех этих исчислений есть
L. Множество всех аксиом исчисления L4 есть, согласно [1], мно-
жество всех тех и только тех формул, каждая из которых имеет
хотя бы один из следующих десяти видов: (1) A ⊃ (B ⊃ A),
(2) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)), (3) (A&B) ⊃ A,
(4) (A&B) ⊃ B, (5) A ⊃ (B ⊃ (A&B)), (6) A ⊃ (A ∨ B), (7)
A ⊃ (B ∨ A), (8) (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C)),
(9) (A ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ ¬B) ⊃ ¬A), (10) ¬¬A ⊃ A.

Множество всех аксиом исчисления HPar есть, согласно [3],
множество всех тех и только тех формул, каждая из кото-
рых имеет хотя бы один из следующих восемнадцати видов:
(I) (A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)), (II) A ⊃ (A ∨ B), (III)
A ⊃ (B ∨ A), (IV) (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C)),
(V) (A&B) ⊃ A, (VI) (A&B) ⊃ B, (VII) (C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃
B) ⊃ (C ⊃ (A&B))), (VIII) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A&B) ⊃ C),
(IX) ((A&B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)), (X) ((A ⊃ B) ⊃
A) ⊃ A, (XI) ¬(A∨B) ⊃ (¬A&¬B), (XII) (¬A&¬B) ⊃ ¬(A∨B),
(XIII) ¬(A&B) ⊃ (¬A ∨ ¬B), (XIV) (¬A ∨ ¬B) ⊃ ¬(A&B),
(XV) ¬(A ⊃ B) ⊃ (¬A&B), (XVI) (¬A&B) ⊃ ¬(A ⊃ B),
(XVII) ¬¬A ⊃ A, (XVIII) A ⊃ ¬¬A. Множество всех аксиом
исчисления HPContPComp есть, согласно [3], множество всех
тех и только тех формул, каждая из которых имеет хотя бы
один из видов (I) – (XVIII) или имеет вид (A&¬A) ⊃ (B ∨ ¬B).
Множество всех аксиом исчисления HPCont есть, согласно [3],
множество всех тех и только тех формул, каждая из кото-
рых имеет хотя бы один из видов (I) – (XVIII) или имеет вид
(А ∨ ¬А). Множество всех аксиом исчисления HPComp есть,
согласно [3], множество всех тех и только тех формул, каж-
дая из которых имеет хотя бы один из видов (I) – (XVIII)
или имеет вид (A&¬A) ⊃ B. Каждое из исчислений L4, HPar,
HPContPComp, HPCont, HPComp имеет единственное правило
вывода — правило модус поненс в L. Для всякого исчисления И



Погружение классической пропозициональной логики. . . 153

из {L4, HPar, HPContPComp, HPCont, HPComp} обычным для
исчислений гильбертовского типа образом строятся доказатель-
ства в И (И-доказательства) и стандартно определяются длина
И-доказательства и доказуемая в И (И-доказуемая) формула.
Из [1] известно, что исчисление L4 аксиоматизирует множество
всех классических тавтологий в языке L. Условимся обозначать
это множество через ClP. Следуя [3], определяем Par как множе-
ство всех формул, доказуемых в HPar. Аналогично определяем
PContPComp, PCont и PComp. Термины «паранепротиворечи-
вая логика» и «параполная логика» далее используем в соответ-
ствии с их определениями, данными в [3]. Справедливы (см. [3])
следующие утверждения: (а) Par и PContPComp — различные
логики, каждая из которых паранепротиворечива и параполна,
(б) PCont есть паранепротиворечивая, но не параполная логика,
(в) PComp есть параполная, но не паранепротиворечивая логи-
ка, (г) ClP есть логика, не являющаяся ни паранепротиворечи-
вой логикой, ни параполной логикой, при этом всякая логика
из {Par, PContPComp, PCont, PComp} включается в ClP. Мно-
жество ClP принято называть классической пропозициональной
логикой в языке L. Таким образом, L4 аксиоматизирует класси-
ческую пропозициональную логику в языке L. В свете утвер-
ждений (а), (б), (в) и (г) ясно, что Par, PContPComp, PCont и
PComp являются паралогиками, а ClP не является (паралогикой
называется логика, которая паранепротиворечива или парапол-
на). Очевидно также, что все упомянутые паралогики включают
Par. Но тогда, принимая во внимание, что логический интервал
между Par и множеством всех формул равен (см. [3]) множе-
ству {PContPComp, PCont, PComp, ClP}, получаем, что Par,
PContPComp, PCont и PComp — это все паралогики, язык каж-
дой из которых есть L и каждая из которых включает логику
Par. Следует заметить, что логика PCont исследовалась Д. Ба-
тенсом в [7] и Л.И. Розоноэром в [4] и [5], а логика PComp (ло-
гика LPF по терминологии, используемой в [6]) исследовалась
А. Авроном в [6].

Можно доказать, что существует единственное отображение
f множества всех формул в себя, удовлетворяющее следующим
условиям: (a) для всякой пропозициональной переменной q язы-
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ка L f(q) = (q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1), (b) для всяких
формул F1 и F2 и всякой бинарной логической связки ∗ языка
L f(F1 ∗ F2) = ((f(F1) ∗ f(F2)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1), (c)
для всякой формулы F f(¬F ) = f(F ) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Обозначаем
это отображение через Ψ.

Очевидна следующая лемма 1.

Лемма 1. Для всякой формулы F существует такая формула
Q, что Ψ(F ) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1).

Лемма 2. В исчислении HPar доказуема всякая формула, име-
ющая хотя бы один из следующих одиннадцати видов:

В1 ((A ⊃ (((B ⊃ A) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В2 (((((A ⊃ (((B ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃
((((((A ⊃ B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (((A ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃
D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В3 ((((((A ⊃ D)&B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В4 (((((A&(B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В5 ((A ⊃ (((B ⊃ (((A&B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В6 ((A ⊃ (((A ∨B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В7 ((B ⊃ (((A ∨B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В8 (((((A ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ ((((((B ⊃ (C ⊃ D)) ⊃
D) ⊃ D) ⊃ ((((((A ∨ B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃
D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В9 (((((A ⊃ B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ ((((((A ⊃ (B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃
(A ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В10 (((((A ⊃ D) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D,

В11 (((A ⊃ (B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ D)).

Трудоемкое, но рутинное доказательство леммы 2 здесь не
приводим.



Погружение классической пропозициональной логики. . . 155

Лемма 3. Если F есть аксиома исчисления L4, то Ψ(F ) есть
HPar-доказуемая формула.

Докажем лемму 3.
В свете определения исчисления L4 ясно, что для доказа-

тельства леммы 3 достаточно доказать следующие утверждения
(Л3.1) – (Л3.10).

Л3.1 Для всяких формул F1 и F2 Ψ(F1 ⊃ (F2 ⊃ F1)) есть HPar-
доказуемая формула.

Л3.2 Для всяких формул F1, F2 и F3 Ψ((F1 ⊃ (F2 ⊃ F3)) ⊃
((F1 ⊃ F2) ⊃ (F1 ⊃ F3))) есть HPar-доказуемая формула.

Л3.3 Для всяких формул F1 и F2 Ψ((F1&F2) ⊃ F1) есть HPar-
доказуемая формула.

Л3.4 Для всяких формул F1 и F2 Ψ((F1&F2) ⊃ F2) есть HPar-
доказуемая формула.

Л3.5 Для всяких формул F1 и F2 Ψ(F1 ⊃ (F2 ⊃ (F1&F2))) есть
HPar-доказуемая формула.

Л3.6 Для всяких формул F1 и F2 Ψ(F1 ⊃ (F1 ∨ F2)) есть HPar-
доказуемая формула.

Л3.7 Для всяких формул F1 и F2 Ψ(F1 ⊃ (F2 ∨ F1)) есть HPar-
доказуемая формула.

Л3.8 Для всяких формул F1, F2 и F3 Ψ((F1 ⊃ F3) ⊃ ((F2 ⊃
F3) ⊃ ((F1 ∨ F2) ⊃ F3))) есть HPar-доказуемая формула.

Л3.9 Для всяких формул F1 и F2 Ψ((F1 ⊃ F2) ⊃ ((F1 ⊃ ¬F2) ⊃
¬F1)) есть HPar-доказуемая формула.

Л3.10 Для всяких формул F1 и F2 Ψ(¬¬F1 ⊃ F1) есть HPar-
доказуемая формула.

Начнем с доказательства утверждения Л3.1. Допустим, что
(Л3.1.1) F ′

1 и F
′
2 являются формулами. Очевидно, что верны

утверждения (Л3.1.2), (Л3.1.3) и (Л3.1.4). (Л3.1.2) Ψ((F
′
1&F

′
2) ⊃
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F
′
1) есть формула. (Л3.1.3) Ψ(F

′
1), Ψ(F

′
2) и ¬(p1 ⊃ p1) являются

формулами. (Л3.1.4) Ψ((F
′
1&F

′
2) ⊃ F

′
1) есть (Ψ(F

′
1) ⊃ (((Ψ(F

′
2) ⊃

Ψ(F
′
1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Из утвержде-

ний (Л3.1.2), (Л3.1.3) и (Л3.1.4) вытекает утверждение (Л3.1.5).
(Л3.1.5) Ψ((F

′
1&F

′
2) ⊃ F

′
1) есть формула, имеющая вид (В1)

((A ⊃ (((B ⊃ A) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D. Из утверждения
(Л3.1.5) и леммы 2 вытекает, что Ψ((F

′
1&F

′
2) ⊃ F

′
1) есть HPar-

доказуемая формула. Снимая допущение (Л3.1.1) и обобщая, по-
лучаем, что для всяких формул F1 и F2 Ψ((F1&F2) ⊃ F1) есть
HPar-доказуемая формула.

Утверждение (Л3.1) доказано.
Аналогично доказываются утверждения (Л3.5), (Л3.6), (Л3.7)

и (Л3.9) (при доказательстве утверждения (Л3.5) опираемся на
то, что Ψ((F

′
1&F

′
2) ⊃ F

′
1), где F

′
1 и F

′
2 — формулы, является

формулой вида (В5) ((A ⊃ (((B ⊃ (((A&B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃
D)) ⊃ D) ⊃ D; при доказательстве утверждения (Л3.6) опира-
емся на то, что Ψ(F

′
1 ⊃ (F

′
1∨F

′
2)), где F ′

1 и F ′
2 — формулы, явля-

ется формулой вида (В6) ((A ⊃ (((A∨B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D;
при доказательстве утверждения (Л3.7) опираемся на то, что
Ψ(F

′
1 ⊃ (F

′
2 ∨ F

′
1)), где F

′
1 и F

′
2 — формулы, является фор-

мулой вида (В7) ((B ⊃ (((A ∨ B) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D;
при доказательстве утверждения (Л3.9) опираемся на то, что
Ψ((F

′
1 ⊃ F

′
2) ⊃ ((F

′
1 ⊃ ¬F ′

2) ⊃ ¬F ′
1)), где F ′

1 и F ′
2 — формулы, яв-

ляется формулой вида (В9) (((((A ⊃ B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ ((((((A ⊃
(B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D).

Докажем утверждение (Л3.2).
Допустим, что (Л3.2.1) F

′
1, F

′
2 и F

′
3 являются формулами.

Очевидно, что верны утверждения (Л3.2.2), (Л3.2.3) и (Л3.2.4).
(Л3.2.2) Ψ((F

′
1 ⊃ (F

′
2 ⊃ F

′
3)) ⊃ ((F

′
1 ⊃ F

′
2) ⊃ (F

′
1 ⊃ F

′
3))) есть

формула. (Л3.2.3) Ψ(F
′
1), Ψ(F

′
2) и Ψ(F

′
3) и ¬(p1 ⊃ p1) являют-

ся формулами. (Л3.2.4) Ψ((F
′
1 ⊃ (F

′
2 ⊃ F

′
3)) ⊃ ((F

′
1 ⊃ F

′
2) ⊃

(F
′
1 ⊃ F

′
3))) есть (((((Ψ(F

′
1) ⊃ ((Ψ(F

′
2) ⊃ (F

′
3)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃

¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ((((((Ψ(F
′
1) ⊃

Ψ(F
′
2)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ (((Ψ(F

′
1) ⊃ Ψ(F

′
3)) ⊃

¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃
¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Из утверждения (Л3.2.1) и лем-
мы 1 вытекает утверждение (Л3.2.5). (Л3.2.5) Существует та-
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кая формула Q, что Ψ(F
′
3) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Пусть (Л3.2.6)

Q
′ есть формула и Ψ(F

′
3) есть Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Из утвержде-
ний (Л3.2.4) и (Л3.2.6) вытекает утверждение (Л3.2.7). (Л3.2.7)
Ψ((F

′
1 ⊃ (F

′
2 ⊃ F

′
3)) ⊃ ((F

′
1 ⊃ F

′
2) ⊃ (F

′
1 ⊃ F

′
3))) есть

(((((Ψ(F
′
1) ⊃ ((Ψ(F

′
2) ⊃ (Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃
¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ((((((Ψ(F

′
1) ⊃

Ψ(F
′
2)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ (((Ψ(F

′
1) ⊃ (Q

′ ⊃
¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ (p1 ⊃ p1)) ⊃
¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Следствием утвержде-
ний (Л3.2.2), (Л3.2.3), (Л3.2.6) и (Л3.2.7) является утверждение
(Л3.2.8). (Л3.2.8) Ψ((F

′
1 ⊃ (F

′
2 ⊃ F

′
3)) ⊃ ((F

′
1 ⊃ F

′
2) ⊃ (F

′
1 ⊃ F

′
3)))

есть формула, имеющая вид (В2) (((((A ⊃ (((B ⊃ (C ⊃ D)) ⊃
D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ ((((((A ⊃ B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (((A ⊃
(C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D. Из утверждения
(Л3.2.8) и леммы 2 вытекает, что Ψ((F

′
1 ⊃ (F

′
2 ⊃ F

′
3)) ⊃ ((F

′
1 ⊃

F
′
2) ⊃ (F

′
1 ⊃ F

′
3))) есть HPar-доказуемая формула. Снимая до-

пущение (Л3.2.1) и обобщая, получаем, что для всяких формул
F1, F2 и F3 Ψ((F1 ⊃ (F2 ⊃ F3)) ⊃ ((F1 ⊃ F2) ⊃ (F1 ⊃ F3))) есть
HPar-доказуемая формула.

Утверждение (Л3.2) доказано.
Аналогично доказываются утверждения (Л3.3), (Л3.4), (Л3.8)

и (Л3.10) (при доказательстве утверждения (Л3.3) опираемся
на то, что Ψ((F

′
1&F

′
2) ⊃ F

′
1), где F ′

1 и F
′
2 — формулы, являет-

ся формулой вида (В3) ((((((A ⊃ D)&B) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃
D)) ⊃ D) ⊃ D (используем то, что Ψ(F

′
1) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)

для некоторой формулы Q); при доказательстве утверждения
(Л3.4) опираемся на то, что Ψ((F

′
1&F

′
2) ⊃ F

′
2), где F ′

1 и F
′
2 —

формулы, является формулой вида (В4) (((((A&(B ⊃ D)) ⊃
D) ⊃ D) ⊃ (B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D (используем то, что Ψ(F

′
2) есть

Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1) для некоторой формулы Q); при доказатель-
стве утверждения (Л3.8) опираемся на то, что Ψ((F

′
1 ⊃ F

′
3) ⊃

((F
′
2 ⊃ F

′
3) ⊃ ((F

′
1 ∨ F

′
2) ⊃ F

′
3))), где F

′
1, F

′
2 и F

′
3 — форму-

лы, является формулой вида (В8) (((((A ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃
D) ⊃ ((((((B ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ ((((((A ∨ B) ⊃ D) ⊃
D) ⊃ (C ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D (исполь-
зуем то, что Ψ(F

′
3) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1) для некоторой форму-

лы Q); при доказательстве утверждения (Л3.10) опираемся на
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то, что Ψ(¬¬F ′
1 ⊃ F

′
1), где F ′

1 — формула, является формулой
вида (В10) (((((A ⊃ D) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D
(используем то, что (F

′
1) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1) для некоторой

формулы Q)).
Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Для всяких формул F и U : если F и F ⊃ U яв-
ляются L4-доказуемыми формулами, то U есть L4-доказуемая
формула.

Лемма 5. Для всяких формул F и U : если F и F ⊃ U являют-
ся HPar-доказуемыми формулами, то U есть HPar-доказуемая
формула.

Стереотипные доказательства лемм 4 и 5 здесь не приводим.

Лемма 6. Для всяких формул F и U : если Ψ(F ) и Ψ(F ⊃ U)
являются HPar-доказуемыми формулами, то Ψ(U) есть HPar-
доказуемая формула.

Докажем лемму 6.
Допустим, что (6.1) F

′ и U
′ являются формулами. Допу-

стим также, что (6.2) Ψ(F
′
) и Ψ(F

′ ⊃ U
′
) являются HPar-

доказуемыми формулами. Из (6.1) и леммы 1 вытекает, что (6.3)
существует такая формула Q, что Ψ(U

′
) есть Q ⊃ ¬(p1 ⊃ p1).

Пусть (6.4) Q′ есть формула и Ψ(U
′
) есть Q′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Яс-

но, что (6.5) Ψ(F
′ ⊃ U

′
) есть ((Ψ(F

′
) ⊃ (U

′
)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃

¬(p1 ⊃ p1). Из (6.4) и (6.5) вытекает, что (6.6) Ψ(F
′ ⊃ U

′
) есть

((Ψ(F
′
) ⊃ (Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1). Из
(6.2) и (6.5) вытекает, что (6.7) Ψ(F

′
) и ((Ψ(F

′
) ⊃ (Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃
p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1) являются HPar-доказуемыми
формулами. Очевидно, что (6.8) (((Ψ(F

′
) ⊃ (Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) ⊃
¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ (Ψ(F

′
) ⊃ (Q

′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1))) есть
формула вида (В11) (((A ⊃ (B ⊃ D)) ⊃ D) ⊃ D) ⊃ (A ⊃ (B ⊃
D)). Из (6.8) и леммы 2 вытекает, что (6.9) (((Ψ(F

′
) ⊃ (Q

′ ⊃
¬(p1 ⊃ p1))) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ ¬(p1 ⊃ p1)) ⊃ (Ψ(F

′
) ⊃ (Q

′ ⊃
¬(p1 ⊃ p1))) есть HPar-доказуемая формула. Используя (6.7),
(6.9) и лемму 5, получаем, что (6.10) Q′ ⊃ ¬(p1 ⊃ p1) есть HPar-
доказуемая формула. Из (6.4) и (6.10) вытекает, что (6.11) Ψ(U

′
)

есть HPar-доказуемая формула. Снимая допущения (6.1) и (6.2)
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и обобщая, получаем, что для всяких формул F и U : если Ψ(F )
и Ψ(F ⊃ U) являются HPar-доказуемыми формулами, то Ψ(U)
есть HPar-доказуемая формула.

Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Для всякой L4-доказуемой формулы F Ψ(F ) есть
HPar-доказуемая формула.

Простое доказательство леммы 7, опирающееся на леммы 3 и
6, здесь не приводим.

Лемма 8. Для всякого исчисления И из {HPar, HPContPComp,
HPCont, HPComp} и для всякой L4-доказуемой формулы F Ψ(F )
есть И-доказуемая формула.

Лемма 8 следует из леммы 7 и того, что для всякого И
из {HPar, HPContPComp, HPCont, HPComp} всякая HPar-
доказуемая формула есть И-доказуемая формула.

Лемма 9. Для всякой формулы F : F ⊃ Ψ(F ) и Ψ(F ) ⊃ F яв-
ляются L4-доказуемыми формулами.

Стереотипное индуктивное (индукцией по построению фор-
мулы) доказательство леммы 9 здесь не приводим.

Следствием того, что всякая логика Par, PContPComp, PCont
и PComp включается в ClP, определений рассматриваемых ло-
гик и лемм 4, 8 и 9 является нижеследующая теорема о погру-
жении.

Теорема. Для всякой логики Л из {Par, PContPComp, PCont,
PComp} и для всякой формулы F : F ∈ ClP тогда и только
тогда, когда Ψ(F ) ∈ Л.

Итак, Ψ является отображением, погружающим классиче-
скую пропозициональную логику в каждую паралогику, язык
которой есть L и в которую включается логика Par.
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