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abstract. In this paper I return an old but fruitful idea suggested
independently by J.M. Dunn and E.K. Voishvillo of true (relevant)
entailment as a relation between premisses and conclusion when an
information contained in conclusion as a part of information contained
in premisses. In so doing I consider Belnap's famous logical and approxi-
mation lattices that form bilattice FOUR and prove that informational
semantics for �rst-degree entailment can be developed on the basis of
approximation lattice taken alone.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåëåâàíòíîå ñëåäîâàíèå ïåðâîãî óðîâíÿ, áèðåøåò-
êà, èíòóèòèâíàÿ ñåìàíòèêà.

Ñðåäè ìíîæåñòâà èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîãðàìì â îáëàñòè ðå-
ëåâàíòíîé ëîãèêè âûäåëÿåòñÿ îðèãèíàëüíûé ïîäõîä, ðàçâèâà-
åìûé Å.Ê. Âîéøâèëëî. Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ýòîãî
ïîäõîäà ìîæíî ñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó ïðåäïðèíèìà-
åìûõ ïîñòðîåíèé è ÿñíóþ ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñå-
ìàíòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Å.Ê. Âîéøâèëëî èñõîäèò èç ïîíèìàíèÿ
ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîãî Â. Àêêåðìàíîì: A |=
B ⇔ ëîãè÷åñêîå ñîäåðæàíèå B ñîñòàâëÿåò ÷àñòü ëîãè÷åñêîãî
ñîäåðæàíèÿ A. Ïðè ýòîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ Å.Ê. Âîéøâèëëî, ¾ëî-
ãè÷åñêîå ñîäåðæàíèå âûñêàçûâàíèÿ åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü êàê
èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ñîäåðæèò âûñêàçûâàíèå â ñèëó ñâîåé ëî-
ãè÷åñêîé ôîðìû, ò. å. íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåãî
äåñêðèïòèâíûõ òåðìèíîâ¿ [1, c. 70], ò. å. ¾A |= B ⇔ åñëè è
òîëüêî åñëè èíôîðìàöèÿ B ñîñòàâëÿåò ÷àñòü èíôîðìàöèè A¿ [3,
ñ. 299]. Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ
òðàêòîâêà ðåëåâàíòíîãî ñëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëþ÷å-
âîé ìîìåíò â ðàçâèâàåìîì Å.Ê. Âîéøâèëëî ïîíèìàíèè ðåëå-
âàíòíîé ëîãèêè (ñì., íàïðèìåð, [2]).
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Äðóãîé ïàòðèàðõ ðåëåâàíòíîé ëîãèêè Äæ. Ìàéêë Äàíí, òàê-
æå íå îáîøåë âíèìàíèåì èíòóèòèâíî-èíôîðìàöèîííóþ òðàê-
òîâêó ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíà ¾èíòóèòèâíàÿ
ñåìàíòèêà¿ äëÿ ïåðâîóðîâíåâîãî ðåëåâàíòíîãî ñëåäîâàíèÿ, ïðåä-
ëîæåííàÿ Äàííîì â [10] è [11]. Áàçîâûì ñåìàíòè÷åñêèì ïîíÿòè-
åì îêàçûâàåòñÿ ïîíÿòèå ñèòóàöèè, à âìåñòî ôóíêöèè ïðèïèñûâà-
íèÿ çíà÷åíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðåõìåñòíîå îòíîøå-
íèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âûñêàçûâàíèé, ìíîæåñòâîì ñèòóàöèé è
ìíîæåñòâîì èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé {t, f}. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò ÷åòûðå
âîçìîæíîñòè: åìó ìîæåò áûòü ïðèïèñàíî çíà÷åíèå t, åìó ìîæåò
áûòü ïðèïèñàíî çíà÷åíèå f , åìó ìîãóò áûòü ïðèïèñàíû îáà èñ-
òèííîñòíûõ çíà÷åíèÿ, è åìó ìîæåò áûòü íå ïðèïèñàíî íè îäíî
èç èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, àáñòðàêòíûå ñèòóà-
öèè â èíòóèòèâíîé ìîäåëè Äàííà ìîãóò áûòü ïðîòèâîðå÷èâûìè
è íåïîëíûìè.

Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [9], ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé äîêòîðñêóþ
äèññåðòàöèþ, Äæ. Ìàéêë Äàíí ïðèõîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó,
íî äðóãèì ñïîñîáîì. Äëÿ êàæäîãî âûñêàçûâàíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿ-
òèå ¾ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñóððîãàòà¿ êàê óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
< X, Y >, êîìïîíåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà.
Ýëåìåíòû X èíòóèòèâíî òðàêòóþòñÿ êàê òåìû (¾topics¿), îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðûõ äàííîå ñóæäåíèå (ïðîïîçèöèÿ) íåñåò îïðåäå-
ëåííóþ èíôîðìàöèþ, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû Y � ýòî òåìû,
ïî êîòîðûì îïðåäåëåííóþ èíôîðìàöèþ íåñåò îòðèöàíèå äàííî-
ãî ñóæäåíèÿ. Âñå ýòè òåìû îáðàçóþò ìíîæåñòâî U , íàçûâàåìîå
¾óíèâåðñóì ðàññóæäåíèé¿. Èíòåðïðåòàöèÿ â U � ýòî ôóíêöèÿ
I, ïðèïèñûâàþùàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûé ñóððîãàò êàæäîìó âû-
ñêàçûâàíèþ. Êàê çàìå÷àþò Øðàìêî è Âàíçèíã [18], ââåäåííîå
Äàííîì ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå
êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ïðèïèñûâàíèÿ èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé.

Ñëåäóþùèé øàã â ðàçâèòèè èäåé î ñâÿçè ðåëåâàíòíîãî ñëå-
äîâàíèÿ è èíôîðìàöèè áûë ñäåëàí Íóýëåì Ä. Áåëíàïîì [7, 8],
ïðåäëîæèâøèì ñâîþ èçâåñòíóþ ïîëåçíóþ ëîãèêó äëÿ ðàññóæ-
äàþùåãî êîìïüþòåðà. Òåïåðü âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâà {t, f} ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå èñòèííîñòíûå
çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò, ïî ìíåíèþ Øðàìêî è Âàíçèíãà, ê îáîá-
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ùåíèþ óæå ñàìîãî ïîíÿòèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ. Êàê èç-
âåñòíî, ðåçóëüòàòîì èíòóèòèâíûõ ðàññóæäåíèé Áåëíàïà ñòàëî
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé 4 = {T,F,B,N}, íà êîòîðîì äîñòàòî÷-
íî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïðèïèñûâàíèÿ
çíà÷åíèé è çàäàåòñÿ îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Ñ àë-
ãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëåçíîé ëîãèêå Áåëíàïà ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåøåòêà ñ äâóìÿ îòíîøåíèÿìè ïîðÿäêà: ëîãè÷åñêèì (èëè
óïîðÿäî÷åíèå ïî èñòèííîñòè) è èíôîðìàöèîííûì.

Åùå ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò Ìåòüþ Ãèíçáåðã â [16] è [17] ââåë
ïîíÿòèå áèðåøåòêè è ïîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèÿ Áåëíàïà îáðàçóþò
íàèìåíüøóþ íåòðèâèâàëüíóþ áèðåøåòêó (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Áèðåøåòêà FOUR2.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå
âàæíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ áèðåøåòîê. Ýòè àëãåáðàè÷åñêèå
ñòðóêòóðû àêòèâíî èçó÷àëèñü À. Àâðîíîì è Ì. Ôèòòèíãîì [4,
5, 6, 12, 13, 14, 15]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áèðåøåòêè óäîáíåå, ñëåäóÿ
Ì. Ôèòòèíãó, íà÷àòü ñ ïîíÿòèÿ ïðåä-áèðåøåòêè.

Ïðåä-áèðåøåòêà � ýòî ñòðóêòóðà B =< B, 6t, 6i>, ãäå B �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à 6t, 6i � îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
òàêèå, ÷òî < B,6t> è < B,6i>, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåòêè.
Ïðåä-áèðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî óïîðÿäî÷è-
âàíèÿ ñóùåñòâóþò îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå.

Ïîíÿòèå ïðåä-áèðåøåòêè íå ïðåäïîëàãàåò êàêèõ-ëèáî äîïîë-
íèòåëüíûõ ñâÿçåé èëè îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè íà
íåé ïîðÿäêàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä áèðåøåòêîé (â øèðîêîì
ñìûñëå) Ôèòòèíã ïîíèìàåò ïðåä-áèðåøåòêó, íà êîòîðîé äâà îò-
íîøåíèÿ ïîðÿäêà êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñâÿçàíû. Â èñõîäíîì (óç-
êîì) îïðåäåëåíèè Ãèíçáóðãà, âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàëèñü äâà
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íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèõ ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ áûëè çàäà-
íû îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, à âî-âòîðûõ, óêàçàííàÿ ñâÿçü îñóùåñòâ-
ëÿëàñü ÷åðåç îòðèöàíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ðåøåòî÷íûé ãî-
ìîìîðôèçì. Ïîëåçíî ïðèâåñòè åùå íåñêîëüêî ñâÿçàííûõ ïîíÿ-
òèé.

Áèðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ (interlaced), åñëè ïîðîæ-
äàåìûå êàæäûì ïîðÿäêîì îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì ïîðÿäêàì (ñâîé-
ñòâî ÷åðåäîâàíèÿ).

Áèðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè âñå âîçìîæíûå çà-
êîíû äèñòðèáóòèâíîñòè (äëÿ ÷åòûðåõ îïåðàöèé èõ îêàçûâàåòñÿ
äâåíàäöàòü) âûïîëíÿþòñÿ. Âñÿêàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ.

Îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ (äîïîëíåíèÿ) íà áèðåøåòêå ïðåäïîëà-
ãàåò, âî-ïåðâûõ, ñîõðàíåíèå i-ïîðÿäêà, âî-âòîðûõ, îáðàùåíèå t-
ïîðÿäêà, è â-òðåòüèõ, âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ¾äâîéíîãî îòðèöà-
íèÿ¿. Â ïðèíöèïå ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì, åñëè
èíòóèòèâíî ïîíèìàòü i-ïîðÿäîê êàê ïîðÿäîê ïðèðàùåíèÿ çíà-
íèÿ. Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè, åñëè çíàíèå îá A âêëþ÷àåòñÿ â
çíàíèå î B, òî çíàíèå îá îòðèöàíèè A íå ïðåâûøàåò çíàíèå îá
îòðèöàíèè B.

Êðîìå òîãî, íà áèðåøåòêå ìîæåò áûòü çàäàíà äâîéñòâåííàÿ
îïåðàöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ t-ïîðÿäîê, ¾îáîðà÷èâàþùàÿ¿ i-ïîðÿäîê
è òàêæå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ¾äâîéíîãî äóàëüíîãî îòðèöà-
íèÿ¿. Ââåäåì ýòè ïîíÿòèÿ ñòðîãî.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïóñòü B =< B, 6t, 6i,− > áèðåøåòêà, òî-
ãäà óíàðíàÿ îïåðàöèÿ − îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

b1. åñëè a 6t b, òî −a 6t −b;

b2. åñëè a 6i b, òî −a 6i −b;

b3. −− a = a.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Óíàðíûé îïåðàòîð ⊥ íà áèðåøåòêå îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

c1. åñëè a 6t b, òî ⊥ a 6t⊥ b;

c2. åñëè a 6t b, òî ⊥ a 6t⊥ b;
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c3. ⊥⊥ a = a;

c4. ⊥ −a = − ⊥ a.

Çàäà÷à äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
îïðåäåëåííîå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì â ñåìàíòèêå Áåëíàïà îòíî-
øåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò èíôîðìàöèîííîé
òðàêòîâêå ñëåäîâàíèÿ Å.Ê. Âîéøâèëëî, ò. å. A |= B, åñëè è òîëü-
êî åñëè I(B) ⊆ I(A).

Áóäåì èñõîäèòü èç ïîíÿòèÿ ñòàíäàðòíîãî ÿçûêà ðåëåâàíòíîé
ëîãèêè ïåðâîãî óðîâíÿ ñî ñâÿçêàìè ∧,∨,¬. Ðàññìîòðèì áèðå-
øåòêó FOUR2 =< 4, 6t,∩,∪,−, 6i,

∏
,
∐

, ∗ >, ãäå ∩,∪,− ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è äîïîëíåíèå íà ðå-
øåòêå < 4, 6t>, à

∏
,
∐

, ∗ � òå æå îïåðàöèè íà ðåøåòêå < 4, 6i>
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,
âî-ïåðâûõ, îõàðàêòåðèçîâàííûé âûøå îïðåàòîð ¾äâîéñòâåííîãî
îòðèöàíèÿ¿ ⊥, à âî-âòîðûõ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèé
àíàëèç íåáåçûçâåñòíîé ôóíêöèè çâåçäû (¾star-function¿ � ∗).
Ïóñòü äàííàÿ áèðåøåòêà âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ñòðóê-
òóðû. Çàäàäèì íà íåé äâå ôóíêöèè ν è i, ïîíèìàåìûå êàê ôóíê-
öèÿ ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé è ôóíêöèÿ ¾èíôîðìàòèçàöèè¿, ñòà-
âÿùàÿ êàæäîé ôîðìóëå â ñîîòâåòñòâèå åå èíôîðìàöèþ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ïóñòü ν ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå
èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî 4,
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ν(A ∧B) = ν(A) ∩ ν(B);

ν(A ∨B) = ν(A) ∪ ν(B);

ν(¬A) = −ν(A).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë A è B A |=
Biff∀ν(ν(A) 6 ν(B)).
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ïóñòü i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå
èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî 4,
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i(A ∧B) = i(A)
∏

i(B);

i(A ∨B) = i(A)
∐

i(B);
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i(¬A) = ∗i(A).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë A è B i(A) 6i

i(B)iff∀i(i(A) 6 i(B)).
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

A |= B ⇔ ∀i(i(B) 6 i(A)), ò. å. ∀ν(ν(A) 6t ν(B)) ⇔ ∀i(i(B) 6
i(A)).

Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè äâóõ ëåìì. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåé-
øèõ äîêàçàòåëüñòâ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû 4 êàê ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà-ñòåïåíè {t, f} � T = {t}, F = {f}, B = {t, f},
N = ∅.
ËÅÌÌÀ 6. ∀i∃ν(ν(A) 6t ν(B) ⇒ i(B) 6 i(A))

Ïðåæäå ÷åì îñóùåñòâèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, ïîêàæåì,
÷òî ïî ôóíêöèè ν ìîæíî çàäàòü îöåíêó i, îáëàäàþùóþ èñêî-
ìûìè ñâîéñòâàìè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 7. Ïóñòü ~ν òàêîâà, ÷òî

~ν(p) = Fiffi(p) = B;

~ν(p) = Biffi(p) = T;

~ν(p) = Tiffi(p) = N;

~ν(p) = Niffi(p) = F;

Ðàñïðîñòðàíèì ôóíêöèþ ~ν íà ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó ÿçûêà
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 3. Ïîêàæåì,
÷òî íîâàÿ îöåíêà ~ν äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé è äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìóëû ÿçûêà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ñôîðìóëèðî-
âàííîå â îïðåäåëåíèè 7.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû A ïîêàæåì,
÷òî

~ν(A) = Fiffi(A) = B;

~ν(A) = Biffi(A) = T;

~ν(A) = Tiffi(A) = N;

~ν(A) = Niffi(A) = F;
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî òðèâèàëü-

íî. Ðàññìîòðèì ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
ôîðìóëà A èìååò âèä êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ. Çäåñü è äàëåå
äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èìåòü â âèäó
ñèììåòðè÷íîñòü ñâÿçîê ÿçûêà.

1. A åñòü B ∧ C.

1.1. Ïóñòü i(B ∧ C) = B. i(B ∧ C) = B ⇔ i(A)
∐

i(B) = B.
Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà
ñëó÷àÿ: (1.1.1), êîãäà îäíîìó èç êîíúþíêòîâ (ïóñòü ýòî áó-
äåò B) ïðèïèñàíî çíà÷åíèå F, à äðóãîìó T, è (1.1.2), êîãäà
ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó ÷ëåíó êîíúþíêöèè (îïÿòü B) ïðè-
ïèñàíî çíà÷åíèå N, à çíà÷åíèå äðóãîãî ÷ëåíà êîíúþíêöèè
âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî.

1.1.1. Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ ~ν(B) = N, à ~ν(C) = B, ýòî
ðàâíîñèëüíî ~ν(B ∧ C) = F, ïî îïðåäåëåíèþ ~ν.

1.1.2. Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ ~ν(B) = F, òîãäà ~ν(B ∧C) =
F, ïî îïðåäåëåíèþ ~ν.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àåâ 1.2.�1.4. îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

2. A åñòü ¬B.

2.1. Ïóñòü i(¬C) = B. i(¬C) = B ⇔ ∗i(C) = B, ñëåäîâàòåëüíî
i(C) = N, ïî îïðåäåëåíèþ i. Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ
~ν(C) = T. Ñëåäîâàòåëüíî, ~ν(¬C) = F.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ìîãóò áûòü îïóùåíû, ïîñêîëüêó ðàññóæäå-
íèÿ íè÷åì ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ çäåñü.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 8 äîêàçàíî. q.e.d.

Äîêàæåì ëåììó 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~ν(A) 6t ~ν(B). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîð-
ìóëû A çäåñü òàêæå âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
÷åòûðåì èñõîäíûì çíà÷åíèÿì. Ðàññìîòðèì òîëüêî äâà èç íèõ.
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1. ~ν(A) = F, òîãäà ~ν(B) ìîæåò áûòü ëþáûì. Íà îñíîâàíèè
óòâåðæäåíèÿ 8 â ýòîì ñëó÷àå ~ν(A) = B. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàêèì áû íè áûëî çíà÷åíèå i(B), áóäåò èìåòü ìåñòî i(B) ⊆
i(A).

2. ~ν(A) = B, òîãäà ~ν(B) ðàâíî B èëè T. Íà îñíîâàíèè óòâåð-
æäåíèÿ 8 i(A) = T.

2.1. Ïóñòü ~ν(B) = B, òîãäà i(B) = T � òðèâèàëüíûé ñëó÷àé.

2.2. Ïóñòü ~ν(B) = T, òîãäà i(B) = N, ò. å. ïóñòîìó ìíîæåñòâó.
Î÷åâèäíî, ÷òî i(B) ⊆ i(A).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå äîïóùåíèå ~ν(A) 6t ~ν(B) ïðèâîäèò ê
i(B) ⊆ i(A). Îòñþäà ââåäåíèåì èìïëèêàöèè ñ ïîñëåäóþùèì íà-
âåøèâàíèåì êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è îáùíîñòè çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6. q.e.d.

ËÅÌÌÀ 9. ∀ν∃i(i(A) ⊆ i(B) ⇒ ~ν(A) 6t ~ν(B)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòîé ëåììû äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåò-
ñÿ íà ñâîéñòâàõ áèðåøåòêè è ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðî-
ñòûì.

Çàäàäèì ôóíêöèþ i• ñëåäóþùèì îáðàçîì. i•(p) = − ∗ ν(p).
Ïóñòü i•(B) ⊆ i•(A), ò. å. i•(A) 6t i•(B). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

− ∗ ν(B) 6i − ∗ ν(A). Ïî îïðåäåëåíèþ 2(c2), ïîñëåäíåå âëå÷åò
∗ − ∗ν(A) 6i ∗ − ∗ν(B). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 1(b2), ïîëó÷àåì
− ∗ − ∗ ν(A) 6t − ∗ − ∗ ν(B). Òåïåðü íà îñíîâàíèè îïðåäåëå-
íèÿ 2 ñíà÷àëà ïî c4 ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì ðàâåíñòâà, à çàòåì
òàêæå ñèììåòðè÷íî ïðèìåíÿÿ ñ3 è b3, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó
ν(A) 6t ν(B). Äàëüíåéøèå øàãè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû òðèâè-
àëüíû. q.e.d.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé ìåòàòåîðå-
ìû.

ÌÅÒÀÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë A è B ∀ν(ν(A) 6t

ν(B)) ⇔ ∀i(i(B) ⊆ i(A)).
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Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒: Ïóñòü (1) ∀ν(ν(A) 6t ν(B)) è (2) íåâåðíî, ÷òî ∀i(i(B) ⊆

i(A)). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî (3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
èíôîðìàòèçàöèè, äëÿ êîòîðîé íåâåðíî, ÷òî i(B) ⊆ i(A). Ïî ëåì-
ìå 6 ∀i∃ν(ν(A) 6t ν(B) ⇒ i(B) 6 i(A)). Óäàëèâ êâàíòîðû, ïîëó-
÷àåì (4) (ν(A) 6t ν(B) ⇒ i(B) 6 i(A)). Ñíÿòèåì êâàíòîðà îáù-
íîñòè èç (1) ïîëó÷àåì (5) (ν(A) 6t ν(B)). Ïî modus ponens èç (4)
è (5) ïðèõîäèì ê (i(B) ⊆ i(A)). Â òî æå âðåìÿ èç (3) óäàëåíèåì
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëó÷àåì íåâåðíî, ÷òî (i(B) ⊆ i(A)).
Ïðîòèâîðå÷èå. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ìåòàòåîðåìû äîêà-
çàíî.

Â äðóãóþ ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî ìåòàòåîðåìû ñòðîèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 9. q.e.d.
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