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abstract. In the paper axiomatic truth theory with truth operator
for classical sentential logic is proposed. Such theory is extended on
domain of not well-formed formulae and on sentential logic that was
enriched by quanti�ers.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð èñòèííîñòè, òåîðèÿ èñòèíû, àêñèîìàòè-
÷åñêèé ïîäõîä, íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ôîðìóëû, êâàíòîðû ïî
ñåíòåíöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àêñèîìàòè÷åñêîé
òåîðèè èñòèíû ñ îïåðàòîðîì èñòèííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñåí-
òåíöèîíàëüíîé ëîãèêè, îáîãàùåíèè ÿçûêà êâàíòîðàìè è åå ðàñ-
øèðåíèè íà îáëàñòü íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ôîðìóë.

Ïóñòü èìååì ÿçûê êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé (ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé) ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñ îòðèöàíèåì ∼ è èìïëè-
êàöèåé −→. Ñåíòåíöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: s, s1, s2 . . . (V ar �
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ).

Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ñòàíäàðòíûå.
Ïóñòü A, ∼ A, (A −→ B) åñòü ôîðìóëû ýòîãî ÿçûêà. A,B �

ìåòàïåðåìåííûå äëÿ ôîðìóë (For � ìíîæåñòâî ôîðìóë, ïðåä-
ëîæåíèé).

Ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷èì ýòîò ÿçûê L(s, s1, s2 . . . ,∼,−→) èëè
áîëåå êðàòêî L(∼,−→).

Ïîñòðîèì èíòåðïðåòàöèþ ÿçûêà L(∼,−→).
Ôóíêöèÿ îöåíêè v åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà V ar íà ìíî-

æåñòâî {T, F} (ñîêð. v : V ar → {T, F}).
1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÃÍÔ, ãðàíò � 07-03-00242.
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v(∼ A) =

{
T, åñëè v(A) = F,

F, åñëè v(A) = T.

}

v(A −→ B) =

{
T, åñëè v(A) = F èëè v(B) = T,

F, åñëè v(A) = T è v(B) = F.

}

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè èñòèíû ñ îïåðàòî-
ðîì èñòèíû íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ,
êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ ýòîãî îïåðàòîðà. Ñíà÷àëà â êà÷åñòâå ìå-
òàÿçûêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ôðàãìåíò åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, â
êîòîðîì äåéñòâóåò êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà.

Ïåðâûì ïîëîæåíèåì, êîòîðîå îòâå÷àåò óòâåðæäåíèþ For →
{T, F}, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï áèâàëåíòíîñòè: âñÿêàÿ ôîðìóëà (âû-
ñêàçûâàíèå) A ëèáî èñòèííà, ëèáî ëîæíà.

Áóäåì ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷àòü îïåðàòîðû èñòèííîñòè è ëîæ-
íîñòè ïîñðåäñòâîì çíàêîâ |,−, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðèíöèï
áèâàëåíòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü òàê: | A ëèáî −A.

Óñëîâèÿ èñòèííîñòè äëÿ îòðèöàíèÿ áóäåì çàäàâàòü, ñëåäóÿ
Ä. Ãèëüáåðòó è Â. Àêêåðìàíó [3], êîòîðûå ïðèíèìàëè, ÷òî X
îáîçíà÷àåò âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå èñòèííî, åñëè X ëîæíî, è
ëîæíî, åñëè X èñòèííî.

Èñïîëüçóÿ ÿçûê L(∼,−→) è îïåðàòîðû èñòèííîñòè è ëîæíî-
ñòè, âûðàçèì ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|∼ A å.ò.å. −A,
− ∼ A å.ò.å. | A.
Òàêæå ýòè óñëîâèÿ îòâå÷àþò ôóíêöèè îöåíêè äëÿ îòðèöàíèÿ.
Óñëîâèÿ èñòèííîñòè äëÿ èìïëèêàöèè, ãëàñÿùèå â [3], ÷òî

X −→ Y îáîçíà÷àåò âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå ëîæíî â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, êîãäà X èñòèííî, à Y ëîæíî.

Òàêæå ýòè óñëîâèÿ îòâå÷àþò ôóíêöèè îöåíêè äëÿ èìïëèêà-
öèè.
−(A −→ B)å.ò.å. | A ∧ −B,
| (A −→ B)å.ò.å.−A∨ | B.
Çàâåðøàþùèì ïîëîæåíèåì ìîãëà áû áûòü âûðàæåííàÿ ñ ïî-

ìîùüþ îïåðàòîðà èñòèííîñòè T -ýêâèâàëåíòíîñòü:
| A å.ò.å. A.
Îäíàêî äëÿ îïåðàòîðà èñòèííîñòè èìåþòñÿ åùå äâà ïîëîæå-

íèÿ, îòâå÷àþùèå îñîáåííîñòÿì åãî óïîòðåáëåíèÿ â ÿçûêå. Îäíî
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êàñàåòñÿ âîçìîæíîñòè åãî èòåðèðîâàòü, ò. å. èìåòü äåëî ñ ôîð-
ìóëàìè âèäà: (|| A), (||| A) è ò.ä. È âòîðîå, ñâÿçàííîå ñ âîçìîæ-
íîñòüþ ââåñòè ýòîò îïåðàòîð â ÿçûê-îáúåêò. Òåì ñàìûì ýòîò
ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà, ðåàëèçîâàííîãî â ñåìàíòè÷åñêîé
òåîðèè èñòèíû Òàðñêîãî. Îáñóæäåíèå èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðà
èñòèííîñòè â ëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ ñìîòðè â [4], à òàêæå â
ñòàòüå [2].

Ýòè ïîëîæåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðè îáîãàùåíèè èñõîäíîãî ÿçûêà
L(∼,−→) îïåðàòîðîì èñòèííîñòè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ÿçûê
LT (s, s1, s2 . . . , |,∼,−→).

Òàêæå äëÿ ôîðìàëèçàöèè âûøåïðèâåäåííûõ ïîëîæåíèé íåîá-
õîäèìî âìåñòî åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ââåñòè ôîðìàëüíûé. Â êà-
÷åñòâå òàêîâîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿçûê LT (|,∼,−→).

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå òåîðèè èñòèíû ñ îïåðàòîðîì èñ-
òèííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêè.

1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðèè èñòèíû TT2

Àëôàâèò TT2:
s, s1, s2 . . . ñåíòåíöèàëüíûå ïåðåìåííûå;
|,∼,−→ ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû, îáîçíà÷àþùèå îïåðàòîð èñ-

òèííîñòè, îòðèöàíèå è èìïëèêàöèþ;
(, ) òåõíè÷åñêèå ñèìâîëû.
Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ ïïô

(i) Åñëè q åñòü ñåíòåíöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî (q) åñòü ïðà-
âèëüíî ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà (ïïô).

(ii) Åñëè A,B åñòü ïïô, òî (∼ A), (| A), (A −→ B) åñòü ïïô.

(iii) Íè÷òî èíîå íå ÿâëÿåòñÿ ïïô.

Ìåòàïåðåìåííûå: A,B, C, . . . äëÿ ïïô.
Ïðèìåì ñòàíäàðòíûå ñîãëàøåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïóñêàíèÿ ñêî-

áîê.
Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ äëÿ ôîðìóë.
Âûñêàçûâàíèå î ëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ A ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê ñîêðàùåíèå äëÿ âûñêàçûâàíèÿ îá èñòèííîñòè îòðèöàíèÿ
ïðåäëîæåíèÿ A (¾�¿ ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò ¾åñòü ëîæíî¿):

D1.1. −A =df |∼ A.
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D1.2.1-D1.2.3. Êîíúþíêöèÿ & , äèçúþíêöèÿ ∨ è ýêâèâàëåíöèÿ
←→ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îáðàçîì.

Äëÿ âûñêàçûâàíèÿ î ñòðîãîé èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèÿ A:
¾dA¿ ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò ¾åñòü èñòèííî è íåëîæíî¿.

D1.3. dA =df −(A −→ −A).

Îïðåäåëèì èìïëèêàöèþ ⊃, êîòîðóþ íàçîâåì D-èìïëèêàöèåé,
è ðÿä ïðîèçâîäíûõ ñâÿçîê.

D1.4.1. (A ⊃ B) =df (dA −→ dB),

D1.4.2. (A ∧B) =df −(A ⊃ −B),

D1.4.3. (A ∨B) =df (−A ⊃ B),

D1.4.4. (A ≡ B) =df (A ⊃ B) ∧ (B ⊃ A),

D1.4.5. (A Y B) =df (A ∨B) ∧ −(A ∧B).

Èç âñåãî êëàññà ïïô âûäåëèì ïîäêëàññ ôîðìóë, êîòîðûå îá-
ðàçîâàíû èç ïðåôèêñèðîâàííûõ îïåðàòîðîì èñòèííîñòè ôîð-
ìóë. Áóäåì íàçûâàòü èõ T -ôîðìóëàìè (T -ô.).

(iv) Åñëè A åñòü ïïô, òî (| A ) åñòü T -ô.

(v) Åñëè P1, P2 åñòü T -ô., òî (∼ P1), (P1 −→ P2), åñòü T -ô.

Ìåòàïåðåìåííûå: P, P1, P2, . . . äëÿ T -ô.
Àêñèîìû òåîðèè èñòèíû TT2

Èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè èñòèíû âûðàçèì â ÿçûêå LT (|,
∼,−→). Ðàçîáüåì àêñèîìû íà 3 ãðóïïû:

1) àêñèîìû êëàññè÷åñêîé ëîãèêè äëÿ T -ôîðìóë,

2) àêñèîìû, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ èñòèííîñòè äëÿ îòðèöàíèÿ
è äëÿ èìïëèêàöèè,

3) ïðèíöèï áèâàëåíòíîñòè è àêñèîìà, âûðàæàþùàÿ T -ýêâè-
âàëåíòíîñòü,

4) àêñèîìû êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêè.
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Íåêîòîðûå èç íèõ çàâèñèìû îò äðóãèõ, ïîýòîìó íå âñå âîéäóò
â ñïèñîê èñõîäíûõ àêñèîì.

Ñõåìû àêñèîì

A1.1. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P1))

A1.2. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P3)) ⊃ ((P1 ⊃ P2) ⊃ (P1 ⊃ P3))

A1.3. (−P1 ⊃ −P2) ⊃ (P2 ⊃ P1)

A2.1. − ∼ A ≡| A
A2.2.1. | (A −→ B) ≡ (−A∨ | B)

A2.2.2. −(A −→ B) ≡ (| A ∧ −B)

A3. (| A Y−A)(| A Y−A)

Ïðàâèëî âûâîäà A, (A ⊃ B)/B MP
Îïðåäåëåíèå âûâîäà ñòàíäàðòíîå.
Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå äëÿ îòðèöàíèÿ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ

îïåðàòîðà ëîæíîñòè.

T1. |∼ A ≡ −A

T -ýêâèâàëåíòíîñòü ñ îïåðàòîðîì èñòèííîñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìîé.

T2.1. (| A ←→ A)

T2.2. | P ≡ P

Â ôîðìóëèðîâêå äàííîé òåîðèè èñïîëüçóþòñÿ äâà ñîðòà ìå-
òàïåðåìåííûõ: A,B, C, . . . äëÿ ïïô ÿçûêà èñ÷èñëåíèÿ è P, P1,
P2, . . . äëÿ T -ôîðìóë.

Äëÿ êàæäîãî ñîðòà ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î
òîì, ê êàêîé ëîãèêå îòíîñÿòñÿ òåîðåìû, â ôîðìóëèðîâêå êîòî-
ðûõ ïðèñóòñòâóþò òå èëè èíûå ìåòàïåðåìåííûå.

Íà âîïðîñ î êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêå îòâå÷à-
þò òåîðåìû T3.1-3.4, ñîîòâåòñòâóþùèå åå àêñèîìàì è ïðàâèëó
âûâîäà.

Òåì ñàìûì èìååì ìåòàòåîðåìó:
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MÒ1. Êëàññè÷åñêàÿ ñåíòåíöèîíàëüíàÿ ëîãèêà CL(s, s1, s2 . . . ,
∼,−→) ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé TT2.

Äëÿ T -ôîðìóë èìååì ñëåäóþùóþ ìåòàòåîðåìó:

MT2. Ëîãèêà ñî ñõåìàìè àêñèîì ACL ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé TT2

è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêîé. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå
CL(−,⊃).

Òàêæå èìååì ìåòàòåîðåìó:

MÒ3. Èñ÷èñëåíèå TT2(s, s1, s2 . . . , |,∼,−→) äåäóêòèâíî ýêâèâà-
ëåíòíî êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêå CL(s, s1,
s2, . . . ,∼,−→).

Äðóãèìè ñëîâàìè, îñîáåííîñòüþ âûøå ñôîðìóëèðîâàííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî äåäóêòèâíî ýêâèâàëåíòíî ñâîåé
ñîáñòâåííîé ÷àñòè.

Â ÿçûêå èñ÷èñëåíèÿ TT2 èìååì òåîðåìû, âûðàæàþùèå çàêî-
íû ïðîòèâîðå÷èÿ è èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî â ñåìàíòè÷åñêîé è
íåñåìàíòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêàõ.

T.4.1. −(| A∧−A) (ñåìàíòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà ïðîòè-
âîðå÷èÿ)

T4.2. ∼ (A & ∼ A)

T5.1. (| A ∨ −A) (ñåìàíòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà èñêëþ-
÷åííîãî òðåòüåãî)

T5.2. (A V ∼ A)

Òàêæå èìååì òåîðåìû:

T6.1 |∼ ∼ A ≡| A
T6.2 ∼ ∼ A ←→ A

Ìåòàëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà òåîðèè TT2 âûðàæàþòñÿ ìåòàòåîðå-
ìàìè î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ñåìàíòè÷åñêîé ïîëíîòå.

MÒ4. ` A =⇒ |= A

MÒ5. |= A =⇒ ` A
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2 Âêëþ÷åíèå êâàíòîðîâ â ÿçûê LT (|,∼,−→)

Äëÿ ïîëíîòû ðàññìîòðåíèÿ îáîáùèì ðàññìàòðèâàåìóþ òåîðèþ
èñòèíû äëÿ ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêè íà ñëó÷àé âêëþ÷åíèÿ â
ÿçûê ïîñëåäíåé êâàíòîðîâ.

Ââåäåì êâàíòîð âñåîáùíîñòè ïî ïåðåìåííîé äëÿ ïðåäëîæåíèé
(ñåíòåíöèàëüíîé ïåðåìåííîé). Òàêîé ñïîñîá ââåäåíèÿ êâàíòîðîâ
ïîäîáåí èñïîëüçîâàíèþ êâàíòîðîâ ñ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðå-
ìåííûìè â êà÷åñòâå îïåðàòîðíûõ ïåðåìåííûõ â ðàñøèðåííîì
ïðîïîçèöèîíàëüíîì èñ÷èñëåíèè Ëóêàñåâè÷à�Òàðñêîãî, Ðàññåëà,
â ïðîòîòåòèêå Ëåñíåâñêîãî.

Íàëè÷èå êâàíòîðà â ÿçûêå ëîãèêè ïîçâîëÿåò çàäàòü òîæäåñò-
âåííî-ëîæíóþ ôîðìóëó f è çàòåì îïðåäåëèòü îòðèöàíèå. Òåì
ñàìûì íåò íåîáõîäèìîñòè èìåòü îòðèöàíèå â àëôàâèòå ÿçûêà.
Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî èìåòü îïåðàòîð èñòèííîñòè, èìïëè-
êàöèþ è êâàíòîð âñåîáùíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðèþ èñòèíû TT2(|,−→, ∀).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèøíèé ðàç íå ïîâòîðÿòüñÿ, çàïèøåì íè-

æå òîëüêî èçìåíåíèÿ â ôîðìóëèðîâêàõ ÿçûêà è àêñèîì TT2(|,
∼,−→).

Îá èçìåíåíèÿõ â àëôàâèòå ñêàçàíî âûøå.
Â ïðàâèëàõ îáðàçîâàíèÿ ïïô çàìåíèì ïóíêò (ii) íà (ii)*.

(ii)* Åñëè A,B åñòü ïïô è q åñòü ñåíòåíöèîíàëüíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, òî (| A), (A −→ B), (∀q A) åñòü ïïô.

Äîáàâèì ìåòàïåðåìåííûå: q äëÿ ñåíòåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ;
B(q), C(A) äëÿ ïïô B, C, â êîòîðûå âõîäÿò ñåíòåíöèàëüíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ q èëè ïïô A.

Îïðåäåëèì ôîðìóëó f , ÿâëÿþùóþñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé, è
îòðèöàíèå.

D1.0.1. f =df (∀s | s)

D1.0.2. ∼ A =df (A −→ f)

Â ïðàâèëàõ îáðàçîâàíèÿ T -ôîðìóë çàìåíèì ïóíêò (v) íà (v)*.

(v)* Åñëè P1, P2 åñòü T -ô. è q åñòü ñåíòåíöèîíàëüíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, òî (P1 −→ P2) è (∀q P1) åñòü T -ô.
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Àêñèîìó A2.1. çàìåíèì íà àêñèîìó A2.1*.

A2.1*. −f.

Ê ñõåìàì àêñèîì äîáàâèì ñëåäóþùèå:

A4.1. (∀q B(q) −→ B(A)), åñëè ïïô A íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ
âõîæäåíèé q, åñëè ïïô A ñâîáîäíà äëÿ q â B(q).

A4.2. (∀q (A −→ B) −→ (A −→ ∀qB)).

Ê ïðàâèëó âûâîäà MP äîáàâèì ñëåäóþùåå:
A/ ∀qA Gen
Èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå èñòèííîñòè äëÿ êâàíòîðà âñå-

îáùíîñòè

T7. (| (∀q A)) ←→ (∀q | A).

Ðàñøèðåííîå ïðîïîçèöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå ñâîäèìî ê êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêå CL. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
TT2(|, −→,∀) ñâîäèìî ê TT2(|, ∼,−→).

Â ðàñøèðåííîì ïðîïîçèöèîíàëüíîì èñ÷èñëåíèè êîíñòàíòà
¾ëîæü¿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ∀s s. Èìååì òåîðåìó, ñâÿ-
çûâàþùóþ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ (èìåþùèå ðàçíûé ñìûñë,
êîòîðûé îáíàðóæèòñÿ ïðè äàëüíåéøåì îáîáùåíèè TT2(|,−→,∀))
êîíñòàíòû ¾ëîæü¿ â ðàñøèðåííîì ïðîïîçèöèîíàëüíîì èñ÷èñëå-
íèè è òîæäåñòâåííî-ëîæíîé ôîðìóëû â TT2(|,−→, ∀).

T8. (∀s | s) ←→ ∀s s.

3 Ðàñøèðåíèå òåîðèè èñòèíû íà îáëàñòü
íåñòàíäàðòíûõ ôîðìóë

Íåñìîòðÿ íà ýêâèâàëåíòíîñòü èñ÷èñëåíèé TT2(|,∼,−→) è
CL(∼,−→) ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ TT2 ñëîæíåå, ÷åì ôîðìó-
ëèðîâêà CL. Âîçìîæíîñòè ôîðìóëèðîâêè TT2 ïðîÿâÿòñÿ äàëåå,
â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ èñòèííî-
ñòè è ëîæíîñòè çà ïðåäåëû îáëàñòè äâóçíà÷íûõ âûñêàçûâàíèé
è ïðåäëîæåíèé.
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Ïîíÿòèÿ èñòèííîñòè è ëîæíîñòè îáû÷íî ïðèìåíÿþò ê âûñêà-
çûâàíèÿì è ïðåäëîæåíèÿì. À.Òàðñêèé ïèøåò îá ýòîì òàê:¾Ïðå-
äèêàò �èñòèííî� . . . îòíîñÿò ê îïðåäåëåííûì ôèçè÷åñêèì îáú-
åêòàì � ÿçûêîâûì âûðàæåíèÿì, â ÷àñòíîñòè, ê ïðåäëîæåíè-
ÿì¿ [5]. Â òî æå âðåìÿ èìåþòñÿ òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ îïðåäå-
ëåíèåì òîãî, ÷òî åñòü âûñêàçûâàíèå è ïðåäëîæåíèå. À. Òàðñêèé
ïèøåò îá ýòîì: ¾Ìû íå çíàåì â òî÷íîñòè, êàêèå âûðàæåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðåäëîæåíèÿìè¿ [5]. Òàì æå À. Òàðñêèé ãîâîðèò î íî-
âûõ âîçìîæíîñòÿõ: ¾òîò ôàêò, ÷òî íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóåò
ïîíÿòèå èñòèíû äëÿ ïðåäëîæåíèé, íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè
ïîñëåäóþùåãî ðàñøèðåíèÿ ñôåðû ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïîíÿòèÿ
íà äðóãèå âèäû îáúåêòîâ¿.

Óæå Àðèñòîòåëü íå îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü èñòèííîñò-
íûõ îöåíîê òîëüêî ê óòâåðäèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì âû-
ñêàçûâàíèÿì, íî ïðèìåíÿåò èõ ê èõ ÷àñòÿì, ñîñòàâëÿþùèì ýòè
âûñêàçûâàíèÿ. Òàê, â ãëàâå ÷åòâåðòîé Êàòåãîðèé [1] îí ïèøåò:

¾óòâåðæäåíèå èëè îòðèöàíèå ïîëó÷àåòñÿ ñî÷åòàíèåì èõ
[êàòåãîðèé], âåäü âñÿêîå óòâåðæäåíèå èëè îòðèöàíèå, íàäî
ïîëàãàòü, èëè èñòèííî, èëè ëîæíî, à èç ñêàçàííîãî áåç
êàêîé-ëèáî ñâÿçè íè÷òî íå èñòèííî è íå ëîæíî, íàïðèìåð
�÷åëîâåê�, �áåëîå�, �áåæèò�, �ïîáåæäàåò�¿.

À â ãëàâå äåñÿòîé Êàòåãîðèé Àðèñòîòåëü óòâåðæäàåò: ¾Äà è
âîîáùå âñå, î ÷åì ãîâîðèòñÿ áåç êàêîé-ëèáî ñâÿçè, íå èñòèííî è
íå ëîæíî¿.

Ä. Ãèëüáåðò è Â. Àêêåðìàí ïèøóò â [3]: ¾Âçÿòûå ñàìè ïî ñåáå
ïðåäèêàòû íè èñòèííû, íè ëîæíû¿.

Ó Ã. Ôðåãå â åãî ñòàòüå ¾Ôóíêöèÿ è ïîíÿòèå¿ [6] èìååòñÿ ïðè-
ìåð ðàñøèðåíèÿ ñôåðû ïðèìåíèìîñòè ôóíêöèè, èçîáðàæàåìîé
â âèäå ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòû �x íà äðóãèå âèäû îáúåêòîâ.
Îí óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ¾çíà÷åíèåì ýòîé ôóíêöèè äîëæíà áûòü
èñòèíà, êîãäà â êà÷åñòâå àðãóìåíòà áåðåòñÿ èñòèíà, âî âñåõ æå
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åå çíà÷åíèå åñòü ëîæü � ñòàëî áûòü è òîãäà,
êîãäà îí âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì èñòèííîñòè. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòèì, íàïðèìåð,

�1 + 3 = 4, åñòü èñòèíà, òîãäà êàê
�1 + 3 = 5, åñòü ëîæü, òàê æå êàê
�4¿(ñì. [6]).
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Âûðàæåíèå ¾4¿ íå åñòü ïðåäëîæåíèå, â îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùèõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, íî, òåì íå ìåíåå, Ã. Ôðåãå íå çàòðóä-
íÿåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè �x ñ àðãóìåíòîì ¾4¿.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê öå-
ïî÷êà ñèìâîëîâ ÿçûêà, âñå ôîðìóëû ÿçûêà, êàê ïðàâèëüíî ïî-
ñòðîåííûå, òàê è íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè
ýòîãî ÿçûêà. Ñèìâîëüíûì âûðàæåíèåì íåêîòîðîãî ÿçûêà L íà-
çûâàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (óïîðÿ-
äî÷åííàÿ n-êà) ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà ýòîãî ÿçûêà L. Ñèíîíè-
ìîì ñèìâîëüíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîâî, âûðàæåíèå èëè
ñòðîêà â àëôàâèòå, à òàêæå öåïî÷êà ñèìâîëîâ.

ßçûê ëîãèêè, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè â îáëà-
ñòè ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé ÿçûêà, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ê ÿçûêó ñåíòåíöèàëüíîé ëîãèêè äîáàâëÿåì îïåðàòîðû èñòèí-
íîñòè è ëîæíîñòè. Ðàñøèðÿåì ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ èñòèííîñòè
è ëîæíîñòè íà êëàññ âûðàæåíèé ÿçûêà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
èíäóêòèâíî. Òàêîå ðàñøèðåíèå ñôåðû ïðèìåíèìîñòè ïîíÿòèé
èñòèííîñòè è ëîæíîñòè íà óíèâåðñóì ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé
ÿçûêà íå âåäåò ê òðóäíîñòÿì èëè íåÿñíîñòÿì, òàê êàê âñå âûðà-
æåíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäëîæåíèÿìè (äëÿ ëþáîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ), çàâåäîìî íè èñòèííû, íè ëîæíû.

Íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ôîðìóëû îáû÷íî â ëîãèêå íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Îòíîñèòåëüíî íèõ ìîæíî óòâåðæäàòü: 1) ÷òî îíè
áåññìûñëåííû è 2) ÷òî îíè íè èñòèííû, íè ëîæíû. Â ñòàíäàðò-
íîì ÿçûêå ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêè íåëüçÿ âûðàçèòü òîò ôàêò,
÷òî îíè íè èñòèííû è íè ëîæíû, òàê êàê â íåì îòñóòñòâóþò
îïåðàòîðû èñòèííîñòè è ëîæíîñòè. Îäíàêî â ïðåäëîæåííîì âû-
øå ÿçûêå LT (s, s1, s2, . . . , |,∼,−→) óòâåðæäåíèÿ î íåèñòèííîñòè
è íåëîæíîñòè ôîðìóë âûðàçèìû. Â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà èñòèííîñòè íà îáëàñòü âûðàæåíèé
ÿçûêà, ÿâëÿþùèõñÿ íè èñòèííûìè, íè ëîæíûìè, äëÿ ïîñëåäíèõ
áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå:

Îáîçíà÷èì íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííóþ ôîðìóëó Non-w�. Òîãäà
(− | (Non− wff) ∧ −− (Non− wff)).
Îïðåäåëåíèå íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìóëû ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàôðàç ïîñëåäíåãî ïóíêòà ïðàâèë îáðàçîâà-
íèÿ ïïô ¾Íè÷òî èíîå íå ÿâëÿåòñÿ ïïô¿: âñÿêîå èíîå âûðàæåíèå
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äàííîãî ÿçûêà åñòü íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà. Òàêîå
îïðåäåëåíèå íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ôîðìóë íå èíäóêòèâíî
â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ ïïô, îäíàêî äëÿ âñÿêîãî âûðàæåíèÿ
ÿçûêà âîçìîæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïïô èëè íåò.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ôîðìóë âîçü-
ìåì îòäåëüíî çàïèñàííûå ñèìâîëû |,∼,−→ ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò
(îïåðàòîðà èñòèííîñòè, îòðèöàíèÿ è èìïëèêàöèè). Ýòî îãðàíè-
÷åíèå íå ñíèçèò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
áóäåì íàçûâàòü èõ äëÿ îïðåäåëåííîñòè íåñòàíäàðòíûìè ôîðìó-
ëàìè. Ìåòàïåðåìåííûìè äëÿ íèõ áóäóò ñëóæèòü N,N1, N2, . . .
Çàòåì ìîæíî ðàñøèðèòü êëàññè÷åñêóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàòîðà èñòèííîñòè ïðèñîåäèíåíèåì ê íåé ìíîæåñòâà íåñòàíäàðò-
íûõ ôîðìóë. Ìåòàïåðåìåííûå E, E1, E2, . . . äëÿ ýòîé ðàñøèðåí-
íîé îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü ìåòàïåðåìåííûìè äëÿ ñèìâîëüíûõ
âûðàæåíèé (ñîêðàùåííî ñâ).

Ðàññìîòðèì, êàêèå íåîáõîäèìî âíåñòè èçìåíåíèÿ â ôîðìóëè-
ðîâêó TT2(|, ∼, −→). Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî áóäóò òîëüêî äîáàâ-
ëåíèÿ è îáîáùåíèÿ.

Íà÷íåì ñ ïðàâèë îáðàçîâàíèÿ. Ê íèì äîáàâÿòñÿ:

(i)+ Åñëè N åñòü |,∼ èëè −→, òî N åñòü íåñòàíäàðòíàÿ ôîð-
ìóëà (íô).

(i)++ Åñëè E åñòü ïïô èëè íô, òî E åñòü ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå
(ñâ).

(ii)+ Åñëè N åñòü íô, òî (∼ N), (N −→ N1), åñòü íô.

(iii)+ Íè÷òî èíîå íå ÿâëÿåòñÿ íô è ñâ.

(iv)+ Åñëè E åñòü ñâ, òî (| E) åñòü T -ô.

Â îïðåäåëåíèÿõ âñå âõîæäåíèÿ ìåòàïåðåìåííûõ äëÿ ïïô çà-
ìåùàþòñÿ (îáîáùàþòñÿ) íà ìåòàïåðåìåííûå äëÿ ñâ.

Äëÿ 3 ãðóïï ñõåì àêñèîì: â ïåðâîé äîáàâëÿåòñÿ àêñèîìà

A1.4. | P ≡ P .

Âî âòîðîé ãðóïïå âñå âõîæäåíèÿ ìåòàïåðåìåííûõ äëÿ ïïô
çàìåùàþòñÿ íà ìåòàïåðåìåííûå äëÿ ñâ. Â òðåòüåé äîáàâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå:
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A3+. (− | N) ∧ (−−N).

Â ñèëó íàëè÷èÿ ïðåäûäóùåé àêñèîìû ïðèíöèï áèâàëåíòíîñòè
îòâåðãàåòñÿ è îñòàåòñÿ ïðèíöèï íåïðîòèâîðå÷èÿ.

A3++. −(| E ∧ −E)

È, íàêîíåö, â ïðàâèëå âûâîäà âñå âõîæäåíèÿ ìåòàïåðåìåííûõ
äëÿ ïïô çàìåùàþòñÿ íà ìåòàïåðåìåííûå äëÿ ñâ.

Îòìåòèì òå òåîðåìû, êîòîðûå îñòàþòñÿ äîêàçóåìûìè ïðè çà-
ìåùåíèè âñåõ âõîæäåíèé ìåòàïåðåìåííûõ äëÿ ïïô íà ìåòàïå-
ðåìåííûå äëÿ ñâ. Ýòî T1., T.4.1., T.6.1.

Äîáàâëÿåòñÿ ðÿä òåîðåì, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëèì ñëåäóþùóþ:

T2.1+. (| E ←→ E) ≡ (| E Y −E), êîòîðàÿ ãîâîðèò î âçàèìîîòíî-
øåíèè T -ýêâèâàëåíòíîñòè è ïðèíöèïà áèâàëåíòíîñòè.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ òåîðèþ TT3(|, ∼, −→), òàê êàê îíà
èìååò òðåõçíà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ, ê êîòîðîé è ïåðåéäåì.

Çíà÷åíèÿ ââåäåì ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê èõ ââîäèò Äæ. Äàíí
â [7]. Îí îòîæäåñòâëÿåò ìíîæåñòâà ñî çíà÷åíèÿìè ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ïðèâåäåì çäåñü òðè èç ÷åòûðåõ):

({α}, {}) = T, ({}, {α}) = F, ({}, {}) = N .
Äëÿ òåîðèè èñòèíû â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà èìååò ñî-

äåðæàòåëüíûé ñìûñë âûáðàòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
{èñòèíà} è îáðàçîâàòü èç íåãî ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ. È
ïîäîáíî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ îòîæäåñòâèòü ïàðû ìíîæåñòâ
ñî çíà÷åíèÿìè:

< {èñòèíà}, {} >= T, < {}, {èñòèíà} >= F, < {}, {} >= N .
È, ñîâñåì àáñòðàêòíî, ìîæíî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âçÿòü ìíî-

æåñòâî {{}}, îáðàçîâàòü èç íåãî ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ è
çàòåì ïîñòðîèòü ñëåäóþùèå ïàðû:

< {{}}, {} >,< {}, {{}} >,< {}, {} >.
Òàáëè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äëÿ èñõîäíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòî-

ðîâ ñëåäóþùàÿ:

A ∼ A | A
T F T

F T F

N N F

−→ T F N

T T F N

F T T T

N T N N
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Îòìåòèì, ÷òî òàáëèöû äëÿ ñâÿçîê îòðèöàíèÿ è èìïëèêàöèè â
îáëàñòè òðåõ çíà÷åíèé ïîäîáíû òàáëèöàì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâÿçîê ñèëüíîé ëîãèêè Êëèíè KS

3 .
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äëÿ ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé îòáðàñûâàåò-

ñÿ ïðèíöèï áèâàëåíòíîñòè, èìååò ñìûñë âîïðîñ î âûðàçèìîñòè
ñâÿçîê òðåõçíà÷íîé ëîãèêè Ëóêàñåâè÷à, íà êîòîðûé èìååòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûé îòâåò.

Â çàâåðøåíèå, ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåäåííûìè òàáëèöàìè, äî-
êàçûâàþòñÿ ìåòàòåîðåìû íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ñåìàíòè÷åñêîé
ïîëíîòû äëÿ TT3(|, ∼, −→):

MÒ6. ` A ⇒²3 A.

MÒ7. ²3 A ⇒` A.

Îòìåòèì, ÷òî ñèãíàòóðà ÿçûêà òåîðèè TT2(|, ∼, −→) íå èç-
ìåíèëàñü ïðè ïåðåõîäå ê TT3(|, ∼, −→).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èñòèíû ñ
îïåðàòîðîì èñòèííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëî-
ãèêè, äëÿ êëàññè÷åñêîé ñåíòåíöèîíàëüíîé ëîãèêè, ÿçûê êîòîðîé
îáîãàùåí êâàíòîðàìè, è òàêæå äëÿ åå ðàñøèðåíèÿ íà íåêëàññè-
÷åñêóþ îáëàñòü íåïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ôîðìóë.
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