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abstract. The subject of the inquiry is a new class of constructive
logics: reversive ones. They are induced by class of problems where all
actions are to be reversible (i. e. each sequence of actions can be undone).
Those actions do not lose and do not add information. Semantic of
reversive logic is based on amalgam of realizability and modi�ed Girard's
idea. Worlds and actions in their models are elements of the same group.
It is shown that reversive logic is formalizable and stated some basic
properties of reversive logic.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåâåðñèâíàÿ âû÷èñëèìîñòü, êîíñòðóêòèâíàÿ ëîãè-
êà, îáðàòèìûå äåéñòâèÿ.

1 Ðåâåðñèâíàÿ âû÷èñëèìîñòü è åå ëîãèêà
Åùå â 1961 ã. Ð. Ëàíäàóýð [1] óêàçàë âàæíûé ðîä âû÷èñëåíèé, íå
èññëåäîâàâøèéñÿ ðàíåå è ìàëî èññëåäóåìûé (õîòÿ è íå çàáûòûé)
äî ñèõ ïîð.

Ðàññìîòðèì òåõíè÷åñêèé ïðèìåð, ïîäîáíûé ïðèìåðó Ëàíäàó-
ýðà. Ïóñòü ó íàñ åñòü êîìïüþòåð, ñîñòàâëåííûé èç ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè îí äîëæåí
îõëàæäàòüñÿ, íàïðèìåð, æèäêèì âîäîðîäîì, ïîñêîëüêó âûäå-
ëåíèå òåïëà ìîæåò ïîëíîñòüþ ðàçðóøèòü åãî ñòðóêòóðó. Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè íåò ¾èíôîðìàöèîííîãî òðåíèÿ¿
ïðè îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü åå òàê, ÷òî-
áû ïðè âû÷èñëåíèÿõ íå âûäåëÿëîñü òåïëî? Ð. Ëàíäàóýð ïîêàçàë,
÷òî âûäåëåíèå òåïëà ôèçè÷åñêè íåèçáåæíî, åñëè îïåðàöèè êîì-
ïüþòåðà íåîáðàòèìû. Òåì ñàìûì âîçíèê âîïðîñ î âû÷èñëåíèÿõ,
â êîòîðûõ âñå îïåðàöèè îáðàòèìû. Ñîâîêóïíîñòü âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé, çàìêíóòóþ îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè è âçÿòèÿ îáðàò-
íîé ôóíêöèè, íàçîâåì ðåâåðñèâíîé.

Áàçèðóÿñü íà èäåå Ëàíäàóýðà, Ñ. Áåííåò [2] ïðåäëîæèë â
1973 ã. ñîçäàòü ëîãè÷åñêè ðåâåðñèâíûé áóëåâ êîìïüþòåð. Ò. Òîô-
ôîëè è Ý. Ôðåäêèí [3, 4] ïîêàçàëè, ÷òî ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü
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ïîëíîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ îïåðàöèé íà ñâåðõïðîâîäÿùåì êîì-
ïüþòåðå áåç íàðóøåíèÿ óñëîâèé Ëàíäàóýðà. Ð. Ìåðêëå [5] ïðåä-
ëîæèë äðóãîé âàðèàíò áóëåâûõ ðåâåðñèâíûõ âû÷èñëåíèé.

Êîíå÷íî æå, çàäàíèå èñõîäíûõ äàííûõ è ÷òåíèå ðåçóëüòàòîâ
ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå íå ðåâåðñèâíûå îïåðàöèè, òàê ÷òî ïîë-
íîñòüþ èñêëþ÷èòü âûäåëåíèå òåïëà íèêîãäà íå óäàñòñÿ.

Íî ðåâåðñèâíîñòü âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíþäü íå èñêëþ÷è-
òåëüíûì ñâîéñòâîì ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Íàïðèìåð, ¾êâàíòîâàÿ
âû÷èñëèìîñòü¿ òàêæå ðåâåðñèâíà ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå (çà-
äàíèå èñõîäíûõ äàííûõ è ÷òåíèå ðåçóëüòàòîâ è çäåñü ÿâëÿþòñÿ
íåóñòðàíèìûìè èñêëþ÷åíèÿìè). Â ðåäàêòîðàõ áûëî áû êðàéíå
æåëàòåëüíî îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü îáðàòèìîñòè âñåõ îïåðà-
öèé âïëîòü äî ÿâíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ñäåëàííûõ èçìåíåíèé. Â
áèçíåñå îáðàòèìûìè ÿâëÿþòñÿ çàêàçû è ñ÷åòà âïëîòü äî èõ óòâåð-
æäåíèÿ. Áîëåå òîãî, ðàçíûå çàêàçû è ñ÷åòà ÿâëÿþòñÿ òóò íå
ïðîñòî îáðàòèìûìè, à íåçàâèñèìûìè, è çäåñü ìû èìååì ïðèìåð
êîììóòàòèâíûõ ðåâåðñèâíûõ äåéñòâèé.

Òàêèì îáðàçîì, ðåâåðñèâíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñâîéñòâîì
íåêîòîðûõ áóëåâûõ îïåðàöèé. Îíà õàðàêòåðèçóåò èíòåðåñíûé è
âàæíûé îáùèé êëàññ âû÷èñëåíèé, è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ êîíñòðóêòèâíàÿ ëîãèêà òàêîãî êëàññà âû÷èñëåíèé.

Íåò áîëüøîé íåîæèäàííîñòè â òîì, ÷òî äàííàÿ ëîãèêà âåñüìà
îòëè÷íà îò êîíñòðóêòèâíûõ ëîãèê äðóãèõ êëàññîâ âû÷èñëåíèé:
ôóíêöèîíàëüíîé (èíòóöèîíèñòñêîé)1, ëèíåéíîé è íèëüïîòåíò-
íîé ëîãèêè. Ýòè ëîãèêè òàêæå èñêëþ÷èòåëüíî ñèëüíî ðàçëè÷à-
þòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ìàëåíüêîå çàìå÷àíèå î òåðìèíîëîãèè. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ ïî-
ñòîÿííîå íåäîðàçóìåíèå ñ ïîðÿäêîì êîìïîçèöèé, çàìåòèì, ÷òî
ó íàñ êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé f ◦ g îçíà÷àåò a

f−→ b
g−→ c.

2 Ãðóïïà êàê ñîñòîÿíèÿ è îïåðàòîðû.
ßçûê è ñåìàíòèêà
Ïîñêîëüêó âñå äåéñòâèÿ â ðåâåðñèâíûõ âû÷èñëåíèÿõ îáðàòèìû,

1Ïðåäëàãàåì íàçûâàòü åå èìåííî òàê, ïîñêîëüêó îíà ñîîòâåòñòâóåò ÷è-
ñòîìó òèïîâîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, à òåðìèí ¾èíòóè-
öèîíèñòñêàÿ¿ êðàéíå íåóäà÷åí âî âñåõ îòíîøåíèÿõ, êðîìå èñòîðè÷åñêîãî.
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åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèé êàê ãðóïïó.
Âûñêàæåì ñëåäóþùóþ èäåþ2:

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé òà æå ñàìàÿ ãðóïïà, ÷òî è ãðóïïà äåéñòâèé.

Òîãäà êàæäîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóêâå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâî ãðóïïû3, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû α ïðåäñòàâëÿåò
ôóíêöèþ λx. x ◦ α.

Ëåêñåìàìè ÿçûêà ÷èñòîé ðåâåðñèâíîé ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûå ñèìâîëû A, B, C, . . ., ïÿòü ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ⊃,≡,∧,∨,¬, íàçûâàåìûõ äåñêðèïòèâíû-
ìè ñâÿçêàìè, è òðè êîíñòðóêòèâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè⇒, &,∼.
¬ è ∼ � îäíîìåñòíûå ñâÿçêè, âñå îñòàëüíûå äâóõìåñòíûå. Ñèã-
íàòóðà Σ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ.

Êëàññè÷åñêèå ñâÿçêè ÷èòàþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì,⇒ ÷èòàåòñÿ
êàê ¾ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü¿, A&B êàê ¾ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîíú-
þíêöèÿ¿ èëè ¾A, çàòåì B¿4, ∼ A � ïðåâåíòèâíîå îòðèöàíèå,
÷èòàåìîå â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ êàê ¾îòìåíèòü A¿, ¾âîñïðåïÿò-
ñòâîâàòü A¿.

Êàê ãîâîðèòñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïî èíôîðìàòèêå, äå-
ñêðèïòèâíûå è êîíñòðóêòèâíûå ñâÿçêè ïîëíîñòüþ èíòåðîïåðà-
áåëüíû, ìîãóò ñìåøèâàòüñÿ ïðîèçâîëüíî. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ
äåñêðèïòèâíîé, åñëè âñå åå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè êëàññè÷åñêèå. Åñ-
ëè â ôîðìóëå íåò íè îäíîé êëàññè÷åñêîé ñâÿçêè, îíà íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñòî êîíñòðóêòèâíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ñèìâîëû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è äåñêðèïòèâíûìè, è ÷èñòî
êîíñòðóêòèâíûìè ôîðìóëàìè.

Îñíîâíîå ñåìàíòè÷åñêîå ïîíÿòèå �ýëåìåíò a ðåàëèçóåò ôîð-
ìóëó A â èíòåðïðåòàöèè I� (I |= arA). Â ñëó÷àå, åñëè èíòåð-
ïðåòàöèÿ ôèêñèðîâàíà, óïîìèíàíèå î íåé îïóñêàåì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû Σ � ïàðà èç
ãðóïïû G è ôóíêöèè ζ : Σ → PG èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ñèìâîëîâ â ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ G. Ïîäìíîæåñòâî,

2Âïåðâûå òàêàÿ èäåÿ áûëà ïðåäëîæåíà è óñïåøíî ðàçâèòà Æ.-È. Æè-
ðàðîì â ëèíåéíîé ëîãèêå.

3Âíèìàíèå! Íå îáÿçàòåëüíî ïîäãðóïïà: â ýòîì êîðåííîå îòëè÷èå îò êâàí-
òîâûõ è èì ïîäîáíûõ ëîãèê!

4Âïðî÷åì, ìîæíî ÷èòàòü è êàê ¾è¿ â ñìûñëå çíàìåíèòûõ êëèíèåâñêèõ
ïðèìåðîâ: ¾Ìàøà âûøëà çàìóæ è ðîäèëà ðåáåíêà¿,¾Ìàøà ðîäèëà ðåáåíêà
è âûøëà çàìóæ¿.
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ñîïîñòàâëÿåìîå A â èíòåðïðåòàöèè I, îáîçíà÷èì ζI(A). Åñëè I
ôèêñèðîâàíî, èíäåêñ îïóñêàåì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ðåàëèçàöèÿ ôîðìóëû â èíòåðïðåòàöèè I.

1. arA , a ∈ ζ(A), åñëè A � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ñèìâîë è
A ∈ Σ.

2. arA ∧B , arA è arB.

3. Äëÿ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ñâÿçîê îïðåäåëåíèÿ òàêæå ñòàí-
äàðòíû.

4. arA ⇒ B , ∀b ∈ G(brA ⊃ b ◦ arB). Èòàê, a ïðåîáðàçóåò
ðåøåíèÿ A â ðåøåíèÿ B.

5. a ◦ brA&B , arA ∧ brB. Ðåøåíèå B ïðèìåíÿåòñÿ ê ðå-
øåíèþ A.

6. ar ∼ A , a−1rA. a àííóëèðóåò ðåøåíèå A ëèáî ïðåïÿò-
ñòâóåò åìó.

Ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé A îáîçíà÷èì rA.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. A èñòèííî â èíòåðïðåòàöèè I, åñëè
{a|arA} = G. A îáùåçíà÷èìî, åñëè A èñòèííî â ëþáîé èíòåð-
ïðåòàöèè åå ñèãíàòóðû. Îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû A îáîçíà÷à-
åòñÿ |= A.
A ðåàëèçóåìî â èíòåðïðåòàöèè I, åñëè {a|arA} 6= ∅. A òîæäå-
ñòâåííî ðåàëèçóåìî, åñëè A ðåàëèçóåìî â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè
åå ñèãíàòóðû.

(Ïðèìå÷àíèå äëÿ íåâåæåñòâåííûõ ðåöåíçåíòîâ. Òî, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé � ãðóïïà, à íå ïîëóãðóïïà, è íàëè÷èå &
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò íàøó ëîãèêó îò ëèíåéíîé ëîãèêè Æ.-
È. Æèðàðà (èäåéíîå âëèÿíèå êîòîðîé, êîíå÷íî æå, åñòü). Òî,
÷òî ó íàñ åñòü ∼ è &, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò åå îò ¾èñ÷èñëå-
íèé îáëàñòåé¿. È, íàêîíåö, åùå îäíî êîðåííîå îòëè÷èå îò óêà-
çàííûõ âûøå äâóõ àíàëîãîâ: íåóêëîííîå ñëåäîâàíèå ïðèíöèïó,
äàâíî îñîçíàííîìó â íàøåé íàó÷íîé øêîëå è óïîðíî èãíîðèðó-
åìîìó áîëüøèíñòâîì ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ è èíôîðìàòè-
êîâ: õóäøèé âðàã õîðîøèõ ñèñòåì � ëèøíèå âîçìîæíîñòè. Ìû
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ñòðåìèëèñü âêëþ÷èòü â ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó ëèøü ñàìîå íåîá-
õîäèìîå, ÷òîáû èìåòü íàäåæäó íå ïðîñòî íà ðàçðåøèìîñòü, à
íà äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçðåøåíèÿ è ïîèñêà
âûâîäà.)

3 Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
Ïåðâûå äâå òåîðåìû äàþò ìèíèìàëüíûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû
ðåâåðñèâíàÿ ëîãèêà ìîãëà ïðåòåíäîâàòü íà çâàíèå ëîãè÷åñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ìíîæåñòâà îáùåçíà÷èìûõ è òîæäåñòâåííî ðå-
àëèçóåìûõ ôîðìóë ïåðå÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü GΣ � ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï ñ
äîïîëíèòåëüíûìè îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè äëÿ âñåõ ñèìâî-
ëîâ Σ. Äëÿ íîâûõ ïðåäèêàòîâ àêñèîì íåò. Îïðåäåëèì ïåðåâîä
T(A, x) ôîðìóë ðåâåðñèâíîé ëîãèêè â ôîðìóëû GΣ ñ åäèíñòâåí-
íîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x.

1. T(A, x) , A(x) äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñèìâîëà A.

2. T(A ∧B, x) , T(A, x) ∧T(B, x).

3. T(A ∨B, x) , T(A, x) ∨T(B, x).

4. T(A ⊃ B, x) , T(A, x) ⊃ T(B, x).

5. T(¬A, x) , ¬T(A, x).

6. T(A =⇒ B, x) , ∀y(T(A, y) ⊃ Subst[T(B, x), y ◦ x]).

7. T(A&B, x) , ∃y∃z(T(A, y) ∧T(B, z) ∧ x = y ◦ z).

8. T(∼ A, x) , ∃y(T(A, y) ∧ x = y−1).

Ôîðìóëà A îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀xT(A, x)
èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ GΣ, è, çíà÷èò, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∀xT(A, x) äîêàçóåìî â GΣ.

Ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëà A òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃xT(A, x) äîêàçóåìî â GΣ. q.e.d.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5. Ìîæíî ïîñòðîèòü èñ÷èñëåíèÿ äëÿ îáùåçíà-
÷èìûõ è äëÿ ðåàëèçóåìûõ ôîðìóë ðåâåðñèâíîé ëîãèêè.
ÏÐÎÁËÅÌÀ 6. ßâíî ïîñòðîèòü èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ðåâåðñèâíîé
ëîãèêè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 7. Ìíîæåñòâà âñåõ îáùåçíà÷èìûõ è òîæäåñòâåí-
íî ðåàëèçóåìûõ ôîðìóë ðåâåðñèâíîé ëîãèêè çàìêíóòû îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû âìåñòî
ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñèìâîëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà ñëåäóåò èç ëåììû, äîêàçûâàåìîé íåïî-
ñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ ðåàëèçóåìîñòè.

ËÅÌÌÀ 8. Åñëè A[B] � ôîðìóëà ñ âûäåëåííîé ïîäôîðìóëîé
B, p � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ñèìâîë, â íåå íå âõîäÿùèé, è ζ(p) =
{a | arB}, òî

{a | arA[B]} = {a | arA[p]} .

q.e.d.

4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåâåðñèâíîé ëîãèêè
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè è âûðàçèòåëüíûå ñâîé-
ñòâà ðåâåðñèâíîé ëîãèêè.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 9. A ðåàëèçóåìî (èñòèííî, òîæäåñòâåííî
ðåàëèçóåìî, òîæäåñòâåííî èñòèííî) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâåííîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ∼ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî X íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî {x | x−1 ∈ X} íåïóñòî. Åñëè æå X ñîâïàäàåò ñî
âñåé ãðóïïîé, òî {x | x−1 ∈ X} òàêæå ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé.

q.e.d.

Òàêèì îáðàçîì, âíåøíå íàøà ëîãèêà âûãëÿäèò íåñêîëüêî íå-
îáû÷íîé: îíà ïðåäåëüíî ïðîòèâîðå÷èâà â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîå
óòâåðæäåíèå èìååò òîò æå ñòàòóñ, ÷òî è åãî ïðåâåíòèâíîå îò-
ðèöàíèå. Íî ýòî íå îçíà÷àåò êîíñòðóêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
óòâåðæäåíèÿ è åãî ïðåâåíòèâíîãî îòðèöàíèÿ.
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ÏÐÈÌÅÐ 10. Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü çíà÷åíèå p åñòü {1, 2, 3}. Òîãäà ìíîæåñòâî
ðåàëèçàöèé ∼ p åñòü {1, 1

2 , 1
3}. Íåò òàêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà,

ïðè óìíîæåíèè êîòîðîãî íà ýëåìåíòû ïåðâîãî ìíîæåñòâà ïîëó-
÷àëèñü áû ýëåìåíòû âòîðîãî. Òàêèì îáðàçîì, A ⇒∼ A íå âñåãäà
ðåàëèçóåìî.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 11. Äåñêðèïòèâíàÿ ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìà,
è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
äëÿ ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôîðìó-
ëó íà åäèíè÷íîé ãðóïïå è çàäàòü âñåâîçìîæíûå ïðèñâàèâàíèÿ
çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûì áóêâàì. Ïåðâàÿ èç òîãî, ÷òî åñëè
ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, òî åñòü èíòåðïðåòàöèÿ, ãäå
îíà òîæäåñòâåííî ëîæíà (òàêæå íà åäèíè÷íîé ãðóïïå). q.e.d.

ÒÅÎÐÅÌÀ 12. Íè îäíà ÷èñòî êîíñòðóêòèâíàÿ ôîðìóëà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé. Íè äëÿ îäíîé ÷èñòî êîíñòðóêòèâíîé
ôîðìóëû íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìûì åå êëàññè÷åñêîå îòðèöà-
íèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè ïðèäàòü âñåì
ïðîïîçèöèîíàëüíûì áóêâàì ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìîñòè {e}, òî
ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìîñòè âñåé ôîðìóëû òàêæå áóäåò e. q.e.d.

Îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

(1) ∼∼ A ≡ A

Çàêîí äâîéíîãî ïðåâåíòèâíîãî îòðèöàíèÿ.

(2) ((A&B)&C) ≡ (A&(B&C))

Àññîöèàòèâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîé êîíúþíêöèè.

(3) A&(A =⇒ B) ⊃ B;
A ⊃ B& ∼ (A =⇒ B).
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Òàêèì îáðàçîì, ∼ (B =⇒ A) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äðóãîé
âèä êîíñòðóêòèâíîé èìïëèêàöèè. Îáû÷íóþ èìïëèêàöèþ ìîæíî
íàçûâàòü èíúåêòèâíîé, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ λx. x ◦ a ÿâëÿåòñÿ
èíúåêöèåé A â B. Âòîðàÿ èìïëèêàöèÿ ñþðúåêòèâíà, ïîñêîëüêó
∼ (B =⇒ A) îòîáðàæàåò A íà âñå B (è, âîçìîæíî, êóäà-ëèáî
åùå). Ñþðúåêòèâíóþ èìïëèêàöèþ îáîçíà÷èì =.

(4) A ⊃ (B ⇒ A&B)

Íè îäíó èç èìïëèêàöèé â äàííîé ôîðìóëå íåëüçÿ çàìåíèòü íà
äðóãóþ.

(5) ∼ (A&B) ≡∼ B& ∼ A

Ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó òîæäåñòâó â ãðóïïàõ (a ◦ b)−1 = b−1 ◦
a−1.

Òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìûå ôîðìóëû

(6) A ⇒ A

Ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìîé,
íî íå îáùåçíà÷èìîé, ôîðìóëû. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì àääè-
òèâíóþ ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë è {0} â êà÷åñòâå èíòåðïðåòàöèè A.
Òîãäà rA ⇒ A = {0}. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé ôîðìóëû îáÿçàòåëüíî
âêëþ÷àåò â ñåáÿ åäèíèöó ãðóïïû e, íî íå îáÿçàòåëüíî ñâîäèòñÿ
ê íåé.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 13. A ⇒ A èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ëèáî èñòèííà A, ëèáî èñòèííà ¬A.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü ¾òîãäà¿ î÷åâèäíà. ¾Òîëüêî òîãäà¿ äî-
êàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü åñòü ýëåìåíòû a, b, òàêèå, ÷òî a ∈
rA, b 6∈ rA. Òîãäà a−1 ◦ b 6∈ rA. Â ñàìîì äåëå

a ◦ (a−1 ◦ b) = (a ◦ a−1) ◦ b = b.

q.e.d.

(7) B ⇒ (A ⇒ A&B).
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Ðåàëèçàöèåé ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, e. Ïåðåñòà-
íîâêà ïîñûëîê íåâîçìîæíà.
Ôîðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå íåêîòîðûå âàæíûå

ñâîéñòâà
Ôîðìóëà

(8) A&B ≡ B&A,

âûïîëíåííàÿ êàê ëîãè÷åñêèé çàêîí, õàðàêòåðèçóåò êîììóòàòèâ-
íûå ãðóïïû. Èõ æå õàðàêòåðèçóåò è ïðèâåäåííûé íèæå êîí-
ñòðóêòèâíûé çàêîí êîíòðàïîçèöèè.

(9) (A ⇒ B) ≡ (∼ B =∼ A). (Contraposition)

ÏÐÎÁËÅÌÀ 14. Äîêàçàòü ëèáî îïðîâåðãíóòü ñëåäóþùåå.
RL+Contraposition ÿâëÿåòñÿ ðåâåðñèâíîé ëîãèêîé êîììóòàòèâ-
íûõ ãðóïï.

Èñòèííîñòü ôîðìóëû

(10) A&(A ∨ ¬A)

îçíà÷àåò íåïóñòîòó A. Â ñàìîì äåëå, åñëè â A åñòü õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò, îí äàåò â äàííîì ïðîèçâåäåíèè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû.
Ôîðìóëó (10) îáîçíà÷èì ∃A.
ÏÐÎÁËÅÌÀ 15. Èç íàëè÷èÿ ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî
èç ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ñëåäóåò ðàç-
ðåøèìîñòü ìíîæåñòâà òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìûõ. Ðàçðåøèìû
ëè ìíîæåñòâà îáùåçíà÷èìûõ è (èëè) òîæäåñòâåííî ðåàëèçóå-
ìûõ ôîðìóë?
ÏÐÎÁËÅÌÀ 16. Ìîæíî ëè âûðàçèòü íåïóñòîòó, íå èñïîëüçóÿ
ñâÿçêè &?

Óñòàíîâèì íåñêîëüêî îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë.

(11) ∃(A&B) ≡ (∃A ∧ ∃B).

(12) ∃A ≡ ∃ ∼ A.

(13) (∃A ∧ ∃¬B) ≡ ∃¬(A ⇒ B).

(14) (¬∃A ∨ ¬∃¬A) ≡ ¬∃¬(A ⇒ A).
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Äîêàæåì âàæíóþ ôîðìóëó.
(15) (∃(A ⇒ B) ≡ ∃(B ⇒ A)) ≡ ((A ⇒ B) ≡∼ (B ⇒ A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà îáå ôîðìóëû ∃(A ⇒ B) è
∃(B ⇒ A) ëîæíû, îáà ìíîæåñòâà ðåàëèçóåìîñòè èç çàêëþ÷åíèÿ
ïóñòû.

Â ñëó÷àå, åñëè îáà îíè íåïóñòû, è ar(A ⇒ B), br(B ⇒ A),
òî (b−1 ◦ b) ◦ a = b−1 ◦ (b ◦ a), è, çíà÷èò, b−1r(A ⇒ B). Îáðàòíàÿ
èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïóñòî, à âòîðîå íåò, òî ëîæíîñòü
òîæäåñòâà â çàêëþ÷åíèè î÷åâèäíà. q.e.d.

Èñòèííîñòü ôîðìóëû
(16) (A&A ≡ A) ∧ (A ≡∼ A) ∧ ∃A
îçíà÷àåò, ÷òî rA åñòü ïîäãðóïïà.

5 Ðàñøèðåííàÿ ðåâåðñèâíàÿ ëîãèêà
Äîáàâèì ê RL ïðîïîçèöèîíàëüíóþ êîíñòàíòó E, èíòåðïðåòàöè-
åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {e}.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 17. E íåâûðàçèìà â RL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó RL è
ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ãðóïï G1, G2, ãäå G1 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-
íîé ôàêòîð-ãðóïïîé G2. Âîçüìåì íåêîòîðóþ èíòåðïðåòàöèþ I1

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ áóêâ íà G1. Îïðåäåëèì I2(P, x) êàê I1(P, x̂).
Òîãäà rI2A = {x | x̂rI1A}. Òàêèì îáðàçîì, åñëè rI1A = {e},
rI2A = {x|x̂ = e}. q.e.d.

Ðàñøèðåííûé âàðèàíò RL îáîçíà÷èì ERL. Íàøè òåîðåìû ïå-
ðåíîñÿòñÿ íà ERL. Â ERL âûðàçèìû íåêîòîðûå ñâîéñòâà, íåâû-
ðàçèìûå â RL. Îäíî èç íèõ � A èñòèííî íà åäèíñòâåííîì ýëå-
ìåíòå. Îïðåäåëèì ∃1A êàê
(17) ∃(A ⇒ E) ∧ ∃A.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ∃1A íåâûðàçèìî â RL, ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 4.

Êîíòåêñò A ⇒ E � åäèíñòâåííûé êîíòåêñò, ãäå E ìåíÿåò çíà-
÷åíèå êîíñòðóêòèâíûõ ñâÿçîê.
(18) (E ⇒ A) ≡ A (E&A) ≡ A (A&E) ≡ A ∼ E ≡ E
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6 Ëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðóïï
Ðàññìîòðåíèå ðåâåðñèâíîé ëîãèêè ïîäâîäèò ê ñëåäóþùåé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè, ëåæàùåé íà ãðàíè ìåæäó àëãåáðîé è ëîãè-
êîé, êîòîðàÿ, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, íå èçó÷àëàñü, ïîñêîëü-
êó àëãåáðàèñòû ¾çàöèêëèëèñü¿ íà òîì, ÷òî îñíîâíûì è íåîáõî-
äèìûì ïðåäèêàòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñèãíàòóðó Σ. Âñå
ïðîïîçèöèîíàëüíûå áóêâû ïðåâðàòèì â îäíîìåñòíûå ïðåäèêà-
òû. Ðàâåíñòâà íåò. Èìåþòñÿ äâóõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ ◦ è îäíî-
ìåñòíàÿ îïåðàöèÿ −1.
∀̃ îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè ïî âñåì ñâî-

áîäíûì ïåðåìåííûì ïîñëåäóþùåé ôîðìóëû. Ïóñòü t[u] � òåðì
ñ âûäåëåííûì âõîæäåíèåì ïåðåìåííîé u, à t[r], ñîîòâåòñòâåí-
íî, ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âûäåëåííîãî âõîæäåíèÿ íà òåðì r.
Òåîðèÿ G0

Σ ñîñòîèò èç âñåõ àêñèîì âèäà

(19)

∀̃∀x, y, z(P (t[x ◦ (y ◦ z)]) ≡ P (t[(x ◦ y) ◦ z)])
∀̃∀x, y(P (t[x ◦ (y ◦ y−1)]) ≡ P (t[x]))
∀̃∀x, y(P (t[(y ◦ y−1) ◦ x]) ≡ P (t[x]))
∀̃∀x, y(P (t[y ◦ y−1]) ≡ P (t[x ◦ x−1]))

äëÿ âñåõ P èç Σ.
Íå ëþáàÿ ìîäåëü äàííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, íî ôàêòîð-

ìîäåëü ëþáîé ìîäåëè ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
{

< a, b >| ∀t ∈ Term, P ∈ Σ |= ∀̃(P (t[a]) ≡ P (t[b])))
}

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Çäåñü Term � ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ, FV �
ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà. Òàêèì îáðàçîì, äàí-
íàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ëîãè÷åñêîé òåîðèåé îäíîìåñòíûõ
ïðåäèêàòîâ íà ãðóïïàõ. Ïîíÿòèå ðåàëèçóåìîñòè ôîðìóë ðåâåð-
ñèâíîé ëîãèêè ôîðìóëèðóåòñÿ â äàííîé òåîðèè.
ÏÐÎÁËÅÌÀ 18. Âåðíî ëè, ÷òî ïî âûðàçèòåëüíûì ñïîñîáíî-
ñòÿì G0

Σ è RL ñîâïàäàþò â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
Äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé ôîðìóëû G0

Σ ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìó-
ëó RL, èñòèííóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííà èñõîäíàÿ
ôîðìóëà?
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ÏÐÎÁËÅÌÀ 19. Âåðíî ëè, ÷òî ïî âûðàçèòåëüíûì ñïîñîáíî-
ñòÿì ðåàëèçóåìîñòè G0

Σ è RL ñîâïàäàþò â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû A(x) òåîðèè G0

Σ ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé x ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó RL A, òàêóþ, ÷òî â ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè íà ãðóïïå

{x | xrA} = {x ||= A(x)}?

Ðàñøèðåíèå ëîãè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï äëÿ E âêëþ÷àåò ñëåäó-
þùåå ìíîæåñòâî àêñèîì äëÿ âñåõ P ∈ Σ.

∀xE(x ◦ x−1) ∀x (∃x(E(x) ∧A(x)) ≡ A(x ◦ x−1))

Äëÿ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå
çàäà÷àì 5 è 6.

7 Íàáðîñîê àëüòåðíàòèâíîãî ïîäõîäà:
òèïèçèðîâàííàÿ ðåâåðñèâíàÿ ëîãèêà

Äåñÿòü ëåò íàçàä àâòîðîì áûëà ïðåäëîæåíà ïåðâàÿ ñèñòåìà ðå-
âåðñèâíîé ëîãèêè, íî îíà îêàçàëàñü íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé ïî
ìíîãèì êðèòåðèÿì: êàê ïî ïðàêòè÷åñêîé ïðèåìëåìîñòè äëÿ çà-
äà÷ àíàëèçà ïðîáëåì èíôîðìàòèêè, òàê è ïî ýñòåòè÷åñêèì è
âíóòðèëîãè÷åñêèì êðèòåðèÿì. Áåñòèïîâàÿ ðåâåðñèâíàÿ ëîãèêà
êàæåòñÿ íàìíîãî ëó÷øå, íî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü è âîçìîæíîñòü
òèïîâîãî ïîäõîäà.

Ñàìûì ñèëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì íàøåé ðåâåðñèâíîé ëîãèêè
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé è äåéñòâèé � ïðàêòè-
÷åñêè îäíî è òî æå: ãðóïïà G è åå àâòîìîðôèçìû âèäà λx. a ◦x.
Íî ó ãðóïïû G ìîãóò áûòü è äðóãèå àâòîìîðôèçìû, è äàæå
âû÷èñëèìûå.

Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå íàøåé ëîãèêè � çàìåíà òðàäèöèîííîé
êîíúþíêöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíóþ êîíúþíêöèþ. Òðàäèöèîííàÿ
êîíúþíêöèÿ òàêæå ïðåêðàñíî ïðåäñòàâèìà â òåîðèè ãðóïï, íî â
ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèåé åå ÿâëÿåòñÿ óæå äðóãàÿ ãðóïïà: ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, ðåàëèçóþùèõ åå ÷ëåíû.

À âîò ïî÷åìó íåò äèçúþíêöèè, ïðè òàêîì ïîäõîäå ñòàíîâèòñÿ
ïîëíîñòüþ ïîíÿòíî: â êàòåãîðèè ãðóïï íåò ïðÿìîé ñóììû. Â
êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï îíà åñòü, íî òàì îíà ñîâïàäàåò
ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì. Òàê ÷òî îòñóòñòâèå êîíñòðóêòèâíîé
äèçúþíêöèè � ôóíäàìåíòàëüíûé ôåíîìåí ðåâåðñèâíîñòè.
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Åñòü íåêîòîðûé íåïóñòîé ïîäêëàññ ãðóïï, êîòîðûå åñòåñòâåí-
íî íàçâàòü ëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè: ãðóïïû, èçîìîðôíûå ñîá-
ñòâåííîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ è ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñà-
ìîé íà ñåáÿ. Ñëàáî ëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà � ãðóïïà G, èçîìîðôíàÿ
G×G, è òàêàÿ, ÷òî åñòü èçîìîðôèçì φ : G ↔ G×G, òàêîé, ÷òî
äëÿ âñÿêîé ïàðû 〈a, b〉 èìååòñÿ òàêîå c, ÷òî

φ ◦ (λx. x ◦ 〈a, b〉) ◦ φ−1 = λx. c ◦ x.

Íà ëîãè÷åñêèõ è ñëàáî ëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü áåñòèïîâóþ ðåâåðñèâíóþ ëîãèêó ñ äâóìÿ êîíúþíêöèÿìè:
ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïî÷òè òðàäèöèîííîé.

Íî êëàññû ëîãè÷åñêèõ è ñëàáî ëîãè÷åñêèõ ãðóïï íå ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîîáðàçèÿìè, îíè î÷åíü óçêè è ïîýòîìó íåïîíÿòíî, áóäåò ëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîãèêà ôîðìàëèçóåìîé.

Ðàññìîòðèì äðóãóþ êîíñòðóêöèþ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 20. Ðåâåðñèâíûå òèïû è èõ èçîìîðôíîñòü
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îäíîâðåìåííûì èíäóêòèâíûì îïðåäå-
ëåíèåì.

1. 0 � òèï.

2. τ ' τ , ãäå τ � ïðîèçâîëüíûé ðåâåðñèâíûé òèï.

3. Åñëè τ ' π, òî π ' τ .

4. Åñëè τ ' π è π ' ρ, òî τ ' ρ.

5. Åñëè τ è π � òèïû, òî (τ → π) � òèï.

6. Eñëè τ ' ρ, òî (τ → π) ' (ρ → π) è (π → τ) ' (π → ρ).

7. Åñëè τ1, . . . , τn � òèïû, a1, . . . , an � ðàçëè÷íûå ñëîâà, òî
(a1 : τ1 × · · · × an : τn) � òèï.

8. (a1 : τ1 × · · · × ai : τi × ai+1 : τi+1 × · · · × an : τn) '
(a1 : τ1 × · · · × ai+1 : τi+1 × ai : τi × · · · × an : τn), ãäå 1 6 i <
n.

9. Eñëè τ ' ρ, òî

(a : τ × a1 : τ1 × · · · an : τn) ' (a : ρ× a1 : τ1 × · · · an : τn).
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Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóþò ïðîñòåéøèå ñâîé-
ñòâà '.

((τ → π) ' (τ1 → π1)) ⇐⇒ (τ ' τ1) ∧ (π ' π1);

((a : τ × b : π) ' (a : τ1 × b : π1)) ⇐⇒ (τ ' τ1) ∧ (π ' π1);

((a : τ × b : π) ' (b : π1 × a : τ1)) ⇐⇒ ((τ ' π1) ∧ (π ' τ1)).

Òåïåðü îïðåäåëèì åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì íàä ëþáîé ïàðîé
èçîìîðôíûõ òèïîâ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè è ïðÿìûå ïðîèç-
âåäåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ åñòåñòâåííî. Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà âêëþ÷àåò â
ñåáÿ âñå ôóíêöèè; íî ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðïðåòàöèé îáÿçàòåëü-
íî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 21. Åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì e(τ→π) èçîìîðô-
íûõ òèïîâ.

1. e(τ→τ) = λx. x.

2. e((a1:τ1×···×an:τn)→(a1:ρ1×···×an:ρn)) = (e(τ1→ρ1)×· · ·×e(τn→ρn)).

3. Äëÿ ïðîèçâåäåíèé
τ = (τ1×· · ·×an : τn) è ρ = (aϑ(1) : ρϑ(1)×· · ·×aϑ(n) : τϑ(n)),
ãäå ϑ � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë [1, . . . , n],
e(τ→ρ) = (e(τ→τ1) × e(ρ→ρ1)) ◦ λx.

〈
prϑ(1) x, . . . , prϑ(n) x

〉
.

4. e((τ→ρ)→(τ1→ρ1)) = (e(τ1→τ) ◦ e(τ→ρ) ◦ e(ρ→ρ1)).

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó ñâîé-
ñòâó ñòàíäàðòíûõ èçîìîðôèçìîâ:

e(τ→π) ◦ e(π→ρ) = e(τ→ρ).

Îíî æå ìîòèâèðóåò ââåäåíèå ìåòîê ÷ëåíîâ ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ: áåç ìåòîê íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíûå
èçîìîðôèçìû.

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé óíèâåðñóì ñîñòîÿíèé � ãðóïïà S. Ïî-
ñòðîèì íàä íèì áàøíþ ãðóïï. Èíòåðïðåòàöèè òèïîâ τ → τ â
ýòîé áàøíå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, îñòàëüíûå � ïðîñòî ìíîæåñòâà-
ìè áèåêöèé.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 22. Èíòåðïðåòàöèÿ òèïîâ.
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1. I b0c = S.

2. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ, èìåþùèõ âèä
τ → τ , ãäå τ èìååò òàêóþ æå ôîðìó, âûáåðåì íåêîòîðûé
ïðåäñòàâèòåëü êëàññà τ è äëÿ íåãî îïðåäåëèì I b(τ → τ)c
êàê íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó Aut I bτc.

3. Äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ, èìåþùèõ âèä τ1 → τ2, ãäå τi èìåþò
òàêóþ æå ôîðìó (è ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ äîëæíû áûòü
ýêâèâàëåíòíû), è ρ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì èõ êëàññà ýê-
âèâàëåíòíîñòè, ïîëîæèì I b(τ1 → τ2)c ={
ϕ | ∃ψ (ψ ∈ I b(ρ → ρ)c ∧ ϕ = e(τ1→ρ) ◦ ψ ◦ e(ρ→τ2)

}
.

4. Äëÿ ïðîèçâåäåíèé
I b(a1 : τ1 × · · · × an : τn)c = I ba1 : τ1c × · · · × I ban : τnc.
Åñëè âñå ýòè òèïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, òî times ïîíèìà-
åòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

5. Äëÿ ôóíêöèé èç ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ñ îäèíàêî-
âûìè ìåòêàìè è òèïàìè
I b((a1 : τ1 × · · · × an : τn) → (a1 : τ1 × · · · × an : τn))c =
I b(a1 : τ1 → a1 : τ1)c × · · · × I b(an : τn → an : τn)c,
ãäå × ïîíèìàåòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ïðåîá-
ðàçîâàíèé.

6. Äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé èç ïðîèçâåäåíèÿ τ = (τ1×· · ·×an :
τn) â ïðîèçâåäåíèå ρ = (aϑ(1) : ρϑ(1)×· · ·×aϑ(n) : τϑ(n)), ãäå
ϑ � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë [1, . . . , n], ïîëîæèì
I b(τ → ρ)c =

{
ϕ | ∃ψ (ψ ∈ I b(τ → τ)c) ∧ ϕ = ψ ◦ e(τ→ρ))

}
.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23. Äëÿ êàæäîãî òèïà τ → ρ ìîæíî íàéòè
òàêîé òèï π → π, ÷òî

I b(τ → ρ)c =
{
ϕ | ∃ψ (ψ ∈ I b(π → π)c ∧ ϕ = e(τ→π) ◦ ψ ◦ e(π→ρ))

}
.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ èíòåðïðåòàöèè.
Ðàññìîòðèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ëîãèêó ñ êîíñòðóêòèâíûìè

ñâÿçêàìè ⇒, &, &&,∼ è îáû÷íûìè êëàññè÷åñêèìè ñâÿçêàìè.
Ñâÿçêà && íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé êîíúþíêöèåé è èìååò íå-
îïðåäåëåííóþ ìåñòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, (A1&& · · ·&&An) íå
ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 24. Òèïû ôîðìóë.
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå Type(A, τ), ÷èòàåìîå ¾ôîðìóëà A èìååò
òèï tau¿. Ýòî îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

1. Åñëè A � ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà, òî Type(A, 0).

2. Åñëè Type(A, τ) è Type(B, π), òî Type((A ⇒ B), (τ → π).

3. Åñëè Type(A, 0), Type(B, 0), òî Type((A&B), 0).

4. Åñëè Type(A, τ), òî Type(∼ A, τ).

5. Åñëè Type(A, τ), Type(B, ρ)), òî Type((A ⇒ B), (τ → ρ)).

6. Åñëè Type(A, (τ → π)), Type(B, (π → ρ)), òî

Type((A&B), (τ → ρ)).

7. Åñëè Type(A1, τ1), . . . , Type(An, τn)), a1, . . . , an � ðàçëè÷-
íûå ñëîâà, òî

Type((A1&& · · ·&&An), (a1 : τ1 × · · · × an : τn)).

8. Êëàññè÷åñêèå ñâÿçêè òèïà íå ìåíÿþò.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 25. Ïðèïèñûâàíèå òèïîâ TheType(A[B]) âõîæ-
äåíèÿì ïîäôîðìóëû B â ôîðìóëó A. Ýòî ïðèïèñûâàíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé, ïðè÷åì, âîçìîæíî, íå âñþäó îïðåäåëåííîé. Ýòà
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî.

1. Âñåì ýêçåìïëÿðàì îäíîé è òîé æå ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóê-
âû L ïðèïèñûâàåòñÿ îäèí è òîò æå òèï.

2. Åñëè â ïîäôîðìóëå B ⇒ C B è C ïðèïèñàíû èçîìîðôíûå
òèïû, òî TheType(A[(B ⇒ C)]) ìîæåò áûòü ëèáî òèïîì B,
ëèáî òèïîì C.

3. Òî÷íî òàê æå äëÿ ñâÿçîê ⊃, ∨, ∧, ≡.
4. Åñëè âûäåëåíà ïîäôîðìóëà ∼ B, òî

TheType(A[∼ B]) = TheType(A[B]).
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5. Åñëè âûäåëåíà ïîäôîðìóëà ¬B, òî

TheType(A[¬B]) = TheType(A[B]).

6. Åñëè âûäåëåíà ïîäôîðìóëà B&C, è TheType(A[B]) =
(τ → ρ),
TheType(A[C]) = (ρ → π), òî TheType(A[B&C]) =
(τ → π).

7. Åñëè âûäåëåíà ïîäôîðìóëà B&C, è TheType(A[B]) = 0,
TheType(A[C]) = 0, òî TheType(A[B&C]) = 0.

8. Åñëè âûäåëåíà ïîäôîðìóëà B1&& · · ·&&Bn, è
TheType(A[B1]) = τ1, . . . , TheType(A[Bn]) = τn, è a1, . . . , an

� ðàçëè÷íûå ñëîâà, òî
TheType(A[B1&& · · ·&&Bn]) = (a1 : τ1 × · · · × an : τn).

9. TheType(A[A]) íàçûâàåòñÿ òèïîì ñàìîé ôîðìóëû ïðè äàí-
íîì ïðèïèñûâàíèè.

Ôîðìóëà êîððåêòíà, åñëè õîòÿ áû ïðè îäíîì ïðèïèñûâàíèè îíà
èìååò òèï.

Ýòî îïðåäåëåíèå íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå ñèíòàêñè÷åñêèå îã-
ðàíè÷åíèÿ: äâå ôîðìóëû ìîãóò ñâÿçûâàòüñÿ ñâÿçêîé, îòëè÷íîé
îò && èëè &, ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ó íèõ èìåþòñÿ èçî-
ìîðôíûå òèïû. Äâå ôîðìóëû A, B ìîãóò ñâÿçûâàòüñÿ ñâÿçêîé
& ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè îáå èìåþò òèï 0 îäíîâðåìåííî
èëè æå äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ τ, π, ρ âûïîëíåíî Type(A, (τ → π)),
Type(B, (π → ρ)).

Òàêèì îáðàçîì, ëèøü ïàðàëëåëüíàÿ êîíúþíêöèÿ ìîæåò ñâÿ-
çûâàòü ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû
ïîòðóäèëèñü, ÷òîáû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èíôîðìàöèÿ íå ïîÿâ-
ëÿëàñü è íå òåðÿëàñü.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàëëåëüíàÿ êîíúþíêöèÿ íå èäåìïîòåíòíà è
íå àññîöèàòèâíà. Îòñóòñòâèå êàêèõ-òî èìïëèêàöèé ìåæäó A è
A&&A íåèçáåæíî, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ôîðìóëû ê
äðóãîé ëèáî äóáëèðóåòñÿ, ëèáî òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ. Íåàññîöè-
àòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èíòóèòèâíûì ðåøåíèåì, íàâåÿííûì
àíàëîãèåé ìåæäó êîíúþíêöèåé è ñòðóêòóðàìè äàííûõ. Íè îäèí
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èíôîðìàòèê íå ñêàæåò, ÷òî òðè ñïèñêà

(a, b, c), ((a, b), c), (a, (b, c))

ýêâèâàëåíòíû ïî èíôîðìàöèè. À ôîðìóëû òèïà

(A&&B&&C) ⇒ ((A&&B)&&C)

ïðîñòî ñèíòàêñè÷åñêè íåêîððåêòíû.
Èñòèííîñòü è ðåàëèçóåìîñòü êîððåêòíîé ôîðìóëû íà áàøíå

ãðóïï îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííî, òàê æå, êàê äëÿ RL.
Êîììóòàòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé êîíúþíêöèè âûïîëíÿåòñÿ.

Ôîðìóëà

((A&&B) ⇒ (B&&A))&&((B&&A) ⇒ (A&&B))

òîæäåñòâåííî ðåàëèçóåìà.

8 Íåêîòîðûå âûâîäû äëÿ ìåòîäîëîãèè,
èíôîðìàòèêè è ýëåêòðîíèêè

Âíèìàòåëüíî ðàññìàòðèâàÿ òàê íàçûâàåìûé ¾To�oli Gate¿ [3],
ðåêëàìèðóåìûé êàê ðåàëèçàöèÿ óñëîâíîãî îïåðàòîðà äëÿ ðå-
âåðñèâíûõ âû÷èñëåíèé, âèäèì, ÷òî îí îòíþäü íå ïðîòèâîðå÷èò
íàøèì âûâîäàì î íåðåâåðñèâíîñòè äèçúþíêöèè: èíôîðìàöèÿ
óäâàèâàåòñÿ! Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé óñëîâíûé îïåðàòîð ëèáî
öèêë âûçûâàåò åùå îäíî äóáëèðîâàíèå èíôîðìàöèè, îáðàáàòû-
âàåìîé â íåì.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó ñîðâàëèñü ïðîåêòû ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ñóïåðêîìïüþòåðà. Òàêîé ñóïåðêîìïüþòåð ìîæåò áûòü ëèøü âû-
÷èñëèòåëüíîé ìåëüíèöåé äëÿ ïðàêòè÷åñêè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé.
Âñå óïðàâëåíèå (íå ãîâîðÿ óæå î ââîäå è âûâîäå èíôîðìàöèè)
äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ âíåøíèì òðàäèöèîííûì êîìïüþòåðîì.

Íî ñèòóàöèÿ ñ ýêîíîìè÷åñêîé ðåâåðñèâíîñòüþ íå âûãëÿäèò
ñòîëü áåçíàäåæíî. Ïîñêîëüêó äóáëèðîâàòüñÿ äîëæíà ëèøü òà
èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè âûáîðå, à
áàçû äàííûõ âñå ðàâíî ãðîìàäíûå, ðåâåðñèâíîñòü ìîæåò áûòü
çäåñü âïîëíå ïðèåìëåìûì ðåøåíèåì.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôîðìàëüíî äîïóñòèìàÿ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ãðóïïîâîé èíòåðïðåòàöèè ðåâåðñèâíîñòè ïàðàëëåëüíàÿ
êîíúþíêöèÿ ñðàçó æå ïðèâîäèò ê êîëîññàëüíîìó óòÿæåëåíèþ
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êîíöåïöèé. Òàê ÷òî îáùèé âûâîä î òîì, ÷òî ëèøíèå âîçìîæíî-
ñòè � ñàìûé ñòðàøíûé âðàã, òåì áîëåå â íûíåøíåé ñèòóàöèè,
êîãäà óïîìèíàíèå ¾íîâûõ âîçìîæíîñòåé¿ âëå÷åò ïðèñòóï ñëþ-
íÿâîãî òåëÿ÷üåãî âîñòîðãà, ïîëó÷àåò åùå áîëåå æåñòîêîå ïîä-
òâåðæäåíèå. Äàæå òåîðåòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííàÿ âîç-
ìîæíîñòü ìîæåò íà ïðàêòèêå îêàçàòüñÿ âðàãîì, ïîñêîëüêó õî-
ðîøàÿ òåîðèÿ âñåãäà îäíîñòîðîííÿÿ.

Äàëåå, åùå ðàç ïîäòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íåò ëîãè÷åñêîãî ïëþðà-
ëèçìà. Åñòü ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íûé ïîñëå îñîçíàíèÿ çàäà÷è,
óñëîâèé è ðåñóðñíûõ îãðàíè÷åíèé âûáîð ëîãèêè, ïîäõîäÿùåé
èìåííî ê äàííîé ñèòóàöèè. Òàê ÷òî åñòü ëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå, ëîãè÷åñêèå àëüòåðíàòèâû, ëîãè÷åñêèé âûáîð, êîòîðûé, êàê
è âñÿêèé ôóíäàìåíòàëüíûé âûáîð, äîëæåí äåëàòüñÿ âåñüìà îò-
âåòñòâåííî.

Åùå ðàç ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ðåñóðñû âåäóò ê ñîâåðøåí-
íî ðàçëè÷íûì ëîãèêàì. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü íèëüïîòåíòíóþ,
èíòóèöèîíèñòñêóþ, ëèíåéíóþ è ðåâåðñèâíóþ ëîãèêè. Òàê ÷òî
ñòèëü ìûøëåíèÿ ÷åëîâåêà, ñ÷èòàþùåãî îñíîâíîé öåííîñòüþ
äåíüãè, è ñòèëü ìûøëåíèÿ òîãî, êîòîðûé ñ÷èòàåò îñíîâíîé öåí-
íîñòüþ âðåìÿ, íåñîâìåñòèìû. À óæ ÷òî ãîâîðèòü îá èñòèíå! Ïî-
èñòèíå, íåëüçÿ ñëóæèòü îäíîâðåìåííî Áîãó è ìàììîíå (äîáàâèì
åùå, è ñóåòå).

À â îáùåì, âèäíî, ÷òî ðåâåðñèâíûå âû÷èñëåíèÿ � ïðåæäå âñå-
ãî åùå îäèí ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñâîåé èñêëþ÷èòåëüíî
ñâîåîáðàçíîé ëîãèêîé, è ãëàâíîå ïðåïÿòñòâèå çäåñü � íåâîçìîæ-
íîñòü ïîäõîäèòü ê íèì ñ òðàäèöèîííûìè ìåðêàìè.
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