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abstract. We generalise the result of [10] on decidability of the two
variable monadic guarded fragmet of �rst order logic with constraints
on the guard relations expressible in monadic second order logic. In [10]
such constraints apply to one relation at a time. We modify their proof
to obtain decidability for constraint involving several relations. Now we
can use this result to prove decidability of multi-modal logics where
conditions on accessibility relations involve more than one relation. Our
main application is intuitionistic modal logic, where the intuitionistic
and modal accessibility relations usually interact in a non-trivial way.

1 Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé îáùèé ìåòîä äîêà-
çàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê.
Ýòîò ìåòîä îïèðàåòñÿ íà äîêàçûâàåìîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîá-
ùåíèå ðåçóëüòàòà Ãàíöèíãåðà, Ìåéåðà è Âèàíåñà (ñì. [10]) î
òîì, ÷òî äâóõïåðåìåííûé ìîíàäè÷åñêèé çàùèùåííûé ôðàãìåíò
GF 2

mon êëàññè÷åñêîé ïåðâîïîðÿäêîâîé ëîãèêè, â êîòîðîì íà íå-
êîòîðîå îòíîøåíèå, âñòðå÷àþùååñÿ â çàùèòíèêàõ, íàëîæåíî óñ-
ëîâèå, âûðàçèìîå êàê óñëîâèå çàìêíóòîñòè, îïðåäåëèìîå â ìî-
íàäè÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé ëîãèêå, ðàçðåøèì. Ìû îáîáùàåì
ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ óïîìÿíóòîãî âèäà íà-
êëàäûâàþòñÿ íà áîëåå, ÷åì îäíî îòíîøåíèå. Òàêîå îáîáùåíèå
ïîçâîëÿåò íàì äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü øèðîêîãî êëàññà èíòóè-
öèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ñèñòåì ïóòåì èõ ïîãðóæåíèÿ â ýòîò ðàç-
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ðåøèìûé ôðàãìåíò. Îáùèå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè è ñâîé-
ñòâå êîíå÷íîé ìîäåëè èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê áûëè
äîêàçàíû â [23], [24] è [25] ïóòåì ïîãðóæåíèÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ
ìîäàëüíûõ ëîãèê ñ n ìîäàëüíîñòÿìè â êëàññè÷åñêèå ìîäàëü-
íûå ëîãèêè ñ n + 1 ìîäàëüíîñòÿìè, íàçûâàåìûå êëàññè÷åñêèìè
íàïàðíèêàìè èíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê. Îäíàêî ýòè ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè òåõ èíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê, ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêèõ
íàïàðíèêîâ êîòîðûõ óæå óñòàíîâëåíà.

2 Äâóõïåðåìåííûé ìîíàäè÷åñêèé çàùèùåííûé
ôðàãìåíò

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ äâóõïåðåìåííîãî ìîíàäè÷åñêîãî çàùè-
ùåííîãî ôðàãìåíòà GF 2

mon, ñôîðìóëèðîâàííîãî â [10]. Â íèæå-
ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ FV (ϕ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû ϕ è x̄ îáîçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàø ïåð-
âîïîðÿäêîâûé ÿçûê ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûå ïàðàìåòðû ïðîèç-
âîëüíîé ìåñòíîñòè è ïðåäèêàòíóþ êîíñòàíòó ðàâåíñòâà =, íî
íå ñîäåðæèò íè èíäèâèäíûõ, íè ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Çàùèùåííûì ôðàãìåíòîì GF ïåðâîïîðÿä-
êîâîé ëîãèêè áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ôîðìóë,
ñîäåðæàùåå âñå ïåðâîïîðÿäêîâûå àòîìàðíûå ôîðìóëû è çàì-
êíóòîå îòíîñèòåëüíî áóëåâûõ ñâÿçîê è íèæåñëåäóþùåãî ïðàâè-
ëà: åñëè ρ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, ϕ ∈ GF è x̄ ⊂ FV (ϕ) ⊂ FV (ρ),
òî ∃x̄(ρ ∧ ϕ) ∈ GF è ∀x̄(ρ → ϕ) ∈ GF.

Ôîðìóëó ρ â ∃x̄(ρ∧ϕ) è ∀x̄(ρ → ϕ) áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëîé-
çàùèòíèêîì èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòî çàùèòíèêîì.

Äâóõïåðåìåííûì ìîíàäè÷åñêèì çàùèùåííûì ôðàãìåíòîì
GF 2

mon áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî GF, ñîäåð-
æàùåå ôîðìóëû ϕ òàêèå, ÷òî (i) ϕ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ïå-
ðåìåííûõ (ñâîáîäíûõ èëè ñâÿçàííûõ), è (ii) âñå íåóíàðíûå ïðå-
äèêàòíûå ïàðàìåòðû ϕ ñîäåðæàòñÿ â çàùèòíèêàõ.

3 Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëÿåì âèä íàêëàäûâàåìûõ íà çà-
ùèòíèêîâ GF 2

mon óñëîâèé, ïîðîæäàþùèõ ðàçðåøèìûå ôðàãìåí-
òû ïåðâîïîðÿäêîâîé ëîãèêè. Ïðè ýòîì ìû îáîáùàåì ïîíÿòèå
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mso-îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè èç [10] òàêèì îáðàçîì,
÷òî îíî ñòàíîâèòñÿ ïðèìåíèìûì ê áîëåå ÷åì îäíîìó îòíîøåíèþ,
îáîçíà÷åííîìó ïðåäèêàòíûìè ïàðàìåòðàìè ôîðìóë GF 2

mon.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïðîñòûå è ïàðàìåòðèçîâàííûå îïåðàòîðû

çàìûêàíèÿ íà îòíîøåíèÿõ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ïóñòü W � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áó-
äåì íàçûâàòü óíàðíóþ ôóíêöèþ C íà 2W ïðîñòûì îïåðàòîðîì
çàìûêàíèÿ, åñëè äëÿ âñåõ P,P ′ ⊆ W èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1. P ⊆ C(P) (C ðàñòåò),

2. P ⊆ P ′ âëå÷åò C(P) ⊆ C(P ′) (C ìîíîòîííà)

3. C(P) = C(C(P)) (C èäåìïîòåíòíà).

Áóäåì íàçûâàòü n+1-ìåñòíóþ ôóíêöèþ C íà 2W ïàðàìåòðèçî-
âàííûì îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ, åñëè C(P1, . . . ,Pn,−) ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ äëÿ ëþáûõ P1, . . . ,Pn ⊆ W . Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðè ïîìîùè CP1,...,Pn îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ,
ïàðàìåòðèçîâàííûå îòíîøåíèÿìè P1, . . . ,Pn.
ÏÐÈÌÅÐ 3. Îïåðàòîð ðåôëåêñèâíîãî, òðàíçèòèâíîãî çàìûêà-
íèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé TC(P), îòîáðàæàþùèé áèíàðíîå îò-
íîøåíèå P â åãî ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå P∗, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ.
ÏÐÈÌÅÐ 4. Ôóíêöèÿ InclP ′(P) = P ′ ∪ P ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
çàìûêàíèÿ, ïàðàìåòðèçîâàííûì îòíîøåíèåì P ′.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ïðîñòûå è ïàðàìåòðèçîâàííûå óñëîâèÿ
çàìêíóòîñòè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Áóäåì íàçûâàòü óñëîâèå, íàëîæåííîå íà
îòíîøåíèå P, ïðîñòûì óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, åñëè îíî ìîæåò
áûòü âûðàæåíî â âèäå ðàâåíñòâà C(P) = P, ãäå C � ïðîñòîé
îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.

Áóäåì íàçûâàòü óñëîâèå, íàëîæåííîå íà îòíîøåíèå P, ïàðà-
ìåòðèçîâàííûì óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, åñëè îíî ìîæåò áûòü âû-
ðàæåíî â âèäå ðàâåíñòâà CP1,...,Pn(P) = P, ãäå CP1,...,Pn � ïàðà-
ìåòðèçîâàííûé îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.
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ÏÐÈÌÅÐ 6. Ðåôëåêñèâíîñòü-è-òðàíçèòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñ-
òûì óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, ïîñêîëüêó îíî ìîæåò áûòü âûðàæå-
íî â âèäå ðàâåíñòâà TC(P) = P è ìû ïîêàçàëè â ïðèìåðå 3, ÷òî
TC � ýòî ïðîñòîé îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.
ÏÐÈÌÅÐ 7. Óñëîâèå P ′ ⊆ P ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàìêíóòîñòè
íà P, ïàðàìåòðèçîâàííûì îòíîøåíèåì P ′, ïîñêîëüêó îíî ìîæåò
áûòü âûðàæåíî â âèäå ðàâåíñòâà InclP ′(P) = P è ìû ïîêàçàëè
â ïðèìåðå 4, ÷òî InclP′ � ýòî ïàðàìåòðèçîâàííûé îïåðàòîð çà-
ìûêàíèÿ.

Èìåÿ ñîâîêóïíîñòü íàëîæåííûõ íà ìíîæåñòâî îòíîøåíèé S
óñëîâèé çàìêíóòîñòè, ìû íå õîòèì äîïóñòèòü ýôôåêòà ¾ïîðî÷-
íîãî êðóãà¿ ïðè çàìûêàíèè îòíîøåíèé èç S.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 8. Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòíîøåíèé,
C � ìíîæåñòâî óñëîâèé çàìêíóòîñòè, íàëîæåííûõ íà ýòè îòíî-
øåíèÿ, è C(P) � âñå óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè èç C, íàëîæåííûå íà
îòíîøåíèå P èç S. Áóäåì íàçûâàòü C àöèêëè÷íûì, åñëè èìååò-
ñÿ òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå P1, . . . ,Pn ìíîæåñòâà S, ÷òî C(Pi+1)
íå ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ îò P1, . . . ,Pi.

Áîëåå òîãî, íàì èíòåðåñíû íå ëþáûå îïåðàòîðû çàìêíóòî-
ñòè, à òîëüêî òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè
ìîíàäè÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé ëîãèêè. Îáîçíà÷èì ïðè ïîìîùè
‖ϕ(x1, . . . , xn)‖M ìíîæåñòâà n-îê, âûïîëíÿþùèõ ìîíàäè÷åñêóþ
âòîðîïîðÿäêîâóþ ôîðìóëó ϕ â ìîäåëè M.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 9. Áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð çàìûêàíèÿ
CP1,...,Pm íà n-ìåñòíûõ îòíîøåíèÿõ mso-îïðåäåëèìûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ìîíàäè÷åñêàÿ âòîðîïîðÿäêîâàÿ ôîðìóëà CP1,...,Pm

P , ñî-
äåðæàùàÿ ïðåäèêàòíûå ïàðàìåòðû P1, . . . , Pm è P , òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîé ìîäåëèM è ëþáîé n-ìåñòíîé ôîðìóëû (òî åñòü ôîð-
ìóëû ñ n ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè) ϕ èìååò ìåñòî

CP1,...,Pm(‖ϕ‖M) = ‖CP1,...,Pm

P (ϕ/P ))‖M.

ÏÐÈÌÅÐ 10. Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ TC îïðåäåëèì ìîíàäè÷å-
ñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé ôîðìóëîé
TCP (z1, z2) = ∀X(X(z1)∧∀x, y(X(x)∧P (x, y) → X(y)) → X(z2))

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî TCP îïðåäåëÿåò ðåôëåê-
ñèâíîå, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ P, ïðåäïîëîæèì,
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÷òî èìååòñÿ P-öåïü w1Pw2 . . . wn−1Pwn, ñâÿçûâàþùàÿ w1 ñ wn,
è ÷òî èìåþò ìåñòî X (w1) è ∀x, y(X(x) ∧ P (x, y) → X(y)). Òî-
ãäà X (w1) âëå÷åò X (w2) . . . âëå÷åò X (wn); çíà÷èò, TCP (z1, zn)
èñòèííà ïðè òàêîì α, ÷òî α(z1) = w1 è α(z2) = w2. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
P-öåïè, ñâÿçûâàþùåé w1 ñ wn. Ïðèïèøåì ïåðåìåííîé X ìíî-
æåñòâî X , ñîäåðæàùåå w1 è âñå ýëåìåíòû ìîäåëè, êîòîðûå P-
äîñòèæèìû èç w1. Òîãäà X (wn) íå èìååò ìåñòà, è ñëåäîâàòåëüíî,
TCP (w1, wn) ëîæíà ïðè òàêîì α, ÷òî α(z1) = w1 è α(z2) = w2.
ÏÐÈÌÅÐ 11. Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ InclP ′ îïðåäåëèì ìîíàäè-
÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé (íà ñàìîì äåëå ïåðâîïîðÿäêîâîé) ôîð-
ìóëîé InclP

′
P (z1, z2) = P ′(z1, z2) ∨ P (z1, z2).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 12. Áóäåì íàçûâàòü (ïðîñòîå èëè ïàðàìåòðè-
çîâàííîå) óñëîâèå çàìêíóòîñòè, íàëîæåííîå íà îòíîøåíèå P,
mso-îïðåäåëèìûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ïðè ïîìîùè
ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî mso-îïðåäåëèìûé (ïðîñòîé èëè ïàðà-
ìåòðèçîâàííûé) îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.

Ñëåäóþùèì øàãîì ìû îáîáùèì ðåçóëüòàò [10] òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì íå òîëüêî ê GF 2

mon ñ åäèíñòâåí-
íûì mso-îïðåäåëèìûì óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, íàëîæåííûì íà
îòíîøåíèÿ, îáîçíà÷åííûå ïðåäèêàòíûìè ïàðàìåòðàìè ôîðìóë,
íî è ê ìíîæåñòâàì mso-îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 13. Ïóñòü ϕ ∈ GF 2

mon è C � àöèêëè÷íîå ìíîæå-
ñòâî mso-îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè, íàëîæåííûõ íà
îòíîøåíèÿ èç ϕ, òàêîå, ÷òî íà êàæäîå îòíîøåíèåíå íàëîæå-
íî íå áîëåå îäíîãî óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè. Ïðîáëåìà âûïîëíèìî-
ñòè ϕ â ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì óñëîâèÿì èç C, ðàçðå-
øèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî,
ïðåäëîæåííîå â [10] äëÿ íåïàðàìåòðèçîâàííûõ óñëîâèé çàìêíó-
òîñòè. Íà ñàìîì äåëå íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåò äîêàçàòåëüñòâî èç [10], ïîñêîëüêó â [10] âñå îòíîøåíèÿ çà-
ìûêàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè (÷òî òðåáóåòñÿ èç-çà
ïðèñóòñòâèÿ â ÿçûêå êîíñòàíòû ðàâåíñòâà), à çàìêíóòîñòü îòíî-
ñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïàðàìåòðèçî-
âàííîãî óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå äîëæíû
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óäåëÿòü åé ñïåöèàëüíîãî âíèìàíèÿ â õîäå íàøåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà.

Ïóñòü ϕ ∈ GF 2
mon è ïóñòü C � àöèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî mso-

îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè íà îòíîøåíèÿ èç ϕ. Ìû çíà-
åì, ÷òî ϕ âûïîëíèìà â ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì óñëîâèÿì
èç C, åñëè è òîëüêî åñëè ñêîëåìîâñêàÿ ôîðìà ϕ, êîòîðóþ ìû
áóäåì íàçûâàòü N , âûïîëíèìà â ýðáðàíîâîé ìîäåëè, â êîòîðîé
èìåþò ìåñòî âñå óñëîâèÿ èç C. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ñâåäåíèè ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè N â ýðáðàíîâîé ìîäåëè,
â êîòîðîé èìåþò ìåñòî âñå óñëîâèÿ èç C, ê ïðîáëåìå âûïîë-
íèìîñòè ôîðìóë SkS (ìîíàäè÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé òåîðèè
äåðåâüåâ ñ ïîñòîÿííûì ôàêòîðîì âåòâëåíèÿ k), ãäå k � ýòî ÷èñ-
ëî ñêîëåìîâñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ â N . Ìû ïîñòðî-
èì ìîíàäè÷åñêóþ âòîðîïîðÿäêîâóþ ôîðìóëó MSON â ñëîâà-
ðå SkS (êîòîðûé ñîäåðæèò óíàðíûå ïðåäèêàòíûå ïàðàìåòðû,
óíàðíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû è ðàâåíñòâî) òàêóþ, ÷òî
MSON âûïîëíìà â äðåâîâèäíîé ìîäåëè, åñëè è òîëüêî åñëè
N èìååò ýðáðàíîâñêóþ ìîäåëü, âûïîëíÿþùóþ âñå óñëîâèÿ èç
C. Ïîñòðîåíèå ôîðìóëû MSON áóäåò ïðîèçâåäåíî â òðè øàãà:
(1) îïðåäåëåíèå íàïàðíèêîâ ïðåäèêàòíûõ áóêâ, (2) îïðåäåëåíèå
íàïàðíèêîâ ïðåäëîæåíèé N è (3) îïðåäåëåíèå íàïàðíèêà äëÿ
ñàìîé N .

Øàã 1. Äëÿ êàæäîé ïðåäèêàòíîé áóêâû P , èìåþùåé âõîæ-
äåíèå â N , ïîñòðîèì ôîðìóëó ϕP â ñëîâàðå SkS.

Ïóñòü P (t1), . . . , P (tm) � ýòî âñå ïîçèòèâíûå ëèòåðàëû N ,
ñîäåðæàùèå P . Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ϕ ∈ GF 2

mon, òî êàæ-
äàÿ P ÿâëÿåòñÿ èëè óíàðíîé èëè áèíàðíîé ïðåäèêàòíîé áóê-
âîé; çíà÷èò, êàæäûé ïîçèòèâíûé ëèòåðàë ñîäåðæèò íå áîëåå
îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ êàæäîãî èç âûøåïåðå÷èñëåí-
íûõ P (ti) ââåäåì íîâóþ óíàðíóþ âòîðîïîðÿäêîâóþ ïåðåìåííóþ
XP (ti)

. Ïóñòü t[z] � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé z âìåñòî
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé t. Òîãäà, åñëè P � óíàðíàÿ ïðåäèêàòíàÿ
áóêâà, òî

ϕP (z1) =
m∨

i=1

∃z(XP (ti)(z) ∧ z1 = ti[z])
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è, åñëè P � áèíàðíàÿ ïðåäèêàòíàÿ áóêâà, òî

ϕP (z1, z2) =
m∨

i=1

∃z(XP (ti1,ti2)(z) ∧ z1 = ti1[z] ∧ z2 = ti2[z]).

Èíòóèòèâíî, îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé ϕP , ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ðàñøèðåíèåì P .

Òåïåðü, äëÿ êàæäîé ïðåäèêàòíîé áóêâû P , íà êîòîðóþ íàëî-
æåíî óñëîâèå çàìêíóòîñòè, îïðåäåëèì çàìûêàíèå ψP ôîðìóëû
ϕP ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâèÿì çàìêíóòîñòè, íàëîæåííûì íà P .
Äëÿ êàæäîé òàêîé P èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óñëîâèå çàìêíóòî-
ñòè CP , êîòîðîå ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî äðóãèìè ïðåäè-
êàòíûìè áóêâàìè. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî
CP ïàðàìåòðèçîâàíî åäèíñòâåííîé ïðåäèêàòíîé áóêâîé P ′, íà
êîòîðóþ íàëîæåíî ïðîñòîå óñëîâèå çàìêíóòîñòè CP ′ . Òîãäà CP ′

îïðåäåëèìî ïðè ïîìîùè ìîíàäè÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé ôîð-
ìóëû CP ′(z1, z2), ñîäåðæàùåé P ′, è CP îïðåäåëèìî ïðè ïîìîùè
ìîíàäè÷åñêîé âòîðîïîðÿäêîâîé ôîðìóëû CP ′

P (z1, z2), ñîäåðæà-
ùåé P ′ è P . Ñíà÷àëà îïðåäåëèì çàìûêàíèå P ′ ïî îòíîøåíèþ ê
íàëîæåííîìó íà íåãî ïðîñòîìó óñëîâèþ çàìêíóòîñòè:

ψP ′(z1, z2) = CP ′(z1, z2)[ϕP ′/P ′],

òî åñòü ìû çàìåíÿåì êàæäîå âõîæäåíèå P ′ â CP ′(z1, z2) íà ϕP ′ .
Çàòåì îïðåäåëèì çàìûêàíèå P ïî îòíîøåíèþ ê íàëîæåííîìó

íà íåãî ïàðàìåòðèçîâàííîìó óñëîâèþ çàìêíóòîñòè:

ψP (z1, z2) = CP ′
P (z1, z2)[ψP ′/P ′, ϕP /P ].

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî àöèêëè÷íîãî ìíîæåñòâà óñëîâèé
C, íàëîæåííûõ íà ìíîæåñòâî îòíîøåíèé S, ìû ñíà÷àëà äîëæ-
íû îïðåäåëèòü ïðîñòûå çàìûêàíèÿ, çàòåì çàìûêàíèÿ, ïàðàìåò-
ðèçîâàííûå îòíîøåíèÿìè ñ ïðîñòûìè óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè,
è òàê äàëåå. Àöèêëè÷íîñòü C ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà
ìîæåò áûòü óñïåøíî çàâåðøåíà.
Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ χ = {ρ1, . . . , ρl} èç N ïî-

ñòðîèì ôîðìóëó MSOχ â ñëîâàðå SkS.
Äëÿ êàæäîãî ëèòåðàëà ρ èç χ ôîðìóëà MSOρ îïðåäåëÿåòñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:
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MSOρ =



Xρ(x), åñëè ρ � ýòî àòîì ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x
∃zXρ(z), åñëè ρ � ýòî àòîì áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
¬ψP (t), åñëè ρ � ýòî ¬P (t),

ãäå ψP � ýòî ôîðìóëà, ïîñòðîåííàÿ íà øàãå 1. Òåïåðü îïðåäåëèì
MSOχ êàê MSOχ =

∨
ρ∈χ MSOρ.

Øàã 3. Íàêîíåö, ïîëîæèì, ÷òî MSON = ∃X∀x∧
χ∈N MSOχ,

ãäå X � ýòî âñå ñâîáîäíûå âòîðîïîðÿäêîâûå è x � âñå ñâîáîäíûå
ïåðâîïîðÿäêîâûå ïåðåìåííûå

∧
χ∈N MSOχ.

Íàè îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî N èìååò ýðáðàíîâó ìîäåëü, óäî-
âëåòâîðÿþùóþ âñåì óñëîâèÿì èç C, åñëè è òîëüêî åñëè MSON

âûïîëíèìà â äðåâîâèäíîé ìîäåëè. Ïóñòü T � ýòî äåðåâî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå àëãåáðå òåðìîâ ýðáðàíîâîãî óíèâåðñóìà íàøåé
ôîðìóëû N .

Ñíà÷àëà äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåâà íàïðàâî. Äî-
ïóñòèì, ÷òî N èìååò ýðáðàíîâó ìîäåëü A, âûïîëíÿþùóþ âñå
óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè èç C. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî T âûïîë-
íÿåò MSON . Ñëåäóþùèì îáðàçîì çàôèêñèðóåì ¾ñâèäåòåëåé¿
äëÿ âòîðîïîðÿäêîâûõ ïåðåìåííûõ Xρ ôîðìóëû MSON :

(i) Åñëè ti ñîäåðæèò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî XP (ti)
= {w :

A |= P (ti[w])}.
(ii) Åñëè ti íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, òî XP (ti)

�
ýòî ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ χ èç N è êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w èìååò ìåñòî A |= χ(w). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ êàæäîé w èìååòñÿ ëèòåðàë ρ èç χ òàêîé, ÷òî A |= ρ(w).
Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ w è ρ, åñëè A |= ρ(w), òî T |=
MSOρ(w). Ñëåäîâàòåëüíî, A |= χ(w) âëå÷åò T |= MSOχ(w).

Ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì
ëèòåðàëà ρ. Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ (ρ � ýòî àòîì P (ti) ñî ñâîáîä-
íûìè ïåðåìåííûìè è ρ � ýòî àòîì áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ)
â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ äîêàçàòåëüñòâîì èç [10], è ïîòîìó ìû
èõ çäåñü îïóñêàåì. Åñëè ρ � ýòî íåãàòèâíûé ëèòåðàë ¬P (ti), òî
ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî T |= ¬ψP (t)(w). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ‖ψP ‖A ⊆ PA. Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòîãî è èç íàøåãî
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî A |= ¬P (t)[w], ñëåäóåò T |= ¬ψP (w). Èòàê,
îïðåäåëåíèå T ãàðàíòèðóåò, ÷òî ‖ϕP ‖A ⊆ PA. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó
îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ ìîíîòîííû, C

PA1
P (‖ϕP ‖A) ⊆ C

PA1
P (PA). Â
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ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ψP , C
PA1
P (‖ϕP ‖A) = ‖ψP ‖A; êðîìå

òîãî, ïîñêîëüêó A âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ èç C, C
PA1
P (PA) = PA;

ñëåäîâàòåëüíî, ‖ψP ‖A ⊆ PA.
Òåïåðü äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâà íàëåâî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî MSON èñòèííà â T . Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðå-
äåëèì ýðáðàíîâñêóþ ìîäåëü A. Óíèâåðñóìîì A ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî óçëîâ äåðåâà T , è PA = ‖ψP ‖. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî A
âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ èç C. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ïîêàçàòü,
÷òî CP1

P (PA) = PA. Äåéñòâèòåëüíî, C
PA1
P (PA) = C

PA1
P (‖ψP ‖) =

C
‖ψP1

‖
P (C

‖ψP1
‖

P (‖ ϕP ‖)) = C
‖ψP1

‖
P (‖ϕP ‖) = ‖ψP ‖ = PA.

Íàêîíåö, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî A âûïîëíÿåò âñå ïðåäëî-
æåíèÿ èç N . Ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
äîêàçàòåëüñòâîì, ïðèâåäåííûì â [10], ïîýòîìó ìû åå çäåñü îïóñ-
êàåì. q.e.d.

4 Èíòóèöèîíèñòñêèå ìîäàëüíûå ëîãèêè
Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé òåîðåìû 13, äîêà-
çàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå
èíòóèöèîíèñòñêèå ìîäàëüíûå ëîãèêè, òî åñòü ìîäàëüíûå ëîãè-
êè, ÷üåé áàçîâîé ëîãèêîé ÿâëÿåòñÿ íå êëàññè÷åñêàÿ, à èíòóèöè-
îíèñòñêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà. Èíòóèöèîíèñòñêèì ìî-
äàëüíûì ëîãèêàì ïîñâÿùåíà îãðîìíàÿ ëèòåðàòóðà, íàïðèìåð
[9, 3, 4, 5, 19, 13, 15, 16, 11, 8, 18, 6, 22, 24, 23, 25]. Âñåîáúåìëþ-
ùèé îáçîð ìîæåò áûòü íàéäåí â [20]; ññûëêè íà áîëåå ïîçäíèå
ðàáîòû ìîãóò áûòü íàéäåíû â [26] è [17].

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ èíòóèöèîíèñòêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê âû-
çâàí ðÿäîì ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, ìíîãèå ëîãèêè (êîòîðûõ ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü ¾èíòóèöèîíèñòàìè¿) ïî ôèëîñîôñêèì ñîîáðàæåíè-
ÿì ñêëîííû ñ÷èòàòü èíòóèöèîíèñòñêóþ, à íå êëàññè÷åñêóþ ëî-
ãèêó òîé ëîãèêîé, êîòîðóþ ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðî-
âåðêè êîððåêòíîñòè ðàññóæäåíèé. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ïðè
ôîðìàëèçàöèè ðàññóæäåíèé î âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè èí-
òóèöèîíèñòû õîòÿò èñïîëüçîâàòü èíòóèöèîíèñòñêóþ, à íå êëàñ-
ñè÷åñêóþ ëîãèêó â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäàëüíûõ
ëîãèê. Âî-âòîðûõ, â íåäàâíåå âðåìÿ èíòóèöèîíèñòñêèå ëîãèêè
ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, âîç-
íèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ëîãèêè, ãëàâíûì îáðàçîì
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â òåîðåòè÷åñêîé êîìïüþòåðèñòèêå. Íàïðèìåð, Ìîããè â [14] ðàñ-
øèðèë ôîðìàëüíóþ ñåìàíòèêó ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííóþ íà λ-èñ÷èñëåíèè ñ òèïàìè, íîâîé
êîíñòðóêöèåé, ìîíàäîé, èñïîëüçóåìîé äëÿ ôîðìàëüíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ýôôåêòîâ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ (íà-
ïðèìåð, ïîðîæäåíèå èñêëþ÷åíèé). Õîðîøî èçâåñòíà òåñíàÿ ñâÿçü
ìåæäó λ-èñ÷èñëåíèåì ñ ïðîñòûìè òèïàìè è èíòóèöèîíèñòñêîé
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêîé (÷åðåç òàê íàçûâàåìûé èçîìîðôèçì
Êàððè�Õîâàðäà); îêàçàëîñü, ÷òî ìîíàäû ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâó-
þò ìîäàëüíîñòÿì òèïà S4. Èíòóèöèîíèñòñêèå ìîäàëüíûå ëîãè-
êè òàêæå áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåïîëíîé èí-
ôîðìàöèè (ñì. [22]), ñèñòåì êîììóíèêàöèè (ñì. [21]) è ìåòîäîâ
ïðîâåðêè êîìïüþòåðíîãî îáîðóäîâàíèÿ (ñì. [12, 7]).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ÿçûêîâ ê ÿçû-
êó ïðîïîçèöèîíàëüíîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, ñîäåðæàùå-
ìó ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Φ = {p1, p2, . . .},
óíàðíóþ ñâÿçêó ∼ (îòðèöàíèå ¾íåâåðíî, ÷òî . . . ¿) è áèíàðíûå
ñâÿçêè ∧ (êîíúþíêöèÿ ¾è¿), ∨ (äèçúþíêöèÿ ¾èëè¿) è ⇒ (èì-
ïëèêàöèÿ ¾åñëè . . . , òî . . . ¿), äîáàâëÿþò îáå èëè îäíó èç ñâÿçîê
3 (âîçìîæíîñòü) è 2 (íåîáõîäèìîñòü). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíòóè-
öèîíèñòñêèõ îòðèöàíèÿ è èìïëèêàöèè ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëû,
îòëè÷íûå îò ñèìâîëîâ, èñïîëüçîâàííûõ íàìè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
êëàññè÷åñêèõ îòðèöàíèÿ è èìïëèêàöèè, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî
ýòè ñâÿçêè èìåþò ðàçëè÷íîå çíà÷åíèå â êëàññè÷åñêîé è èíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêàõ, è, âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî ïîçäíåå íàì
ïîíàäîáèòñÿ îäíîâðåìåííî èñïîëüçîâàòü è êëàññè÷åñêèå è èíòó-
èöèîíèñòñêèå ñâÿçêè â îäíîì è òîì æå êîíòåêñòå. Àíàëîãè÷íî
êâàíòîðàì ∀ è ∃ â èíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèêàõ 2 è 3 íå îáÿ-
çàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ äóàëàìè äðóã äðóãà; ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò
òîãî, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê,
â èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèêàõ 2 è 3 ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå ìîäàëüíîñòè. Â èíòóèöèîíèñòñêèõ ìî-
äàëüíûõ ëîãèêàõ íåêîòîðûå èç êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìûõ ôîð-
ìóë íåîáùåçíà÷èìû; íàèáîëåå î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëà 2(ϕ∨ ∼ ϕ), òàê êàê ¾çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî¿ èí-
òóèöèîíèñòñêè íåïðèåìëåì. Âîçìîæíî, áîëåå íåîæèäàííî, ÷òî
â íåêîòîðûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèêàõ ¾ïðîâàëèâàåòñÿ¿ ôîð-
ìóëà 3(ϕ ∨ ψ) ≡ (3ϕ ∨3ψ) (ñì., íàïðèìåð, [22]).
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Ñåìàíòèêà êðèïêåâñêîãî òèïà äëÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëü-
íûõ ëîãèê ðàñøèðÿåò ñåìàíòèêó êðèïêåâñêîãî òèïà äëÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè. Èíòóèöèîíèñòñêèìè
êðèïêåâñêèìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðû M = (W,R, V )
òàêèå, ÷òî (i) W 6= ∅, (ii) R � ýòî ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâ-
íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà W è (iii) V � ýòî ôóíêöèÿ èç ìíî-
æåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Φ â 2W òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ w ∈ W è p ∈ Φ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: åñëè w ∈ V (p)
è wRv, òî v ∈ V (p) (ýòî óñëîâèå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ¾íàñëå-
äîâàíèåì¿). Ýëåìåíòû W ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè. Èñòèíà
â òî÷êå ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (→ è ¬, êàê
è ïðåæäå, îáîçíà÷àþò êëàññè÷åñêèå èìïëèêàöèþ è îòðèöàíèå
ñîîòâåòñòâåííî):

M, w ° p å.ò.å. w ∈ V (p);
M, w °∼ ϕ å.ò.å. ∀v(R(w, v) → ¬(M, v ° ϕ));
M, w ° ϕ ∧ ψ å.ò.å. M, w ° ϕ è M, w ° ψ;
M, w ° ϕ ∨ ψ å.ò.å. M, w ° ϕ èëè M, w ° ψ;
M, w ° ϕ ⇒ ψ å.ò.å. ∀v(R(w, v) → (¬(M, v ° ϕ) èëè

M, v ° ψ).

Äëÿ îöåíêè ôîðìóë âèäà 2ϕ è 3ϕ â èíòóèöèîíèñòñêèå êðèï-
êåâñêèå ìîäåëè äîáàâëÿþò áèíàðíûå îòíîøåíèÿ R2 è R3. Íå
ñóùåñòâóåò åäèíîãî, îáùåïðèçíàííîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ñâÿ-
çîê 2 è 3 â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå. Âñå èç íèæåñëåäóþùèõ
îïðåäåëåíèé âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå (âñåîáúåìëþùèé îáçîð
ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé 2 è 3 â èíòóèöèîíèñòñêîì êîíòåêñòå
ìîæåò áûòü íàéäåí â ãëàâå 3 äèñññåðòàöèè [20]):

(21) M, w ° 2ϕ å.ò.å. ∀v(wR2v →M, v ° ϕ)
(22) M, w ° 2ϕ å.ò.å. ∀v(wRv → ∀u(vR2u →M, u ° ϕ))
(31) M, w ° 3ϕ å.ò.å. ∃v(wR3v ∧M, v ° ϕ)
(32) M, w ° 3ϕ å.ò.å. ∀v(wRv → ∃u(vR3u ∧M, u ° ϕ))

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (32) îïðåäåëÿåò ìîäàëüíîñòü, íå ÿâ-
ëÿþùóþñÿ äèñòðèáóòèâíîé ïî îòíîøåíèþ ê äèçúþíêöèè. Ñî-
îòâåòñòâåííî ëîãèêè ñ îïåðàòîðîì âîçìîæíîñòè, îïðåäåëåííûì
òàêèì îáðàçîì, îáû÷íî íàçûâàþòñÿ íåíîðìàëüíûìè èíòóèöèî-
íèñòñêèìè ìîäàëüíûìè ëîãèêàìè.
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Êðîìå òðåáîâàíèÿ, ÷òîR äîëæíî áûòü ðåôëåêñèâíûì è òðàí-
çèòèâíûì, ñåìàíòèêè èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê íà-
êëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà R, R2 è R3. Êàê ïðà-
âèëî, ýòè óñëîâèÿ ïîñòóëèðóþò, êàê îòíîøåíèÿ R, R2 è R3

âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
îáû÷íî ñîïðîâîæäàþò óñëîâèÿ èñòèííîñòè (21) è (31) (ñì. [24]):

(1) R ◦R2 ◦ R = R2

(2) R ◦R3 ◦ R = R3

Â âûøåïðèâåäåííûõ óñëîâèÿõ ◦ îáîçíà÷àåò êîìïîçèöèþ îò-
íîøåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R ◦R′ = { (x, y) : ∃z ((x, z) ∈ R ∧ (z, y) ∈ R′) }

è R îáîçíà÷àåò îáðàòíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

R = { (y, x) : (x, y) ∈ R}.

Äðóãîå óñëîâèå, âñòðå÷àþùååñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð,
[7]), ïîñòóëèðóåò, ÷òî

(3) R3 ⊆ R

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãèå èç óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà îòíîøå-
íèÿR,R2 èR3, â òîì ÷èñëå ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ (1)�(3),
ÿâëÿþòñÿ mso-îïðåäåëèìûìè óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè, îïðåäå-
ëåííûìè â ðàçäåëå 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî òàê
â ñëó÷àå óñëîâèÿ (3), äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà ïðèìåðû 4 è 7.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî (1) è (2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
mso-îïðåäåëèìûìè óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 14. Ëþáîå óñëîâèå âèäà P = P ′ ◦ P ◦ P ′ ÿâëÿåòñÿ
mso-îïðåäåëèìûì óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, åñëè P ′ ðåôëåêñèâíî
è òðàíçèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ CompP ′(P) = P ′ ◦ P ◦
P ′. Åñëè P ′ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî P ⊆ P ′ ◦ P ◦ P ′ â
ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè P ′. Î÷åâèäíî, ÷òî P ′ ◦ P ◦ P ′ ìîíîòîííà
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ïî îòíîøåíèþ ê P; êðîìå òîãî, CompP′ èäåìïîòåíòíà â ñèëó
òðàíçèòèâíîñòè P ′. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî åñëè P ′ ðåôëåêñèâíî è
òðàíçèòèâíî, òî CompP′ � ýòî îïåðàòîð çàìêíóòîñòè. Óñëîâèÿ
âèäà P ′ ◦ P ◦ P ′ = P ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê óñëîâèå çàìû-
êàíèÿ: CompP′(P) = P. Ýòî óñëîâèå mso-îïðåäåëèìî; íà ñàìîì
äåëå îíî îïðåäåëèìî ïåðâîïîðÿäêîâîé ôîðìóëîé:

CompP ′P (z1, z2) = ∃x∃y(P ′(z1, x) ∧ P (x, y) ∧ P ′(y, z2))

q.e.d.

5 Ïîãðóæåíèå â äâóõïåðåìåííûé ìîíàäè÷åñêèé
ôðàãìåíò

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêàÿ èíòóèöèîíèñò-
ñêàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà Λ, îïðåäåëåííàÿ ñåìàíòè÷åñêè ÷åðåç ëþ-
áûå èç óñëîâèé èñòèííîñòè (21)− (32), ìîæåò áûòü ïîãðóæåíà
â GF 2

mon.
Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè âçàèìíîé èí-

äóêöèè äâå ôóíêöèè, τx è τy, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâîïîðÿäêî-
âàÿ ôîðìóëà τv(ϕ) (v ∈ {x, y}) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñâîáîä-
íóþ ïåðåìåííóþ v, êîòîðàÿ èíòóèòèâíî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå, â
êîòîðîé ϕ îöåíèâàåòñÿ â êðèïêåâñêîé ìîäåëè. τx îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

• τx(p) := P (x);

• τx(∼ ϕ) := ∀y(R(x, y) → ¬τy(ϕ));

• τx(ϕ ∧ ψ) := τx(ϕ) ∧ τx(ψ);

• τx(ϕ ∨ ψ) := τx(ϕ) ∨ τx(ψ);

• τx(ϕ ⇒ ψ) := ∀y(R(x, y) → (¬τy(ϕ) ∨ τy(ψ)));

• τx(2ϕ) := ∀y(R(x, y) → ∀x(R2(y, x) → τx(ϕ)));

• τx(3ϕ) := ∀y(R(x, y) → ∃x(R3(y, x) ∧ τx(ϕ))).

τy îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, çàìåíîé x íà y è y íà x â âûøå-
ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâàõ. Çàòåì ìû ïîëîæèì, ÷òî ñòàíäàðòíûì
ïåðåâîäîì èíòóèöèîíèñòñêîé ìîäàëüíîé ôîðìóëû ϕ â GF 2

mon
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ñ÷èòàåòñÿ τx(ϕ). Ýòîò ïåðåâîä ïðåäïîëàãàåò óñëîâèÿ èñòèííî-
ñòè (22) è (32). Ðàâåíñòâà äëÿ óñëîâèé (21) è (31) åùå ïðîùå
(íà ñàìîì äåëå îíè ñîâïàäàþò ñ ðàâåíñòâàìè, èçâåñòíûìè èç
êëàññè÷åñêîé ìîäàëüíîé ëîãèêè):

• τ ′x(2ϕ) := ∀y(R2(x, y) → τ ′y(ϕ))

• τ ′x(3ϕ) := ∃y(R3(x, y) ∧ τ ′y(ϕ))

Ïîñêîëüêó τx � ýòî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî ïå-
ðåâîäà êëàññè÷åñêîé ìîäàëüíîé ëîãèêè â êëàññè÷åñêóþ ïåðâî-
ïîðÿäêîâóþ ëîãèêó, íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó.
ÒÅÎÐÅÌÀ 15. Ïóñòü ϕ � ýòî èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìîäàëüíàÿ
ôîðìóëà è M � êëàññ ìîäåëåé èíòóèöèîíèñòñêîé ìîäàëüíîé
ëîãèêè. Ïóñòü M∈ M. Òîãäà M, w ° ϕ å.ò.å. M, α ° τx(ϕ) ïðè
α(x) = w (ãäå M � ýòî ïåðâîïîðÿäêîâàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé
R,R2 è R3 èíòåðïðåòèðóþò R, R2 è R3).

6 Ðàçðåøèìîñòü
Èç òåîðåìû 15 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ôîð-
ìóë GF 2

mon â êëàññå ìîäåëåé M ðàçðåøèìà, òî ïðîáëåìà âû-
ïîëíèìîñòè èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ôîðìóë â M òàêæå
ðàçðåøèìà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàùèùåííûé ôðàãìåíò ðàçðåøèì â êëàñ-
ñå âñåõ ïåðâîïîðÿäêîâûõ ìîäåëåé (ñì. [2]). Ðàçðåøèìîñòü GF 2

mon

â ìîäåëÿõ ñ ðåôëåêñèâíûìè è òðàíçèòèâíûìè çàùèòíèêàìè äî-
êàçàíà â [10]. Èç ýòèõ ôàêòîâ è òîãî, ÷òî íàñëåäñòâåííîñòü äëÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ âõîäÿùèõ â ïðîèçâîëüíóþ ôîð-
ìóëó ϕ âûðàçèìà â GF 2

mon, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ-
íàÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà (â êîòîðîé íà âçàèìî-
äåéñòâèåR,R2 èR3 íå íàëîæåíî íèêàêèõ óñëîâèé) ðàçðåøèìà.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà
íà ìîäåëè, â êîòîðûõ íà âçàèìîäåéñòâèå R, R2 è R3 íàëîæåíû
êàêèå-òî óñëîâèÿ.

Òåîðåìû 15 è 13 íåïîñðåäñòâåííî äàþò íàì íàøó îñíîâíóþ
òåîðåìó
ÒÅÎÐÅÌÀ 16. Ïóñòü M � êëàññ èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëü-
íûõ ìîäåëåé, îïðåäåëåííûõ ïðè ïîìîùè àöèêëè÷íîãî ìíîæå-
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ñòâà mso-îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè, íàëîæåííûõ íà
R, R2 è R3, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íå áîëåå, ÷åì îäíî, óñëîâèå
çàìêíóòîñòè ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó èç ýòèõ îòíîøåíèé, è
ïóñòü ϕ � ýòî èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà
ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ϕ â M ðàçðåøèìà.

7 Ïðèìåðû
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î
ðàçðåøèìîñòè äëÿ èëëþñòðàöèè íàøåãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè.

Íàø ïåðâûé ðåçóëüòàò � ïî ñóùåñòâó, ðåçóëüòàò î ðàçðåøè-
ìîñòè íåñêîëüêèõ âèäîâ áàçîâûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ
ëîãèê, òî åñòü ëîãèê, â êîòîðûõ íà R3 è R2 íå íàêëàäûâàþòñÿ
íèêàêèå óñëîâèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèé, ïîñòóëèðóþùèõ, êàê
ýòè îòíîøåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþò ñ èíòóèöèîíèñòñêèì îòíîøå-
íèåì äîñòèæèìîñòè R. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò ðÿä èçâåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè îòäåëüíûõ ñèñòåì èíòóèöèîíèñò-
ñêîé ìîäàëüíîé ëîãèêè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 17. Ëþáàÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà Λ
ñ äâóìÿ ìîäàëüíîñòÿìè 2 è 3, îïðåäåëåííàÿ êëàññîì ìîäåëåé,
â êîòîðûõ

• R ◦ R3 ◦ R = R3

• R ◦ R2 ◦ R = R2

è â êîòîðûõ îöåíêà ìîäàëüíûõ ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûìè
èç óñëîâèé (21), (22), (31), (32) (â ëþáîé êîìáèíàöèè, íàïðè-
ìåð (21) ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â ïàðå ñ (32); âîçìîæíî ñ äðó-
ãèìè ìîäàëüíîñòÿìè, óñëîâèÿ èñòèííîñòè êîòîðûõ ïîãðóæà-
åìû â GF 2

mon), ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ ìîäåëåé Λ îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè äëÿ R2, R3 è R:

1. R ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî;

2. R ◦R3 ◦ R = R3;

3. R ◦R2 ◦ R = R2.
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Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîìó èç îòíîøåíèéR,R3 èR2 ñîîòâåòñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî óñëîâèÿ è ÷òî ìíîæåñòâî óñëîâèé àöèêëè÷íî.
Ìû ïîêàçàëè â ïðèìåðàõ 3 è 6, ÷òî óñëîâèå, íàëîæåííîå íà R,
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàìêíóòîñòè, è â ïðèìåðå 10, ÷òî îíî mso-
îïðåäåëèìî. Â ñèëó òåîðåìû 14 óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íàR2 R3,
òàêæå ÿâëÿþòñÿ mso-îïðåäåëèìûìè óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êëàññ ìîäåëåé Λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 16, ÷åãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè
Λ. q.e.d.

Íàø ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê ëîãèêå, ïîõîæåé íà
ëîãèêó PLL (ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé èçâåñòíà èç [7]) óñëîâèÿìè,
íàêëàäûâàåìûìè íà îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè, íî îòëè÷íîé îò
PLL îòñóòñòâèåì â åå ñåìàíòèêå íåíîðìàëüíûõ ìèðîâ (òî åñòü
ìèðîâ, ïðîâàëèâàþùèõ îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû):
ÒÅÎÐÅÌÀ 18. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà Λ ñ îäíîé
ìîäàëüíîñòüþ 3, îïðåäåëåííàÿ êëàññîì ìîäåëåé, ãäå
R3 ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî;

R3 ⊆ R
è ãäå ìîäàëüíûå ôîðìóëû îöåíèâàþòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ (32),
ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ ìîäåëåé Λ îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè çàìêíóòîñòè:

1. TC(R3) = R3;

2. TC(R) = R;

3. InclR3(R) = R (ñì. ïðèìåðû 4 è 7).
Ýòî ìíîæåñòâî àöèêëè÷íî, è âñå óñëîâèÿ mso-îïðåäåëèìû. Ïðî-
áëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà îòíîøåíèå R íàëîæåíû äâà
óñëîâèÿ: îíî äîëæíî áûòü çàìêíóòî ïî îòíîøåíèþ êàê ê TC,
òàê è ê InclR3 . Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèÿ òåîðåìû 16,
ìû äîëæíû ñîåäèíèòü èõ â îäíî mso-îïðåäåëèìîå óñëîâèå çàì-
êíóòîñòè. Çàìåòèì, ÷òî TC ◦ InclP ′ � ýòî îïåðàòîð çàìûêàíèÿ
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ P èìååò ìåñòî

TC(InclP
′
(P)) = P ⇔ TC(P) = P è InclP

′
(P) = P.
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Ïðåæäå âñåãî, TC ◦ InclP′ ðàñòåò è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, ïî-
ñêîëüêó è TC è InclP′ ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè. Êðîìå òîãî, îí èäåì-
ïîòåíòåí, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ TC◦InclP′ ê ëþáîìó
îòíîøåíèþ P � ýòî òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå P ′,
è ëþáîå ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå TC ◦ InclP′ íå ìîæåò ýòîãî
èçìåíèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, TC ◦ InclP ′ � îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó îïåðà-
òîðó ýêâèâàëåíòà çàìêíóòîñòè ïî îòíîøåíèþ ê TC è ê InclP ′ ,
çàìåòèì, ÷òî îäíà èç èìïëèêàöèé î÷åâèäíà: åñëè P çàìêíóòî ïî
îòíîøåíèþ ê TC è ê InclP ′ , òî îíî çàìêíóòî ïî îòíîøåíèþ ê
TC ◦ InclP′ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè â äðóãóþ ñòîðîíó
ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî

TC(InclP
′
(P)) = P,

íî ÷òî P íå çàìêíóòî ïî îòíîøåíèþ ê InclP ′ , òî åñòü ÷òî îíî �
ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî InclP ′(P). Òîãäà, ïîñêîëüêó TC ðàñ-
òåò, P � ýòî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî TC(InclP′(P)), ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî P íå çàì-
êíóòî ïî îòíîøåíèþ ê TC, òî åñòü ÷òî îíî � ñîáñòâåííîå ïîä-
ìíîæåñòâî TC(P). Îäíàêî, ïîñêîëüêó P ⊆ InclP ′(P ), òî èìååò
ìåñòî

TC(P) ⊆ TC(InclP
′
(P )),

à çíà÷èò P � ýòî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî TC(InclP′(P )), ÷òî
îïÿòü-òàêè ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû-
øåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1. TC(R3) = R3;

2. TC(InclR3(R)) = R;
è íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå óñëîâèå mso-îïðåäå-
ëèìî. q.e.d.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñìîãëè ïðèìåíèòü ïðåäëî-
æåííûé íàìè ìåòîä ê ðÿäó îïèñàííûõ â ëèòåðàòóðå ëîãèê. Ìû
íå ñìîãëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå R2 ◦R ⊆ R◦R2, îïðåäå-
ëÿþùåå èíòóèöèîíèñòñêèå ìîäàëüíûå ëîãèêè â [1], â âèäå mso-
îïðåäåëèìûõ óñëîâèé çàìêíóòîñòè. Ìû òàêæå íå ñìîãëè ïðè-
ìåíèòü íàø ìåòîä ê èçâåñòâíîé ëîãèêå IS4, îïðåäåëåííîé â [20],
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ïîñêîëüêó óñëîâèÿ èñòèííîñòè ôîðìóë IS4 îïðåäåëåíû íà ïàðàõ
(w, d) (ãäå w � âîçìîæíûé ìèð è d � ýëåìåíò åãî ìíîæåñòâà-
íîñèòåëÿ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíûé ïåðåâîä ôîðìóë IS4
íàõîäèòñÿ âíå GF 2

mon.

8 Çàêëþ÷åíèå
Ìû îïèñàëè îáùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè èíòó-
èöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê ïóòåì ïîãðóæåíèÿ èõ â ìîíà-
äè÷åñêèé äâóõïåðåìåííûé çàùèùåííûé ôðàãìåíò è äåìîíñòðà-
öèè òîãî, ÷òî óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èíòóèöèîíèñòñêèå îò-
íîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè, ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê mso-
îïðåäåëèìûå óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè. Ìû ïðîèëëþñòðèðîâàëè ýòîò
ìåòîä íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ óñëîâèé èñòèíîñòè äëÿ èíòóèöèî-
íèñòñêèõ ìîäàëüíîñòåé è óñëîâèé èñòèííîñòè, íàêëàäûâàåìûõ
íà èíòóèöèîíèñòñêèå îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè, âñòðå÷àþùèå-
ñÿ â ëèòåðàòåðå. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ
î ðàçðåøèìîñòè êîíêðåòíûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ ìîäàëüíûõ ëî-
ãèê, ïðèâåäåííûõ â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íàøåãî ìåòîäà, áûëè
ïîëó÷åíû äî íàñ, ìû óâåðåíû, ÷òî íàø ìåòîä ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè,
îñîáåííî â ñëó÷àå íåíîðìàëüíûõ ëîãèê, êîòîðûå íà íàñòîÿùèé
ìîìåíò íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Î÷åâèäíî, ÷òî íàø ìåòîä òàê-
æå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ëîãèêàì ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ ìîäàëü-
íîñòÿìè, ïðè óñëîâèè ÷òî èõ óñëîâèÿ èñòèííîñòè ìîãóò áûòü
ïîãðóæåíû â GF 2

mon.
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