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ОСНОВНЫЕ ОБЛАСТИ ПРИЛОЖЕНИЯ 
КВАЗИМАТРИЧНОЙ ЛОГИКИ* 

Abstract. The basic notion of quasi-matrix logic is a notion of quasi-matrix. A 
set (Q,G,qf1,...,qfs) is a quasi-matrix. Q and G are non-empty sets. Q ⊆ G; 
qf1,...,qfs  are quasi-functions.  

This logic had been created to describe connections between statements 
containing notions “necessity”, “possibility”, “contingency” and some others 
meaning as factual (physical, ontological) modalities. The main systems of 
four-valued and three-valued quasi-matrix logic are presenting in [1-6]. 
 Quasi-matrix logic has been applied to the fields beyond logic (theory of 
notion, philosophical categories, theory of argumentation, etc) and in the other 
parts of logic as well. These fields are para-consistent logic for dubitable 
information, logic of propositional аttitudes, three-valued and five-valued 
logic of norms. 

 
Основным понятием квазиматричной логики является понятие 

квазиматрицы. Квазиматрица – это множество (Q,G,qf1,...,qfs), где 
Q и G – непустые множества,  Q ⊂ G; qf1,...,qfs  – квазифункции.  

Эта логика создавалась для описания связей по логическим 
формам между суждениями, содержащими выражения «необхо-
димо», «случайно», «возможно» и некоторые другие, понимаемые 
как фактические (физические, онтологические) алетические 
модальности. Основные системы четырехзначной и трехзначной 
алетической модальной логики изложены в [1–6]. 

Квазиматричная логика нашла приложение вне логики (фило-
софские категории, теория аргументации, теория абстрактных 
автоматов и т. д.), а также в других разделах  логической науки. 
Укажем некоторые из этих разделов. 

1. Квазиматричная паранепротиворечивая логика 
высказываний, которыми выражается сомнительная 

информация  
Язык этой логики содержит логические термины ¬, ∧, ∨, ⊃, 

соответственно понимаемые как знаки отрицания, конъюнкции, 
дизъюнкции и импликации, а также символы Т и К, которые соот-
ветственно читаются «достоверно известно» и «известно». 
Определение формулы обычное. Определения логических терминов: 

*  Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант 00-03-00319. 
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A ¬A TA KA     ∧  n c i      ∨  n c i     ⊃  n  c  i 
n      i     n     n     n  n  c  i        n   n   n   n     n   n    c    i 
c        c    i     n     c   c  i|c  i       c   n  n|c c      c   n  n|c c 
i       n   i    i    i  i  i  i      i  n  c  i         I n n n 

Значения n, c, i понимаются, соответственно, так: «высказыва-
ние является несомненно истинным», «информация, выражаемая 
высказыванием, является сомнительной», «высказывание является 
несомненно ложным». Выражения i|c и n|c соответственно чита-
ются «то ли i, то ли c», «то ли c, то ли n». Выделенное значение n. 
 Исчисление, формализующее семантически построенную 
логику, содержит схемы аксиом, совпадающие со схемами аксиом 
классического исчисления высказываний, в которых метаперемен-
ные обозначают модализированные формулы, а также следующие 
схемы аксиом, в которых метапеременные обозначают любые 
формулы системы: 
TΑ ⊃ Α; ¬Α ⊃ ¬TA; A ⊃ KA; ¬KΑ ⊃ ¬A; 
TΑ ⊃ KΑ; ¬T¬Α ⊃ KΑ; KΑ ⊃ ¬T¬Α; 
TA ⊃ TTA; KTA ⊃ TA; KA  ⊃ TKA; KKA ⊃ KA; 
¬KA ⊃ T(A ⊃ B); TB ⊃ T(A ⊃ B); 
T(A ⊃ B) ⊃ (TA ⊃ TB); T(A ⊃ B) ⊃ (KA ⊃ KB); K(A  ⊃ B) ⊃ (TA ⊃ 
KB); KB ⊃ K(A ⊃ B); K¬A ⊃ K(A ⊃ B); 
TA∧TB ⊃ T(A∧B); KA∧TB ⊃ K(A∧B); TA∧KB ⊃ K(A∧B); T(A∧B) 
⊃ TA∧TB; K(A∧B) ⊃ KA∧KB; 
TA∨(KA∧K¬A)∨¬KA; 
TA∨TB ⊃ T(A∨B); KA∨KB ⊃ K(A∨B); T(A∨B) ⊃ TA∨KB; 
T(A∨B) ⊃ KA∨TB; K(A∨B) ⊃ KA∨KB. 
 Правила вывода: modus ponens; правило замены формулы ¬¬A 
на A и vice versa; правило Гёделя – A ⇒ TA. 
 Определение доказательства обычное. 
 Для доказательства метатеоремы о семантической полноте вво-
дится понятие альтернативной интерпретации. 
 Альтернативная интерпретация – это функция || ||. Ее опре-
деление: 
 Если P – пропозициональная переменная, то ||P||∈{n, c, i}. 
Если ||A|| и ||B|| определены, то  

||¬A|| = n ⇔ ||A|| = i; ||¬A|| = c ⇔ ||A|| = c; ||¬A|| = i ⇔ ||A|| = n; 
||A∧B||= n ⇔ ||A|| = ||B|| = n; 
если (||A|| = n и ||B|| = c ) или (||A|| = c и ||B|| = n ), то ||A∧B|| = c ; 
если ||A|| = i или ||B|| = i, то ||A∧B||= i; 
если  ||A|| = ||B|| = c, то ||A∧B|| ∈ {i, c}; 
если ||A|| = n или ||B|| = n, то ||A∨B||= n; 
если  ||A|| = ||B|| = c, то ||A∨B|| ∈ {n, c}; 
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если  ||A|| = ||B|| = i, то ||A∨B|| = i; 
если (||A|| = i и ||B|| = c ) или (||A|| = c и ||B|| = i ), то ||A∨B|| = c; 
если ||A|| = i или ||B|| = n, то ||A⊃B|| = n; 
если ||A|| = ||B|| = с, то ||A⊃B|| ∈ {n, c};  
если ||A|| = c и ||B|| = i, то ||A⊃B|| = c;  
||A|| = n  и ||B|| = i  ⇔  ||A⊃B|| = i; 
||TA|| = n ⇔ ||A|| = n; если ||A|| = c или  ||A|| = i, то ||TA|| ∈ i; 
||KA|| = i ⇔ ||A|| = i; если ||A|| = n или ||A|| = c, то ||KA|| = n. 

 В качестве метатеоремы о семантичеcкой полноте доказыва-
ется утверждение: множество формул ∆, совместимое с исчисле-
нием, выполнимо. Множество формул  ∆ расширяется до макси-
мального совместимого с исчислением множества формул Θ. Вво-
дится функция || ||Θ такая, что для произвольной формулы A верно: 
||A||Θ = n ⇔ TA∈Θ; ||A||Θ = c ⇔ KA∈Θ и K¬A∈Θ; ||A||Θ = i ⇔ 
¬KA∈Θ. Индукцией по числу вхождений логических терминов в 
формулу доказывается, что функция ||A||Θ  является альтернатив-
ной интерпретацией. 
 Очевидно, что функция || ||Θ приписывает выделенное значение 
каждой формуле из ∆. 
 Соотношение принципов классической, построенной пара-
непротиворечивой, релевантной логик и логики, двойственной 
логике Хао Вана, представлено в следующей таблице. 
 

Классическая  
логика 

Паранепро-
тиворечивая 

Релевантная Двойст-
венная 
Хао Вану 

(1) принцип  двухзнач-
ности – высказывания 
принимают значения  
из области {t, f} 

принцип 
трехзначности:  
из области 
 {n, c, i} 

принцип 
трехзнач-
ности:  
из области 
 {n, c, i} 

принцип 
трехзнач-
ности:  
из области  
{n, c, i} 

(2) принцип 
непротиворечия: 
высказывание не может 
иметь оба значения 

непротиворечия: 
не может иметь 
более одного 
значения из из 
области {n, c, i} 

может 
иметь 
два и три 

может 
иметь два 
и три 

(3) принцип исклю-
ченного третьего: 
высказывание 
обязательно принимает 
значение из указанной 
области 

принцип 
исключенного 
четвертого 

       – принцип 
исключен-
ного 
четвер-
того 
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(4) принцип тождества: 
в сложном высказы-
вании, системе 
высказываний, 
аргументации одно и то 
же высказывание 
принимает одно и то же 
значение из области 
{t,f} 

тождества:  
из области  
{n, c, i} 

       –         – 

(5) принцип 
обусловленности 
истинностного 
значения сложного 
высказывания 
истинностными 
значениями 
составляющих его 
простых высказываний 
(в пропозициональной 
логике этот принцип 
выступает в качестве 
принципа матричности 
– логические термины 
определяются 
посредством матриц, в 
логике предикатов он 
выражается в интер-
претации логических 
терминов посредством 
функций). 

принцип квази-
матричности: 
логические 
термины интер-
претируются 
посредством 
квазиматриц 
 

принцип 
квази-
матрич-
ности  

принцип 
квази-
матрич-
ности  

 
 Описание состояний классической логики: {a′1, ..., a′r,...}. a′m 
есть am или ¬am. Описаниями состояний релевантной логики 
являются все подмножества множества {a1

n, a1
c, a1

i,..., ar
n, ar

c, 
ar

i,...}. Если  α – описание состояний релевантной логики, то 
переменная am принимает значение n в α если и только если  
am

n∈α, am принимает значение c, если и только если am
c∈α, am 

принимает значение i, если и только если am
i∈α.  Определение 

релевантной импликации: |= A→B  ⇔  A |=B  ⇔ информация B 
относительно всех описаний состояний (I(B,M)) есть часть 
информации A относительно всех описаний состояний (I(A, M)) ⇔ 
MA⊆MB. (MA и MB – все описания состояний, в которых A, 
соответственно B, имеет значение n. Описаниями состояний 
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логики, дуальной логике Хао Вана, являются все подмножества 
множества {a1

n, a1
c, a1

i,..., ar
n, ar

c, ar
i,...}, для которых верно: 

∀′as(as
n∈α ∨′ as

c∈α ∨′ as
i∈α). ∀′ и ∨′ – метаязыковые символы. 

 Исчисление, формализующее описанную семантику релевант-
ной логики, содержит схемы аксиом, совпадающие со схемами 
аксиом исчисления Е. В этих схемах аксиом метапеременные обо-
значают модализированные формулы, главный знак импликации 
соответствует релевантной импликации, а остальные вхождения 
знака импликации  соответствуют материальной импликации. 
Дополнительными схемами аксиом являются следующие 28 схем, 
метапеременные в которых обозначают любые формулы: 
TΑ→ KΑ; TΑ → Α; 
¬Α → ¬TA; A → KA; ¬KΑ → ¬A; 
¬T¬Α → KΑ; KΑ → ¬T¬Α; 
TA → TTA; KTA→TA;  
KA  → TKA; KKA → KA; 
¬KA → T(A ⊃ B); TB → T(A ⊃ B); 
T(A⊃B)→ (TA ⊃ TB); T(A ⊃ B) → (KA ⊃KB);  
K(A ⊃B) → (TA ⊃KB); KB→K(A ⊃ B);  
K¬A → K(A ⊃ B); TA∧TB → T(A∧B);  
KA∧TB → K(A∧B); TA∧KB→ K(A∧B); 
T(A∧B) → TA∧TB; K(A∧B) → KA∧KB; 
TA∨TB → T(A∨B); KA∨KB → K(A∨B);  
T(A∨B) → TA∨KB; T(A∨B) → KA∨TB; K(A∨B) → KA∨KB. 
 Правила вывода: 
modus ponens A→B, A⇒B; 
введение конъюнкции A, B  ⇒ A∧B; 
правило замены  произвольного вхождения ¬¬A на A и vice versa; 
правило Геделя. 

Логика, двойственная логике Хао Вана содержит, кроме 
базиса, аналогичного базису релевантной логики, те же 28 схем 
аксиом (где → – импликация Хао Вана) и дополнительную схему 
аксиом TA∨(KA∧K¬A)∨¬KA. 

2. Логика пропозициональных установок  
Символы �к и ◊к вводятся как сокращения для выражений «к 

уверен, что…», «к допускает, что…», соответственно. (Символ «к» 
можно опускать, если ясно, о каком субъекте идет речь. Язык 
содержит кроме этих и обычных символов следующие специаль-
ные символы: ′, ∗, +, → – соответственно суботрицание, субконъ-
юнкция, субдизъюнкция и субимпликация; субпеременные а, б, в, 
а1, … . Субпеременная является субформулой. Если А и В – суб-
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формулы, то А′, (А∗В), (А + В), (А→ В) – субформулы. Если А – 
субформула, то ⊕ i1,…, ⊕ irА – формула (Индексы выражений 
⊕ i1,…, ⊕ ir различны, и ⊕ i1 есть  �i1 или ◊ i1 и т. д.) Если С и Д –
формулы, то ¬С, (С∧Д) и т. д. – формулы. Субформула А может 
принимать значения nk, ik, ck, которые соответственно означают: k 
уверен, что А истинно, k уверен, что А ложно, k допускает, что А 
истинно, и допускает, что А ложно. Определения: 
 

А ¬А �к А ◊к А 

nk ik t t 
ck ck f t 
ik nk f f 

 
А В (А∗ В) (А + В) (А→ В) 
n n n n n 
n c c n c 
n i i n i 
c n c n n 
c c i/c n/c n/c 
c i i c c 
i n i n n 
i c i c n 
i i i i n 

 
Выделенное значение – t.  

Пусть дана формула �1 �2 ◊3 ◊4(а+б).  В каждой строке 
таблицы переменной приписываются четыре значения. Пусть в 
некоторой строке переменной а приписываются значения 
  n1 c2 i3 i4 , а переменной б – n1 c2 n3 i4.  

Получаем: 
�1  �2  ◊3 ◊4   (  а    +     б  ). 

                     n1      n1     n1 
                                     t   t/f   t   f      c2   n2/c2  c2  

                      i3       n3      n3 
                      i4     i4      i4 

Строка таблицы расщепляется на две подстроки: 
�1  �2  ◊3 ◊4   (  а    +     б  ). 

                                     t    t    t   f 
                                     t    f    t   f 
|�1  �2  ◊3 ◊4   (  а    +     б  )| = t, если и только если ∀ i |⊕ i (а+б)|= t, 
где i – переменная, область значений которой есть {1, 2, 3, 4}. 

108 



3. Трехзначная деонтическая логика 
 Язык содержит символы: 
1) p, g, r, s, p1, g1, … – переменные для деяний (действий и  

бездействий); 
2) ⋅, ∪, ′ – знаки операций над деяниями, соответственно чита-

ются «и», «или», «не» («воздержание от…»); 
3) О, Р – операторы, которые читаются «обязательно», «разре-

шено»; 
4) ¬, ∧, ∨, ⊃ – логические связки: 
5) скобки. 

Определение субформулы: 
1) переменная для деяний является субформулой; 
2) если А и В являются субформулами, то А′, (А⋅В), (А∪В) – суб-

формулы; 
3) ничто иное не является субформулой. 

Определение формулы: 
1) если  А – субформула,  то ОА, РА – формулы; 
2) если В и С – формулы, то  ¬В, (В∧С), (В∨С), (В⊃С) – 

формулы; 
3) ничто иное формулой не является. 
 

Определения: 
А А′ 
n i 
c c 
i n 

 
(А⋅В) n c i 

n n c i 
c c i/c i 
i i i i 

 
(А∪В) n c i 

n n n n 
c n n/c c 
i n c i 

 
Значения n, c, i соответственно читаются «обязательно», «безраз-
лично», «запрещено». Операции ′, ⋅, ∪, имеют следующий смысл, 
соответственно. Выражение А′ обозначает деяние, заключающееся 
в воздержании от деяния А, выражение (А⋅В) – деяние, заклю-
чающееся в последовательном выполнении деяний А и В (А, а 

109 



затем В) или же в одновременном выполнении этих деяний. 
Выражение А∪В обозначает деяние, заключающееся в выполне-
нии или деяния А, или деяния В, или в последовательном выпол-
нении деяний А и В (А, а затем В), или в одновременном выполне-
нии этих деяний. 

Определения терминов О и Р: 

А ОА РА 
n t t 
c f t 
i f f 

Формула принимает значения из области {t, f}. Выделенное 
значение – t. Определения терминов ¬, ∧, ∨, ⊃ обычные. 
 Формализацией семантически заданной логики является исчис-
ление S3д, содержащее схемы аксиом, совпадающие со схемами 
аксиом классического исчисления высказываний (КИВ), в которых 
метапеременные обозначают формулы (но не субформулы), а 
также следующие дополнительные схемы аксиом, в которых бук-
вами А и В обозначены субформулы: 
ОА⊃РА, ¬ОА′ ⊃ РА,  
РА ⊃ ¬ОА′, ОА∧ОВ ⊃ О(А⋅В),  
О(А⋅В) ⊃ ОА∧ОВ, 
РА∧ОВ ⊃ Р(А⋅В),  
ОА∧РВ ⊃ Р(А⋅В), 
Р(А⋅В) ⊃ РА∧РВ, 
ОА∨ОВ ⊃ О(А∪В),  
РА∨РВ ⊃ Р(А∪В),  
Р(А∪В) ⊃ РА∨РВ, 
О(А∪В) ⊃ РА∨ОВ, О(А∪В) ) ⊃ ОА∨РВ. 
Правила вывода: modus ponens и замена произвольного вхождения 
субформулы А′′ на А, и vice versa. 

4. Пятизначная деонтическая логика  
Язык содержит те же символы, что и язык трехзначной деон-

тической логики, за следующим исключением. Вместо символов О 
и Р используются символы Он, Ом, Рн, Рм, которые соответст-
венно читаются «обязательно нормативно», «обязательно мо-
рально», «разрешено нормативно», «разрешено морально». Соот-
ветствующим образом изменяется определение формулы. 
 В семантике используются следующие значения субформул: о, 
о′, б, з, з′, которые соответственно читаются «обязательно», 
«одобряемо», «безразлично», «запрещено», «порицаемо».  
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Определения:    

А о о′ б з з′ 
А′ з з′ б о о′ 

 
 Пусть |  | – функция приписывания значений субформулам. 
|А⋅В| = min (|А|, |В|), кроме случая, когда |А| = |В| =б. В этом случае 
|А⋅В| ∈{б, з, з′}. |А∪В| = max (|А|, |В|), кроме случая, когда |А| = |В| 
=б. В этом случае |А∪В| ∈{б, о, о′}. 
 

А ОнА ОмА РнА РмА 
о t t t t 
о′ f t t t 
б f f t t 
з′ f f t f 
з f f f f 

 
t – выделенное значение. Остальные логические термины опреде-
ляются обычным образом. 
 Формализация пятизначной деонтической логики, 
осуществленная моим  учеником Кузнецовым А. М.: 
1) схемы аксиом, совпадающие со схемами аксиом КИВ, в кото-

рых метапеременные обозначают формулы (но не суб-
формулы); 

2) дополнительные схемы аксиом, в которых буквами А и В обо-
значены субформулы: 

ОнА⊃ОмА, ОнА⊃РнА, ОмА⊃РмА,  
ОнА⊃РмА, ОмА⊃РнА, 
¬ОнА′ ≡ РнА, ¬ОмА′ ≡ РмА, 
РмА⊃РнА,  
ОнА∧ОнВ ≡ Он(А⋅В), ОмА∧ОмВ ≡ Ом(А⋅В),  
ОнА∧РнВ ⊃ Рн(А⋅В), ОнА∧ОмВ ⊃ Ом(А⋅В),  
ОмА∧РмВ ⊃ Рм(А⋅В),  
Рн(А⋅В) ⊃ РнА∧РнВ, Рм(А⋅В) ⊃ РмА∧РмВ, 
¬РнА′ ⊃ РнА, 
ОнА ⊃ Он(А∪В), ОмА ⊃ Ом(А∪В), 
РнА∨РнВ ≡  Рн(А∪В), РмА∨РмВ ≡  Рм(А∪В), 
Он(А∪В) ⊃ РнА∨ОнВ, Ом(А∪В) ⊃ РмА∨ОмВ, 
РнА∧РнВ′ ⊃ Рн(А⋅В)′, РмА∧РмВ′ ⊃ Рм(А⋅В)′, 
РнА ⊃ Рн(А∪В), 
РмА′∨¬РмВ ⊃ РМ(А∪В)′; 
3) правила вывода и определения те же, что и в предшествующей 

системе. 
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Возможно построение шестизначной деонтической логики, в 
которой значение «безразлично» заменяется двумя значениями: 
«безразлично юридически», «безразлично морально». 
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