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Abstract. The family E(J) of extensions of Johansson's minimal logic J can be 
divided into two disjoint parts: paraconsistent logics and superintuitionistic 
logics. We apply the results and methods found in our study of super-
intuitionistic logics to paraconsistent logics. We obtain the full description of 
paraconsistent extensions of the logic JE' containing J, which have the 
interpolation property CIP or the projective Beth property PBP. In addition, 
we find some necessary condition for a logic in E(J) to have PBP or CIP. 

1. Введение 
Теория паранепротиворечивости, возникшая в 70-е годы и 

находившаяся в русле интересов В.А.Смирнова [1], особенно 
активно развивается в настоящее время. Теории, основанные на 
паранепротиворечивых логиках, могут содержать в себе противо-
речие и при этом не обязательно совпадать с множеством всех 
формул.  

Мы рассматриваем семейство PC(J) паранепротиворечивых 
расширений минимальной логики J Йохансона и исследуем про-
блему описания логик из этого семейства, обладающих проектив-
ным свойством Бета [2] или интерполяционным свойством.  

Семейство E(J) всех логик, содержащих J, включает в себя 
семейство E(Int) суперинтуиционистских логик, чья теория доста-
точно хорошо изучена. Паранепротиворечивые логики из E(J) – 
это в точности логики, не входящие в E(Int).  

В [3] был найден полный список суперинтуиционистских 
логик с проективным свойством Бета PBP: их оказалось 16, вклю-
чая противоречивую логику; восемь из них обладают интерполя-
ционным свойством CIP. Кроме того, оба свойства оказались раз-
решимыми на классе суперинтуиционистских логик [4, 5]. Это 
означает, что существует алгоритм, который для любого конеч-
ного множества Ax схем аксиом распознает, обладает ли нужным 
свойством логика Int+Ax, полученная добавлением новых схем 
аксиом к аксиомам интуиционистской логики Int. Аналогичные 
результаты доказаны в [6] для позитивных логик, содержащих 
позитивный фрагмент интуиционистской логики. Более точно, 
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существуют в точности семь позитивных логик с PBP, из них 
четыре логики имеют CIP; оба свойства PBP и CIP разрешимы на 
классе позитивных логик. 

На первый взгляд может показаться, что разрешимость свой-
ства легко следует из конечности числа логик, обладающих этим 
свойством. На самом деле это далеко не так, потому что одна и та 
же логика допускает бесконечно много аксиоматизаций. Известно, 
что в общем случае проблема аксиоматизации неразрешима. 

Мы применим результаты статей [3,6] для доказательства сле-
дующих утверждений: 

1. Существуют в точности шесть паранепротиворечивых пози-
тивно аксиоматизируемых расширений логики J с PBP, из них три 
логики обладают интерполяционным свойством. 

2. Логика J+⊥ имеет точно шесть паранепротиворечивых рас-
ширений с PBP, из них три имеют CIP. 

3. Если логика L из E(J) имеет CIP или PBP, то обе логики 
L+⊥ и L+Int обладают тем же свойством. 

4. Для любых логик L из E(J+⊥) и L' из E(Int), их пересечение 
имеет PBP (или CIP) тогда и только тогда, когда обе логики имеют 
PBP (соответственно CIP). 

5. Проективное свойство Бета и интерполяционное свойство 
разрешимы в семействе позитивно аксиоматизируемых расшире-
ний логики J и в семействе всех расширений паранепротиворечи-
вой логики J+(⊥∨ (⊥ ⇒ A)). 

2. Определения  
Пусть P – список переменных. Через A(P) обозначаем фор-

мулу, все переменные которой входят в P. Говорим, что исчисле-
ние L обладает проект ивным свойст вом Бет а PBP, если для 
любой формулы A(P,Q,x) из выводимости в L формулы  

A(P,Q,x)&A(P,Q',y) ⇒ (x ⇔ y) 
следует выводимость A(P,Q,x) ⇒ (x ⇔ B(P)) для подходящей фор-
мулы B(P) (здесь P,Q,Q' - попарно не пересекающиеся списки 
переменных, не содержащие переменных x и y); свойст во Бет а BP 
определяется как частный случай PBP при пустом Q. Формула 
B(P) называется явным определением x в L. 
 Следуя [7], можно вывести PBP из инт ерполяционного свой-
ст ва CIP, определенного следующим образом (где списки P,Q,R 
попарно не пересекаются): 
 CIP. Если A(P,Q) ⇒ B(P,R) выводима в L, то существует такая 
формула C(P), что обе формулы A(P,Q) ⇒ C(P) и C(P) ⇒ B(P,R) 
выводимы в L.  
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 По аналогии с [8] можно доказать, что все позитивные логики, 
рассматриваемые в данной статье, и все расширения логики J 
обладают свойством Бета BP. 
 Отметим, что приведенные выше формулировки свойств Бета 
и интерполяционного свойства предполагают, что язык содержит 
по крайней мере одну пропозициональную константу. В самом 
деле, во всех рассматриваемых в статье исчислениях выводимы 
формулы x&y ⇒ (x ⇔ y) и (q ⇒ q) ⇒ (r ⇒ r). Поэтому из справед-
ливости BP или CIP в каком-либо исчислении следует существо-
вание формулы B, не имеющей переменных. 

Под логикой мы понимаем любое множество формул данного 
фиксированного языка, замкнутое относительно правил подста-
новки и modus ponens: A, A⇒B/B. Если L – логика, то через E(L) 
обозначаем множество логик того же языка, что и L, содержащих 
данную логику L.  

Если L – логика и Ax – множество формул, то через L+Ax обо-
значаем наименьшую логику, содержащую L∪Ax, то есть замыка-
ние указанного объединения относительно двух правил вывода. 

Теорией, основанной на логике L, или L-т еорией называем 
множество формул в языке логики L, замкнутое относительно 
правила modus ponens. Логику или теорию называем непрот иво-
речивой, если она не совпадает с множеством всех формул. Логику 
L называем паранепрот иворечивой, если существует непротиво-
речивая L-теория, содержащая одновременно некоторую формулу 
B и ее отрицание ¬B. 

3. Позитивные логики 
Сначала рассмотрим позитивный фрагмент PJ минимальной 

логики J. 
Формулы позитивной логики строятся из пропозициональных 

переменных с помощью конъюнкции, дизъюнкции и импликации. 
Для удобства мы также включаем в число логических символов 
пропозициональную константу Τ ("истина"). Формулы рассматри-
ваемого языка называем позитивными. Множество всех позитив-
ных формул обозначаем через PF.  

Аксиоматика позитивного исчисления может быть найдена, 
например, в [9]. Мы добавляем Τ в качестве дополнительной 
аксиомы и обозначаем это исчисление, а также задаваемую им 
логику, через PJ. В [6] была доказана  
Теорема 1. В множ ест ве E(PJ) всех расширений логики PJ суще-
ст вуют  в т очност и семь позит ивных логик с проект ивным свой-
ст вом Бет а, а именно  
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(1) PJ, 
(2) PJ+(p⇒q)∨(q⇒p), 
(3) PJ+ p∨(p⇒q), 
(4) PJ+p, 
(5) PJ+ p∨(p⇒(q⇒r)∨(r⇒q)), 
(6) PJ+ p∨(p⇒q∨(q⇒r)),  
(7) PJ+ p∨(p⇒q)∨(q⇒r). 

Первые чет ыре логики обладают , а ост альные не обладают  
инт ерполяционным свойст вом. 
 Кроме того, в [6] установлена разрешимость проективного 
свойства Бета на классе E(PJ). Разрешимость интерполяционного 
свойства была отмечена в [4]. 
 В работах [3]–[6] использовались, преимущественно, алгебраи-
ческие методы. В [2] был найден алгебраический эквивалент про-
ективного свойства Бета – свойство SES сильной сюръективности 
эпиморфизмов соответствующего многообразия алгебр. Равно-
сильность интерполяции и амальгамируемости была установлена 
ранее в [4]. 
 Отметим, что логика (4) совпадает с множеством PF всех пози-
тивных формул, то есть является противоречивой. Что касается 
остальных логик, то они могут быть охарактеризованы с помощью 
подходящих классов шкал Крипке, то есть частично упорядочен-
ных множеств. При этом означивания формул удовлетворяют тем 
же условиям, что и в интуиционистских моделях Крипке, а 
именно: 

K1) (x= p и x<y) → y= p; 
K2) (x= A&B) ↔ (x= A и x= B); 
K3) (x= A∨B) ↔ (x= A или x= B); 
K4) (x= A⇒B) ↔ (неверно x= A или x= B); 
K5)  x=Τ для всех x. 
Логика PJ характеризуется всеми частично упорядоченными 

шкалами, логика (2) – классом линейно упорядоченных шкал, 
логика (3) – одноэлементной шкалой. Логика (5) полна относи-
тельно класа шкал, удовлетворяющих условию:  

(x<y и x<z) → (y≤z или z≤y);  
логика (6) характеризуется шкалами, не содержащими цепей 
длины три, а логика (7) – одной двухэлементной цепью. 
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4. Минимальная логика Йохансона и ее расширения  
Минимальная логика Йохансона [10] так же, как и интуицио-

нистская, содержит все аксиомы позитивной логики. Однако 
минимальная логика отличается от интуиционистской тем, что в 
последней противоречие имплицирует любую формулу. 

Минимальная логика может быть сформулирована в языке, 
который в дополнение к связкам позитивной логики содержит, 
взамен отрицания, пропозициональную константу ⊥ ("абсурд") 
[11]. В этом случае отрицание в минимальной логике рассматри-
вается как сокращение: ¬A= A ⇒ ⊥. Константа ⊥ в минимальной 
логике, в отличие от интуиционистской и классической логик, не 
обязательно интерпретируется как "ложь". 

При такой формулировке минимальное исчисление J имеет те 
же аксиомы и правила вывода, что и позитивное исчисление PJ, а 
интуиционистское исчисление Int содержит дополнительную 
аксиому  ⊥⇒ p, то есть Int = J+(⊥⇒ p).  

Для любой логики L обозначим L⊥=L+⊥. Множество всех 
формул указанного языка обозначаем через F. 

Пусть L – произвольная логика, содержащая J, и Г – любая L-
теория. Если Г содержит B и ¬B для некоторой формулы B, то Г 
содержит ⊥, так как формула B ⇒((B⇒⊥)⇒⊥) выводима в J. Если 
Г содержит ⊥, то Г содержит также ¬⊥ (= ⊥⇒⊥). Поэтому логика 
L является паранепротиворечивой тогда и только тогда, когда 
логика L⊥ непротиворечива. В частности, логика, содержащая ⊥, 
паранепротиворечива в том и только в том случае, когда она 
непротиворечива. 
Предложение 2. Логика, содерж ащая J, являет ся паранепрот и-
воречивой, если и т олько если она не содерж ит  Int. 
Доказательство. Если логика L содержит Int, то логика 
L+⊥, содержит также и переменную p, а значит, совпадает с мно-
жеством всех формул. Поэтому такая логика не является паране-
противоречивой. Напротив, покажем, что любая логика L, содер-
жащая J и не содержащая Int, паранепротиворечива. В самом деле, 
рассмотрим логику L⊥=L+⊥. Эта L-теория содержит одновре-
менно формулы ⊥ и ¬⊥. Если она непротиворечива, то L паране-
противоречива, Если же L+⊥ является противоречивой, то содер-
жит переменную p. Тогда по теореме о дедукции, справедливой во 
всех расширениях логики J, получаем, что L содержит формулу 
(⊥⇒ p). 

Заметим, что для любого конечно аксиоматизируемого расши-
рения L логики J свойство паранепротиворечивости легко прове-
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ряется, так как оно равносильно тождественной истинности всех 
аксиом исчисления L в двухэлементной импликативной решетке 
[9], если константа ⊥ интерпретируется как 1 ("истина"). 

Следующие утверждения доказаны в [6]. 
Предложение 3. Пуст ь L – позит ивная логика из E(PJ). Если L 
имеет  PBP или CIP, т о J+L обладает  т ем ж е свойст вом. 
 В частности, сама логика J имеет CIP. 
Предложение 4. Если L из E(J) имеет  CIP (или PBP), т о следую-
щие логики т акж е имеют  CIP (соот вет ст венно PBP): 

L+⊥, L+(⊥⇒p), L+⊥∨(⊥⇒p). 
Отсюда следует, что логики J+⊥ и JE'=J+⊥∨(⊥⇒p) обладают 

интерполяционным свойством. 
Отметим, что если L из E(J) имеет CIP, то интерполянт фор-

мулы (A⇒B) в L⊥ совпадает с интерполянтом формулы 
((A&⊥)⇒B) в L. Пусть L имеет PBP и формула A(P,Q,x)&A(P,Q',y) 
⇒ (x ⇔ y) выводима в L⊥. Тогда формула  
(A(P,Q,x) &⊥)&(A(P,Q',y) &⊥) ⇒ (x ⇔ y) выводима в L, и требуе-
мое явное определение для x в L⊥ совпадает с явным определе-
нием, существующим в L для последней формулы. Интерполянты 
и явные определения в логиках L+(⊥⇒p) и L+⊥∨(⊥⇒p) также 
эффективно вычисляются по интерполянтам и явным определе-
ниям для подходящих формул из L.  

Любой логике L из E(J) соответствует ее позит ивный фраг-
мент  PL, состоящий из всех позитивных формул, входящих в L. 
Хорошо известно, что PJ=PInt. Кроме того, нетрудно показать, что 
для любого множества Ax позитивных формул справедливо равенство: 
P(J+Ax) = P(J⊥+Ax) = PJ+Ax. Более того, P(Int+Ax) = PInt+Ax [12]. 

Может случиться, что суперинтуиционистская логика 
позитивно аксиоматизируема над Int и обладает интер-
поляционным свойством, а ее позитивный фрагмент не имеет даже 
проективного свойства Бета [6]. Для позитивно аксиома-
тизируемых расширений логики J ситуация иная, как показывает 
следующая 
Теорема 5 [6]. Если Ax – множ ест во позит ивных формул, т о 
следующие условия эквивалент ны: 

(1) J+Ax имеет  CIP (соот вет ст венно PBP), 
(2) J⊥+Ax имеет  CIP (соот вет ст венно PBP), 
(3) позит ивная логика PJ+Ax имеет  CIP (соот вет ст венно 

PBP). 
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Противоречивая логика F=J+p, конечно, обладает свойствами 
CIP и PBP. Остальные позитивно аксиоматизируемые расширения 
логик J и J⊥ являются паранепротиворечивыми. Кроме того, 
любая логика L, содержащая J⊥, может быть аксиоматизирована 
добавлением к J⊥ позитивных формул: достаточно заменить ⊥ на 
Τ в аксиомах логики L. Поэтому из теорем 1 и 5 непосредственно 
вытекают нижеследующие теоремы 6(1) и 7(1). Результаты о 
разрешимости, сформулированные в теоремах 6(2) и 7(2), сразу 
вытекают из разрешимости свойств CIP и PBP в E(PJ) и теоремы 5 
с учетом разрешимости свойства паранепротиворечивости в E(J). 
Теорема 6. (1) Семейст во E(J) содерж ит  т очно шест ь пара-
непрот иворечивых позит ивно аксиомат изируемых логик с проек-
т ивным свойст вом Бет а, из них в т очност и т ри обладают  
инт ерполяционным свойст вом. 

(2) Сущест вует  алгорит м, кот орый по любой конечной сис-
т еме Ax позит ивных формул распознает , являет ся ли логика J+Ax 
паранепрот иворечивой логикой с PBP или CIP. 
Теорема 7. (1) Логика J⊥ имеет  т очно шест ь паранепрот иворе-
чивых расширений с проект ивным свойст вом Бет а, из них в т оч-
ност и т ри обладают  инт ерполяционным свойст вом. 

(2) Сущест вует  алгорит м, кот орый по любой конечной сис-
т еме Ax формул распознает , являет ся ли логика J⊥+Ax паране-
прот иворечивой логикой с PBP или CIP. 

Аксиоматизация логик, указанных в теоремах 6(1) и 7(1), сразу 
находится из пунктов (1)–(3) и (5)–(7) теоремы 1. Семантическую 
характеризацию этих логик легко получить из приведенного в 
параграфе 3 семантического описания позитивных логик с PBP, 
пользуясь следующим правилом. Характеризация позитивно 
аксиоматизируемой логики в E(J) с помощью шкал Крипке полу-
чается из характеризации ее позитивного фрагмента (если такая 
существует) без добавления каких-либо условий. Что касается 
логик из E(J⊥), то необходимо добавить условие: x=⊥ для всех x. 

5. Расширения логики JE' 
В этом параграфе мы рассмотрим более подробно семейство 

расширений логики JE' = J+⊥∨(⊥⇒p). Это семейство изучалось в 
[13]. В частности, там показано, что все логики из E(JE') и только 
они представимы как пересечения подходящих логик из E(J⊥) и 
E(Int). Более точно, каждой логике L из E(JE') ставятся в соответ-
ствие два напарника L'=L⊥ и L''=L+Int. Тогда имеет место равен-
ство L=L'∩L''.  
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Для исследования этого семейства мы применим следующее 
утверждение, доказанное в [6]: 
Теорема 8. Пуст ь L содерж ит  J⊥, а L' содерж ит  Int. Тогда пере-
сечение L∩L' имеет  CIP (соот вет ст венно PBP) в т ом и т олько в 
т ом случае, если обе логики L и L' имеют  CIP (соот вет ст венно 
PBP). 
 Отметим, что если L и L' имеют CIP и формула (A⇒B) верна в 
L∩L', то ее интерполянтом в L∩L' будет формула (⊥⇒C)&(C'∨⊥), 
где C и C' – интерполянты этой формулы в L и L' соответственно.  

Обратно, пусть логика L∩L' имеет CIP. Тогда интерполянт 
формулы (A⇒B) в L совпадает с интерполянтом формулы 
(A&⊥⇒B) в логике L∩L', а интерполянт такой же формулы в L' 
совпадает с интерполянтом формулы (A⇒B∨⊥) в L∩L'. 
 Далее, пусть обе логики L и L' имеют PBP и формула  
 A(P,Q,x)&A(P,Q',y) ⇒ (x ⇔ y) 
выводима в L∩L'. Тогда эта формула принадлежит как L, так и L'. 
Получаем выводимость в L∩L' формулы 
 A(P,Q,x) ⇒ (x ⇔ (⊥⇒B(P))&(B'(P)∨⊥)), 
где B(P) и B'(P) – явные определения в L и L' соответственно. 
Обратно, пусть логика L∩L' имеет PBP. Если формула 
A(P,Q,x)&A(P,Q',y) ⇒ (x ⇔ y) выводима в L, то явным определе-
нием для x в L будет явное определение в L∩L', существующее 
для формулы (A(P,Q,x) &⊥)&(A(P,Q',y) &⊥) ⇒ (x ⇔ y). Если же 
формула A(P,Q,x)&A(P,Q',y) ⇒ (x ⇔ y) выводима в L', то явным 
определением в L' будет явное определение, существующее в L∩L' 
для формулы  
(A(P,Q,x) &(x ⇔ x∨⊥))&(A(P,Q',y) &(y ⇔ y∨⊥)) ⇒ (x ⇔ y). 

Известно, что никакое пересечение двух несравнимых пози-
тивных или суперинтуиционистских логик не имеет ни CIP, ни 
PBP. Таким образом, теорема 8 подчеркивает еще одно интересное 
отличие семейства E(J) от E(PJ) и E(Int).  
 Из теоремы 8 сразу вытекает 
Следствие 9. Логика L, содерж ащая JE'=J+⊥∨(⊥⇒p), имеет  CIP 
(PBP) в т ом и т олько в т ом случае, если обе логики L+⊥ и 
L+(⊥⇒p) имеют  CIP (соот вет ст венно PBP). 
 Напомним, что согласно [3] существуют шестнадцать суперин-
туиционистских логик с PBP, из них восемь имеют CIP. Указан-
ные свойства разрешимы на классе суперинтуиционистских логик 
[4]. Паранепротиворечивые логики из E(JE') получаются как все-
возможные пересечения паранепротиворечивых расширений 
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логик из E(J⊥) с суперинтуиционистскими логиками. Поэтому из 
теоремы 7 следует 
Теорема 10. (1) Сущест вуют  в т очност и 96=6⋅16 паранепрот и-
воречивых расширений логики JE'=J+⊥∨(⊥⇒p), обладающих про-
ект ивным свойст вом Бет а, из них в т очност и 24=3⋅8 логик 
имеют  CIP. 

(2) Сущест вует  алгорит м, кот орый по любой конечной сис-
т еме Ax формул распознает , являет ся ли логика JE'+Ax паране-
прот иворечивой логикой с PBP или CIP. 

В [13] С.П.Одинцов называет собст венно паранепрот иворечи-
выми логики из E(J), не входящие ни в E(Int) ни в E(J⊥). Исходя из 
теорем 10 и 7, нетрудно посчитать в E(JE') число собственно пара-
непротиворечивых логик, обладающих проективным свойством 
Бета или интерполяционным свойством, и доказать существование 
соответствующих разрешающих алгоритмов. Однако описание 
логик с PBP или CIP во всем семействе E(J) остается нерешенной 
проблемой. Неизвестно, конечно или бесконечно число логик из 
E(J), обладающих указанными свойствами, и разрешимы ли эти 
свойства в семействе E(J). Добавим, что теорема 10 вместе с пред-
ложением 4 дают удобные необходимые условия того, чтобы 
логика L из E(J) обладала свойствами CIP или PBP. 
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