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В [4] В.И. Гливенко получил результат, который в настоящее время принято назы-
вать теоремой Гливенко и который устанавливает эквивалентность между утвер-
ждением о принадлежности формулы классической пропозициональной логике и
утверждением о принадлежности двойного отрицания этой формулы интуиционист-
ской пропозициональной логике. Теорема Гливенко является важным достижением
в области исследований связей между логиками, проводимых с применением по-
гружающих операций. Здесь предлагается обобщение теоремы Гливенко и описы-
вается основанный на этом обобщении способ построения аналогов утверждения,
являющегося некоторой специальной формой теоремы Гливенко. В статье исполь-
зованы построенные автором подлогики классической пропозициональной логики,
из которых главную роль играет логика Int<ω,ω> (она является также подлогикой
интуиционистской пропозициональной логики). Обращение к логике Int<ω,ω> поз-
волило провести такое обобщение теоремы Гливенко, которое распространяется на
некоторый обширный (континуальной мощности) класс подлогик интуиционистской
пропозициональной логики.
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Язык L всех рассматриваемых здесь логик есть пропозициональный
язык, алфавиту которого принадлежат в точности следующие сим-
волы: &, ∨, ⊃ (бинарные логические связки языка L), ¬ (унарная
логическая связка языка L), (,) (технические символы языка L), p1,
p2, p3,. . . (пропозициональные переменные языка L). Определение L-
формулы индуктивно: (1) всякая пропозициональная переменная языка
L есть L-формула, (2) если A и B являются L-формулами, то (A&B),
(A ∨ B), (A ⊃ B) и (¬A) являются L-формулами, (3) ничто иное не
является L-формулой. Допускаем применение обычных соглашений об
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опускании скобок в L-формулах и используем «формула» как сокра-
щение для «L-формула». Квазиэлементарной формулой называем фор-
мулу, в которую не входит ни одна бинарная логическая связка языка
L. Длину формулы A определяем традиционно как число всех вхож-
дений символов &, ∨, ⊃, ¬ в A. Назовем L-логикой непустое множе-
ство формул, замкнутое относительно правила modus ponens в L (обо-
значаем это правило через MPL) и относительно правила подстанов-
ки формулы в формулу вместо пропозициональной переменной язы-
ка L (обозначаем это правило через SubL). Напомним, что MPL есть
множество всех упорядоченных троек, каждая из которых имеет вид
< A,A ⊃ B,B >, где A и B являются формулами. Условимся, что для
всякой пропозициональной переменной q языка L и для всяких формул
A и В Sq

B(A) есть результат подстановки формулы B в формулу A
вместо q. Для произвольных α и β из {0, 1, 2, . . .ω} зададим исчис-
ление HI<α,β> гильбертовского типа и исчисление HInt<α,β> гильбер-
товского типа. Язык исчисления HI<α,β> гильбертовского типа и язык
исчисления HInt<α,β> есть L. Aксиомами исчисления HI<α,β> явля-
ются все те и только те формулы, каждая из которых имеет хотя бы
один из следующих двенадцати видов (здесь A, B и C — формулы): (I)
(A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)), (II) A ⊃ (A ∨ B), (III) B ⊃ (A ∨ B),
(IV) (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C)), (V) (A&B) ⊃ A, (VI)
(A&B) ⊃ B, (VII) (C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ (A&B))), (VIII)
(A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A&B) ⊃ C), (IX) ((A&B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)),
(X) (((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A), (XI,α) ¬D ⊃ (D ⊃ A), где D есть
формула, которая не является квазиэлементарной формулой длины
< α, (XII,β)(E ⊃ ¬(A ⊃ A)) ⊃ ¬E, где E есть формула, которая не яв-
ляется квазиэлементарной формулой длины < β . Исчисление HI<α,β>

имеет единственное правило — МРL.

Аксиомами исчисления HInt<α,β> являются все те и только те фор-
мулы, каждая из которых имеет хотя бы один из видов (I)–(IX), или
имеет вид (XI,α), или имеет вид (XII,β). Исчисление HInt<α,β> имеет
единственное правило — МРL. Выводы в HI<α,β> (HI<α,β>-выводы)
и выводы в HInt<α,β> (HInt<α,β>-выводы), а также доказатель-
ства в HI<α,β> (HI<α,β>-доказательства) и в HInt<α,β> (HInt<α,β>-
доказательства) строятся обычным для исчислений гильбертовского
типа образом. Для этих исчислений стандартно определяются поня-
тия длины вывода, длины доказательства, доказуемой формулы. Усло-
вимся через I<α,β> обозначать множество всех формул, доказуемых
в HI<α,β>, а через Int<α,β> — множество всех формул, доказуемых
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в HInt<α,β>. Можно доказать нижеследующие утверждения (А), (Б) и
(В), шаблонные доказательства которых здесь не приводятся.

(А) Для всяких x и y из {0, 1, 2, . . .ω} множества I<х,у> и Int<х,у>
являются L-логиками.

(Б) I<0,0> есть классическая пропозициональная логика в языке L.
(B) Int<0,0> есть интуиционистская пропозициональная логика в

языке L.
Здесь «классическая пропозициональная логика в языке L» означает

множество всех классических тавтологий в языке L, а «интуиционист-
ская пропозициональная логика в языке L» означает множество всех
интуиционистских тавтологий в языке L. Условимся о том, что для вся-
кого множества K формул и всякой формулы A запись «K ⊢HI<α,β>

A»
есть сокращение для «существует HI<α,β>-вывод из множества K фор-
мул формулы A», а запись «K ⊢HInt<α,β>

A» есть сокращение для «су-
ществует HInt<α,β>-вывод из множестваK формул формулы A». Усло-
вимся также о том, что для всякой формулы A запись «⊢HI<α,β>

A» есть
сокращение для «существует HI<α,β>-доказательство формулы A», а
запись «⊢HInt<α,β>

A» есть сокращение для «существует HInt<α,β>-
доказательство формулы A». Будем допускать использование символа
∀ для обозначения квантора общности, символа ∃ для обозначения кван-
тора существования, символа ⇒ для обозначения материальной импли-
кации и символаN для обозначения множества всех целых положитель-
ных чисел.

Лемма 1. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множество
формул и Н есть HI<α,β> или HInt<α,β>. Для всякого целого поло-
жительного числа n и для всяких формул A1, . . . , An: если для всякого
целого положительного числа i, которое ≤ n, верно, что Ai ∈ M ,
или Ai есть аксиома исчисления H, или существует строго мень-
шие i положительные числа k и l, для которых упорядоченная тройка
< Ak, Al, Ai > есть применение modus ponens в L, то для всякой фор-
мулы F и для всякой пропозициональной переменной q языка L

M ⊢H Sq
F (An).

Стереотипное индуктивное (методом возвратной индукции) доказа-
тельство леммы 1 здесь не приводим. Нижеследующие леммы 2 и 3
можно легко доказать, используя лемму 1.

Лемма 2. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множество
формул. Для всякой формулы A: если M ⊢HInt<ω,ω> A, то для вся-
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кой формулы F и для всякой пропозициональной переменной q языка L
M ⊢HInt<ω,ω> Sq

F (A).

Лемма 3. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множество
формул. Для всякой формулы A: если M ⊢HI<ω,ω> A, то для всякой
формулы F и для всякой пропозициональной переменной q языка L
M ⊢HI<ω,ω> Sq

F (A).

Лемма 4. Для всякой формулы A: A есть квазиэлементарная форму-
ла ⇔ A есть пропозициональная переменная языка L или ∃y(y ∈ N)∃q
(q есть пропозициональная переменная языка L) ∃α1 . . . αy (A есть
(α1 . . . (αyq) . . .) и α1 есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y}).

Стереотипное индуктивное (методом возвратной индукции) доказа-
тельство леммы 4 здесь не приводим.

Нам потребуется секвенциальное исчисление GInt<ω,ω>. Алфавит
языка этого исчисления есть объединение алфавита языка L с двух-
элементным множеством {,, →} символов. Непустой последовательно-
стью формул называем слово в алфавите исчисления GInt<ω,ω>, имею-
щее вид A1,. . . ,An, где n есть целое положительное число, а A1, . . . , An

являются формулами. Пустой последовательностью формул называем
пустое слово. Называем π последовательностью формул, если π есть
пустая последовательность формул или непустая последовательность
формул. Секвенцией называем слово в алфавите исчисленияGInt<ω,ω>,
имеющее вид π → ρ , где π и ρ — последовательности формул. Для
всякого целого положительного числа n назовем n-посылочным секвен-
циальным правилом любое непустое подмножество n + 1-ой декарто-
вой степени множества всех секвенций. Называем R секвенциальным
правилом, если для некоторого целого положительного числа n R есть
n-посылочное секвенциальное правило. Называем Π применением се-
квенциального правила R, если П ∈ R. Условимся, что Γ и ∆ — лю-
бые последовательности формул, Λ — любая такая последовательность
формул, которая является формулой или пустой последовательностью
формул. Множество всех основных секвенций исчисления GInt<ω,ω>

есть множество всех секвенций, каждая из которых имеет вид A → A,
где A есть формула. Множество всех правил исчисления GInt<ω,ω> яв-
ляется множеством всех определяемых ниже секвенциальных правил
R1–R15. Определяя эти правила, предполагаем, что A и B — произ-
вольные формулы.

R1 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <Γ,A,B,∆ → Λ, Γ,B,A,∆ → Λ>,
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R2 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <A,A,Γ → Λ, A,Γ → Λ>,

R3 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <Γ → Λ, A,Γ → Λ>,

R4 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <Γ → Λ, Γ → Λ,A>,

R5 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <A,Γ → Λ, A&B,Γ → Λ>,

R6 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <A,Γ → Λ, B&A,Γ → Λ>,

R7 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <Γ → A, Γ → B, Г → A&B>,

R8 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <A,Γ → Λ, B,Γ → Λ, A ∨B,Г → Λ>,

R9 есть секвенциальное правило, каждое применение которого имеет
вид <Γ → A, Γ → Λ,A ∨B>,

R10 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <Γ → A, Γ → Λ,B ∨A>,

R11 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <Γ → A, B,∆ → Λ, A ⊃ B,Г,∆ → Λ>,

R12 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <A,Γ → B, Γ → A ⊃ B>,

R13 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <Γ → Q, ¬Q,Γ →>, где Q есть формула, не являющаяся ква-
зиэлементарной формулой,

R14 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <Q,Γ →, Γ → ¬Q>, где Q есть формула, не являющаяся ква-
зиэлементарной формулой,

R15 есть секвенциальное правило, каждое применение которого име-
ет вид <Γ → A, A,∆ → Λ, Γ,∆ → Λ>.

Доказательства в GInt<ω,ω> строятся обычным для секвенциальных
исчислений образом — аналогично тому, как строятся в [1] древовид-
ные выводы в исчислениях LK и LJ , и аналогично тому, как строятся
в [2] доказательства в секвенциальных исчислениях. Определение се-
квенции, доказуемой в GInt<ω,ω>, стандартно. Используя методы, раз-
работанные в [1], можно доказать следующее Утверждение.

Утверждение. Для всякой формулы A: → A есть секвенция, доказуе-
мая в GInt<ω,ω> тогда и только тогда, когда A доказуема в HInt<ω,ω>.
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Лемма 5. Пусть М есть замкнутое относительно SubL множество
формул. ∀n(n ∈ N)∀A1 . . . ∀An(A1, . . . , An — формулы) : ∀i(i ∈ N и i ≤
n)(Ai ∈ M , или Аi есть аксиома исчисления HI<ω,ω>, или ∃k∃l(k, l ∈
N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈MPL) ⇒M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬An.

Для доказательства леммы 5 воспользуемся следующим принципом
возвратной индукции:

∀n(n ∈ N)(∀m(m ∈ N и m < n)∀A1 . . . ∀Am(A1, . . . , Am —
формулы)(∀i(i ∈ N и i ≤ m)(Ai ∈ M , или Ai есть аксиома исчисле-
ния HI<ω,ω>, или ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈ MPL) ⇒
M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬Am) ⇒ ∀A1 . . . ∀An(A1, . . . , An — формулы) (∀i(i ∈ N
и i ≤ n)(Ai ∈ M , или Ai есть аксиома исчисления HI<ω,ω>, или
∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈ MPL) ⇒ M ⊢HInt<ω,ω>

¬¬An)) ⇒ ∀n(n ∈ N)(∀A1 . . . , ∀An(A1, . . . , An — формулы): ∀i(i ∈ N
и i ≤ n)(Ai ∈ M , или Ai есть аксиома исчисления HI<ω,ω>, или
∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈MPL) ⇒M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬An.

Из этого принципа вытекает, что для доказательства леммы 5 доста-
точно доказать индукционный шаг:

∀n(n ∈ N)(∀m(m ∈ N иm < n)∀A1 . . . ∀Am (A1, . . . , Am — формулы)
(∀i(i ∈ N и i ≤ m)(Ai ∈ M , или Аi есть аксиома исчисления HI<ω,ω>,
или ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈ MPL) ⇒ М ⊢HInt<ω,ω>

¬¬Am) ⇒ ∀A1 . . . ∀An(A1, . . . , An — формулы) (∀i(i ∈ N и i ≤ n)(Ai ∈
M , или Аi есть аксиома исчисления HI<ω, ω >, или ∃k∃l(k, l ∈ N и
k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈MPL) ⇒ М ⊢HInt<ω,ω> ¬¬An)).

Докажем индукционный шаг.
(1) u ∈ N (допущение).
(2) ∀m(m ∈ N и m < u)∀A1 . . . ∀Am(A1, . . . , Am — формулы) (∀i(i ∈

N и i ≤ m)(Ai ∈ M , или Аi есть аксиома исчисления HI<ω,ω>, или
∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < Ak, Al, Ai >∈ MPL) ⇒ M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬Am)
(допущение).

(3) A′
1, . . . , A

′
u — формулы (допущение).

(4) ∀i(i ∈ N и i ≤ u)(A′
i ∈ M , или А′

i есть аксиома исчисления
HI<ω,ω>, или ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < A′

k, A
′
l, A

′
i >∈ MPL) (допу-

щение).
(5) A′

u ∈M (допущение).
(6) A′

u есть квазиэлементарная формула (допущение).
(7) A′

u есть пропозициональная переменная языка L или ∃y(y ∈
N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка L) ∃α1 . . . ∃αy(A′

u

есть (α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y}) (из (3)
и (6), по лемме 4).
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Очевидно, что (8) для всякой пропозициональной переменной q языка
L и всяких A и B: если A ∈M и B есть формула, то Sq

B(A) ∈M .
(9) A′

u есть пропозициональная переменная языка L (допущение).
(10) ¬¬A′

u есть формула (из (9), по определению формулы).
Понятно, что (11) SA′u

¬¬A′
u
(A′

u) есть ¬¬A′
u.

(12) SA′u
¬¬A′

u
(A′

u) ∈M (из (3), (8), (9) и (10)).
(13) ¬¬A′

u ∈M (из (11) и (12)).
Снимая допущение (9), получаем, что
(14) если A′

u есть пропозициональная переменная языка L, то ¬¬A′
u ∈

M .
(15) ∃y(y ∈ N)∃q (q есть пропозициональная переменная языка

L) ∃α1 . . . ∃αy(A′
u есть (α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , y}) (допущение).
Пусть (16) y ∈ N , q есть пропозициональная переменная языка L,

A′
u есть (α′

1 . . . (α
′
yq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y}.

(17) ¬¬q есть формула (из того, что q есть пропозициональная пере-
менная языка L (см. (16)), по определению формулы).

(18) (α′
1 . . . (α

′
yq) . . .) ∈M (из (5) и (16)).

(19) Sq
¬¬q(α′

1 . . . (α
′
yq) . . .) ∈M (из (3), (8), (16) и (17)).

В свете утверждений (3), (16) и (17), ясно, что
(20) Sq

¬¬q(α′
1 . . . (α

′
yq) . . .) есть (¬(¬(α′

1 . . . (α
′
yq) . . .))).

(21) ¬¬А′
u ∈M (из (16), (19) и (20)).

Снимая допущение (15), получаем, что
(22) если ∃y(y ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка

L) ∃α1 . . .∃αy (A′
u есть (α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , y}), то ¬¬A′
u ∈M .

(23) ¬¬A′
u ∈M (из (7), (14) и (22)).

(24)M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (23) и того, чтоM — множество формул и

¬¬A′
u есть формула, по определениюHInt<ω,ω> — вывода из множества

формул и соглашения об использовании ⊢HInt<ω,ω>).
Снимая допущение (6), получаем, что
(25) если A′

u есть квазиэлементарная формула, то М ⊢HInt<ω,ω>

¬¬A′
u.

(26) A′
u не есть квазиэлементарная формула (допущение).

Нам потребуется следующая подлемма 1.

Подлемма 1. Для всякой формулы A: если A не есть квазиэлемен-
тарная формула, то A ⊃ ¬¬A есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.

В свете утверждения ясно, что для доказательства подлеммы 1 до-
статочно доказать, что для произвольной формулы A, не являющей-
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ся квазиэлементарной формулой, секвенция → A ⊃ ¬¬A доказуема в
GInt<ω,ω>.

Построим для произвольной формулы A, не являющейся квазиэле-
ментарной формулой, доказательство в GInt<ω,ω> секвенции → A ⊃
¬¬A.

A→A
¬A,A→

A→¬¬A
→A ⊃ ¬¬A

Итак, для произвольной формулы A, не являющейся квазиэлементар-
ной формулой, секвенция → A ⊃ ¬¬A доказуема в GInt<ω,ω>.

Подлемма 1 доказана.
Опираясь на подлемму 1, определения и соглашение об использова-

нии ⊢HInt<ω,ω> , получаем, что
(27) ∀A (A есть формула) ∀Г (Г есть множество формул) (если A не

есть квазиэлементарная формула, то Г ⊢HInt<ω,ω> A ⊃ ¬¬A).
(28) M ⊢HInt<ω,ω> A′u ⊃ ¬¬A′u (из условия доказываемой леммы и

утверждений (3), (26) и (27)).
Не трудно убедиться в том, что
(29) ∀A(A есть формула) ∀B(B есть формула) ∀Γ(Γ есть множество

формул) (A ∈ Γ и Γ ⊢HInt<ω,ω> A ⊃ B ⇒ Γ ⊢HInt<ω,ω> B).
(30) ¬¬A′u есть формула (из (3), по определению формулы).
(31) (A′

u ∈M и M ⊢HInt<ω,ω> A′
u ⊃ ¬¬A′

u) ⇒M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u(из

условия доказываемой леммы и утверждений (3), (29) и (30)).
(32) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u (из (5), (28) и (31)).
Снимая допущение (26), получаем, что
(33) если A′

u не есть квазиэлементарная формула, то M ⊢HInt<ω,ω>

¬¬A′
u.

(34) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (25) и (33)).

Снимая допущение (5), получаем, что
(35) если A′

u ∈M , то M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u.

(36) A′
u есть аксиома исчисления HI<ω,ω> (допущение).

Понятно, что при этом допущении верно, что
(37) A′

u есть аксиома исчисления HInt<ω,ω> или найдутся такие фор-
мулы, скажем, F1 и F2, что A′

u есть ((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1.
(38) A′

u есть аксиома исчисления HInt<ω,ω> (допущение).
Очевидно, что (39) всякая аксиома исчисления HInt<ω,ω> есть фор-

мула, не являющаяся квазиэлементарной формулой.
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(40) A′
u ⊃ ¬¬A′

u есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω> (из (38) и
(39), по подлемме 1).

Используя утверждения (38) и (40), а также надлежащие определе-
ния, легко показать, что

(41) ¬¬A′
u есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.

Снимая допущение (38), получаем, что
(42) если A′

u есть аксиома исчисления HInt<ω,ω> то ¬¬A′
u есть фор-

мула, доказуемая в HInt<ω,ω>.
(43) Найдутся такие формулы, скажем, F1 и F2, что A′

u есть ((F1 ⊃
F2) ⊃ F1) ⊃ F1 (допущение).

Построим доказательство в GInt<ω,ω> секвенции →¬¬(((F1 ⊃ F2) ⊃
F1) ⊃ F1).

F1 → F1

(F1 ⊃ F2) ⊃ F1,F1→F1

F1 → ((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1

¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1),F1→
F1,¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→
F1,¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→F2

¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→F1 ⊃ F2 F1 → F1

(F1 ⊃ F2) ⊃ F1,¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→F1

¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)

¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1),¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→
¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)→

→¬¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1)

Итак, (44) секвенция →¬¬(((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1) доказуема в
GInt<ω,ω>.

(45) Секвенция ¬¬A′
u доказуема в GInt<ω,ω> (из (43) и (44)).

Используя утверждение (45), Утверждение и тот факт, что ¬¬A′
u

есть формула, получаем, что
(46) ¬¬A′

u есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.
Снимая допущение (43), получаем, что (47) если найдутся такие фор-

мулы F1 и F2, что A′
u есть ((F1 ⊃ F2) ⊃ F1) ⊃ F1, то ¬¬A′

u есть
формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.

(48) ¬¬A′
u есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω> (из (37), (42) и

(47)).
Опираясь на условие доказываемой леммы, утверждение (48), опре-

деления и соглашение об использовании ⊢HInt<ω,ω> , получаем, что (49)
M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u . Снимая допущение (36), получаем, что
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(50) если A′
u есть аксиома исчисления HI<ω,ω>, то M ⊢HInt<ω,ω>

¬¬A′
u.

(51) ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < u) < A′
k, A

′
l, A

′
u >∈MPL (допущение).

Пусть (52) k , l ∈ N и k , l < u < A′
k , A

′
l , A

′
u >∈MPL.

Ясно, что (53) A′
l есть (A′

k ⊃ A′
u).

(54) k ∈ N и k < u (из (52)).

(55) l ∈ N и l < u (из (52)).

(56) A′
1, . . . A

′
k — формулы и ∀i(i ∈ N и i ≤ k)(A′

i ∈M , или А′
i есть ак-

сиома исчисленияHI<ω,ω>, или ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i) < A′
k, A

′
l, A

′
i >∈

MPL) (из (3), (4) и (54)).

(57) A′
1, . . . , A

′
l — формулы и ∀i(i ∈ N и i ≤ l)(A′

i ∈ M , или А′
i

есть аксиома исчисления HI<ω, ω >, или ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < i)
< A′

k, A
′
l, A

′
i >∈MPL) (из (3), (4) и (55)).

(58) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
k (из (2), (54) и (56)).

(59) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
l (из (2), (55) и (57)).

(60) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(A′
k ⊃ A′

u) (из (53) и (59)).

Очевидно, что (61) справедливо хотя бы одно из следующих трех
утверждений: (а) ни A′

k , ни А′
u не являются квазиэлементарными фор-

мулами, (б) А′
u есть квазиэлементарная формула, (в) A′

k есть квазиэле-
ментарная формула.

(62) Ни A′
k , ни А′

u не являются квазиэлементарными формулами (до-
пущение).

Нам потребуется следующая подлемма 2.

Подлемма 2. Для всяких формул A и B: если ни A, ни B не являются
квазиэлементарными формулами, то ¬¬(A ⊃ B) ⊃ (¬¬A ⊃ ¬¬B) есть
формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.

В свете утверждения ясно, что для доказательства подлеммы 2 до-
статочно доказать, что для произвольных формул A и B, ни одна из
которых не является квазиэлементарной формулой, → ¬¬(A ⊃ B) ⊃
(¬¬A ⊃ ¬¬B) есть секвенция, доказуемая в GInt<ω,ω>.

Построим для произвольных формул A и B, ни одна из которых не
является квазиэлементарной формулой, доказательство в GInt<ω,ω> се-
квенции → ¬¬(A ⊃ В) ⊃ (¬¬A ⊃ ¬¬B).
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A→A B→B
A ⊃ B,A→B

¬B,A ⊃ B,A→
A ⊃ B,¬B,A→
A ⊃ B,A,¬B→

A,¬B→¬(A ⊃ B)

¬¬(A ⊃ B),A,¬B→
A,¬¬(A ⊃ B),¬B→
A,¬B,¬¬(A ⊃ B)→

¬B,¬¬(A ⊃ B)→¬A
¬¬A,¬B,¬¬(A ⊃ B)→
¬B,¬¬A,¬¬(A ⊃ B)→

¬¬A,¬¬(A ⊃ B)→¬¬B
¬¬(A ⊃ B)→¬¬A ⊃ ¬¬B

→¬¬(A ⊃ B) ⊃ (¬¬A ⊃ ¬¬B)

Итак, для произвольных формул A и B, ни одна из которых не явля-
ется квазиэлементарной формулой, секвенция → ¬¬(A ⊃ B) ⊃ (¬¬A ⊃
¬¬B) доказуема в GInt<ω,ω>.

Подлемма 2 доказана.
(63) ¬¬(A′

k ⊃ A′
u) ⊃ (¬¬A′

k ⊃ ¬¬A′
u) есть формула, доказуемая в

HInt<ω,ω> (из (3), (56) и (62), по подлемме 2).
Опираясь на утверждения (58), (60) и (63), не трудно показать, что

(64) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u.

Снимая допущение (62), получаем, что
(65) если ни A′

k , ни A′
u не являются квазиэлементарными формулами,

то M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u.

(66) A′
k не есть квазиэлементарная формула, а A′

u есть квазиэлемен-
тарная формула (допущение).

(67) A′
u есть квазиэлементарная формула (из (66)).

(68) A′
u есть пропозициональная переменная языка L или ∃R(R ∈

N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка L) ∃α1 . . . ∃αr(A
′
u

есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , r}) (из (3)
и (67), по лемме 4).

Разумеется, что (69) ¬¬A′
k , ¬¬(A′

k ⊃ A′
u), A′

u ⊃ A′
u и ¬(A′

u ⊃ A′
u)

являются формулами.
(70) A′

u есть пропозициональная переменная языка L (допущение).
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Из условия доказываемой леммы, леммы 2 и утверждений (58), (60),
(69) и (70) вытекают нижеследующие утверждения (71), (72), (73) и
(74).

(71) M ⊢HInt<ω,ω> SA′
uA′

u⊃A′
u
(¬¬A′

k ).
(72) M ⊢HInt<ω,ω> SA′

u¬(A′u⊃A′u)(¬¬A′
k ).

(73) M ⊢HInt<ω,ω> SA′u
A′

u⊃A′
u
(¬¬(A′

k ⊃ A′
u).

(74) M ⊢HInt<ω,ω> SA′
u¬(A′

u⊃A′
u)

(¬¬(A′
k ⊃ A′

u).
Опираясь на утверждения (3), (56), (70), (71), (72), (73) и (74) и ис-

пользуя известные свойства пропозициональной подстановки, определе-
ние формулы и соглашение об использовании S, получаем, что верны
следующие утверждения (75), (76), (77) и (78).

(75) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬SA′
uA′

u⊃A′
u
(A′

k).
(76) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬SA′

u¬(A′
u⊃A′

u)
(A′

k).
(77) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(SA′

uA′
u⊃A′

u
(A′

k) ⊃ (A′
u ⊃ A′

u)).
(78) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(SA′

u¬(A′
u⊃A′

u)
(A′

k) ⊃ ¬(A′
u ⊃ A′

u)).
Понятно, что (79) SA′

uA′
u⊃A′

u
(A′

k ), SA′
u¬(A′

u⊃A′
u)

(A′
k ), A′

u ⊃ A′
u и

¬(A′
u ⊃ A′

u) являются формулами, ни одна из которых не есть ква-
зиэлементарная формула.

(80) ¬¬(SA′
uA′

u⊃A′
u
(A′

k ) ⊃ ¬(A′
u ⊃ A′

u)) ⊃ (¬¬SA′
uA′

u⊃A′
u
(A′

k ) ⊃
¬¬(A′

u ⊃ A′
u)) есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω> (из (79), по под-

лемме 2).
(81) ¬¬(SA′

u¬(A′
u⊃A′

u)
(A′

k ) ⊃ ¬(A′
u ⊃ A′

u)) ⊃ (¬¬SA′
u¬(A′

u⊃A′
u)

(A′
k ) ⊃

¬¬¬(A′
u ⊃ A′

u)) есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω> (из (79), по
подлемме 2).

Опираясь на утверждения (75), (76), (77), (78), (80) и (81), не трудно
показать, что верны утверждения (82) и (83).

(82) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(A′
u ⊃ A′

u).
(83) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬¬(A′

u ⊃ A′
u).

Очевидно, что (84) ¬¬¬(A′
u ⊃ A′

u) ⊃ (¬¬(A′
u ⊃ A′

u) ⊃ ¬¬A′
u) есть

аксиома исчисления HInt<ω,ω>.
Тогда понятно, что (85) ¬¬¬(A′

u ⊃ A′
u) ⊃ (¬¬(A′

u ⊃ A′
u) ⊃ ¬¬A′

u)
есть формула, доказуемая в HInt<ω,ω>.

Опираясь на утверждения (82), (83) и (85), легко показать, что (86)
M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u.
Снимая допущение (70), получаем, что
(87) если A′

u есть пропозициональная переменная языка L, то
M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u.
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(88) ∃r(r ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка L)
∃α1 . . . ∃αr(A

′
u есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , r}) (допущение).
Пусть (89) r есть целое положительное число, q есть пропозициональ-

ная переменная языка L, A′
u есть (α′

1 . . . (α
′
rq) . . .), α′

1 есть ¬, . . . , α′
r есть

¬.
Из леммы 2, условия доказываемой леммы и утверждений (58), (60),

(69) и (89) вытекают нижеследующие утверждения (90), (91), (92) и
(93).

(90) M ⊢HInt<ω,ω> Sq
q⊃q (¬¬A′

k ).
(91) M ⊢HInt<ω,ω> Sq

¬(q⊃q)(¬¬A′
k ).

(92) M ⊢HInt<ω,ω> Sq
q⊃q (¬¬(A′

k ⊃ (α′
1 . . . (α

′
rq) . . .)).

(93) M ⊢HInt<ω,ω> Sq
¬(q⊃q)(¬¬(A′

k ⊃ (α′
1 . . . (α

′
rq) . . .)).

Опираясь на утверждения (56), (89), (90), (91), (92) и (93) и исполь-
зуя известные свойства пропозициональной подстановки, определение
формулы и соглашение об использовании S, получаем, что верны сле-
дующие утверждения (94), (95), (96) и (97).

(94) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬Sq
q⊃q (A′

k ).
(95) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬Sq

¬(q⊃q)(A
′
k ).

(96) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(Sq
q⊃q (A′

k ) ⊃ (α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .)).

(97) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(Sq
¬(q⊃q)(A

′
k ) ⊃ (α′

1 . . . (α
′
r (¬(q⊃q))) . . .)).

Понятно, что (98) Sq
q⊃q (A′

k ), Sq
¬(q⊃q)(A

′
k ), (α′

1 . . . (α
′
r (q⊃q)) . . .) и

(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .) являются формулами, ни одна из которых не

есть квазиэлементарная формула.
(99) ¬¬(Sq

q ⊃ q(A′
k ) ⊃ (α′

1 . . . (α
′
r (q⊃q)) . . .)) ⊃ (¬¬Sq

q ⊃
q(A′

k )(A′
k ) ⊃ ¬¬(α′

1 . . . α
′
r (q⊃q)) . . .)) есть формула, доказуемая в

HInt<ω,ω> (из (98), по подлемме 2).
(100) ¬¬(Sq

¬(q⊃q)(A
′
k ) ⊃ (α′

1 . . . (α
′
r (¬(q⊃q))) . . .)) ⊃

(¬¬Sq
¬(q⊃q)(A

′
k ) ⊃ ¬¬(α′

1 . . . (α
′
r (¬(q⊃q))) . . .)) есть формула, до-

казуемая в HInt<ω,ω> (из (98), по подлемме 2).
Опираясь на утверждения (94), (95), (96), (97), (99) и (100), не трудно

показать, что верны следующие утверждения (101) и (102).
(101) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(α′

1 . . . (α
′
r (q⊃q)) . . .).

(102) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .).

Очевидно, что (103) ¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .) ⊃

(¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .) ⊃ ¬¬A′

u) есть аксиома исчисления
HInt<ω,ω>. Тогда понятно, что (104) ¬¬(α′

1 . . . (α
′
r (¬(q⊃q))) . . .) ⊃

(¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .) ⊃ ¬¬A′

u) есть формула, доказуемая в
HInt<ω,ω>.
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Опираясь на утверждения (101), (102) и (104), не трудно показать,
что (105) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u).
Снимая допущение (88), получаем, что
(106) если ∃r(r ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная язы-

ка L) ∃α1 . . . ∃αr(A
′
u есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , r}), то М ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u).

(107) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (68), (87) и (106)).

Снимая допущение (66), получаем, что
(108) если A′

k не есть квазиэлементарная формула, а A′
u есть квази-

элементарная формула, то M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u).

(109) A′
k есть квазиэлементарная формула (допущение).

(110) A′
k есть пропозициональная переменная языка L или ∃r(r ∈

N)∃q (q есть пропозициональная переменная языка L) ∃α1 . . .∃αr(A
′
k

есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , r}) (из (3) и
(109), по лемме 4).

(111) A′
k есть пропозициональная переменная языка L (допущение).

Заметим, что (112) ¬¬A′
k и A′

u являются формулами.
Из леммы 2, условия доказываемой леммы и утверждений (111) и

(112) вытекает следующее утверждение (113).
(113) M ⊢HInt<ω,ω> SA′

kA′
u
(¬¬A′

k ).
Понятно, что (114) SA′

kA′
u
(¬¬A′

k ) есть ¬¬A′
u.

(115) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (113) и (114)).

Снимая допущение (111), получаем, что
(116) если A′

k есть пропозициональная переменная языка L, то
M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u.

(117) ∃r(r ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка
L) ∃α1 . . . ∃αr(A

′
k есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , r}) (допущение).
Пусть (118) r есть целое положительное число, q есть пропози-

циональная переменная языка L, A′
k есть (α′

1 . . . (α
′
rq) . . .) и α′

1 есть
¬, . . . , α′

r есть ¬.
(119) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(α′

1 . . . (α
′
rq) . . .) (из (58) и (117).

Подчеркнем, что (120) (α′
1 . . . (α

′
rq) . . .), q⊃q и ¬(q⊃q) являются фор-

мулами. Из леммы 2, условия доказываемой леммы и утверждений
(118), (119) и (120) вытекают следующие утверждения (121) и (122).

(121) M ⊢HInt<ω,ω> Sq
q⊃q (¬¬(α′

1 . . . (α
′
rq) . . .)).

(122) M ⊢HInt<ω,ω> Sq
¬(q⊃q)(¬¬(α′

1 . . . (α
′
rq) . . .)).
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Понятно, что (123) Sq
q⊃q (¬¬(α′

1 . . . (α
′
rq) . . .)) есть

¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .)) и Sq

¬(q⊃q)(¬¬(α′
1 . . . (α

′
rq) . . .)) есть

¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .).

(124) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .)) и

M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .) (из (121), (122) и (123)).

Очевидно, что (125) ¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (¬(q⊃q))) . . .) ⊃

(¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .) ⊃ ¬¬A′

u) есть аксиома исчисления
HInt<ω,ω>. Тогда понятно, что (126) ¬¬(α′

1 . . . (α
′
r (¬(q⊃q))) . . .) ⊃

(¬¬(α′
1 . . . (α

′
r (q⊃q)) . . .) ⊃ ¬¬A′

u) есть формула, доказуемая в
HInt<ω,ω>.

Опираясь на утверждения (124), (125) и (126), не трудно показать,
что (127) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′

u.
Снимая допущение (117), получаем, что
(128) если ∃r(r ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная язы-

ка L) ∃α1 . . .∃αr(A
′
k есть (α1 . . . (αrq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из

{1, . . . , r}, то M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u.

(129) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (110), (116) и (128).

Снимая допущение (109), получаем, что
(130) если A′

k есть квазиэлементарная формула, то M ⊢HInt<ω,ω>

¬¬A′
u.

(131) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (61), (65), (108) и (130).

Снимая допущение (51), получаем, что
(132) если ∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < u) < A′

k, A
′
l, A

′
u >∈ MPL, то

M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u.

Опираясь на утверждения (1) и (4) и учитывая, что u ≤ u, получаем,
что

(133) A′
u ∈ M , или A′

u есть аксиома исчисления HInt<ω,ω>, или
∃k∃l(k, l ∈ N и k, l < u) < A′

k, A
′
l, A

′
u >∈MPL.

(134) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A′
u (из (35), (50), (132) и (133).

Теперь для доказательства индукционного шага остается снять до-
пущения (1), (2), (3) и (4) и провести надлежащие обобщения.

Индукционный шаг доказан.
Лемма 5 доказана.

Используя лемму 5, легко доказать следующую лемму 6.

Лемма 6. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множество
формул. Для всякой формулы A: если M ⊢HI<ω,ω> A, то M ⊢HInt<ω,ω>

¬¬A.
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Лемма 7. Для всякой формулы A и для всякого множества Γ формул:
если Γ ⊢HInt<ω,ω> A, то Γ ⊢HI<ω,ω> A.

Очевидное простое доказательство леммы 7 здесь не приводим.

Лемма 8. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множество
формул. Для всякой формулы A: если M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A, то M ⊢HI<ω,ω>

A.

Докажем лемму 8.
(1) A есть формула (допущение).
(2) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A (допущение).
(3) А есть квазиэлементарная формула (допущение).
(4) А есть пропозициональная переменная языка L или ∃y(y ∈

N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка L) ∃α1 . . . ∃αy(A
есть (α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y}) (из (1)
и (3), по лемме 4).

(5) А есть пропозициональная переменная языка L (допущение).
Очевидно, что (6) ¬¬A, A ⊃ A и ¬(A ⊃ A) являются формулами.
(7) M ⊢HI<ω,ω> SА

А⊃А(¬¬А) (из условия доказываемой леммы,
утверждений (2), (5), (6) и леммы 3).

(8) M ⊢HI<ω,ω> SА
¬(А⊃А)(¬¬А) (из условия доказываемой леммы,

утверждений (2), (5), (6) и леммы 3).
Понятно, что верны следующие утверждения (9), (10) и (11).
(9) SА

А⊃А(¬¬А) есть ¬¬(А ⊃ А) .
(10) SА

¬(А⊃А)(¬¬А) есть ¬¬¬(А ⊃ А).
(11) ¬¬¬(А ⊃ А) ⊃ (¬¬(А ⊃ А) ⊃ А) есть аксиома исчисления

HI<ω,ω>.
(12) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬(А ⊃ А) (из (7) и (9)).
(13) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬¬(А ⊃ А) (из (8) и (10)).
(14) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬¬(А ⊃ А) ⊃ (¬¬(А ⊃ А) ⊃ А) (из (11), по

определению HI<ω,ω>-вывода формулы из множества формул).
Независимо от доказываемой леммы нетрудно убедиться, что
(15) ∀A(A есть формула) ∀B(B есть формула) ∀Γ(Γ есть множество

формул) (Γ ⊢HI<ω,ω> A и Γ ⊢HI<ω,ω> A ⊃ B ⇒ Γ ⊢HI<ω,ω> B).
Разумеется, что (16) ¬¬(А ⊃ А), ¬¬¬(А ⊃ А), ¬¬(А ⊃ А) ⊃ А иА

являются формулами, а M есть множество формул.
Из утверждений (12)–(16) вытекает, что
(17) M ⊢HI<ω,ω> А.
Снимая допущение (5), получаем, что
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(18) если А есть пропозициональная переменная языка L, то
M ⊢HI<ω,ω> А.

(19) ∃y(y ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная языка L)
∃α1 . . . ∃αy(А есть(α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y})
(допущение).

Пусть (20) y′ ∈ N , q есть пропозициональная переменная языка L,
α′
i есть ¬ для всякого i из {1, . . . , y′}), А есть (α′

1 . . . (α
′
y′q) . . .).

(21) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′q) . . .) (из (2) и (20)).

Заметим, что (22) q есть пропозициональная переменная языка L, а
¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′q) . . .), q ⊃ q , ¬(q ⊃ q) являются формулами.

(23) M ⊢HI<ω,ω> Sq
q⊃q¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′q) . . .) (из условия доказываемой

леммы, утверждений (21) и (22) и леммы 3).
(24) M ⊢HI<ω,ω> Sq

¬(q⊃q)¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′q) . . .) (из условия доказывае-

мой леммы, утверждений (21) и (22) и леммы 3).
Понятно, что верны следующие утверждения (25), (26) и (27).
(25) Sq

q⊃q¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′q) . . .) есть ¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′(q⊃q)) . . .).

(26) Sq
¬(q⊃q)¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′q) . . .) есть ¬¬(α′

1 . . . (α′
y′(¬(q⊃q))) . . .).

(27) ¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′(¬(q⊃q))) . . .) ⊃ (¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′(q⊃q)) . . .) ⊃ А)

есть аксиома исчисления HI<ω,ω>.
(28) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′(q⊃q)) . . .) (из (23) и (25)).

(29) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′(¬(q⊃q))) . . .) (из (24) и (26)).

(30) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′¬(q⊃q))) . . .) ⊃

(¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′(q⊃q)) . . .) ⊃ А) (из (27), по определению HI<ω,ω> —

вывода формулы из множества формул).
Разумеется, что (31) ¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′(¬(q⊃q))) . . .),

¬¬(α′
1 . . . (α

′
y′(q⊃q)) . . .), (¬¬(α′

1 . . . (α
′
y′(q⊃q)) . . .) ⊃ A), A явля-

ются формулами, а M есть множество формул.
Из утверждений (15) и (28)–(31) вытекает, что
(32) M ⊢HI<ω,ω> A.
Снимая допущение (19), получаем, что
(33) если ∃y(y ∈ N)∃q(q есть пропозициональная переменная язы-

ка L) ∃α1 . . . ∃αy(A есть (α1 . . . (αyq) . . .) и αi есть ¬ для всякого i из
{1, . . . , y}), то M ⊢HI<ω,ω> A.

(34) M ⊢HI<ω,ω> A (из (4), (18) и (33)).
Снимая допущение (3), получаем, что
(35) если A есть квазиэлементарная формула, то M ⊢HI<ω,ω> A.
(36) A не есть квазиэлементарная формула (допущение).
Нам потребуется следующая подлемма 3.
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Подлемма 3. Для всякой формулы A: если A не есть квазиэлемен-
тарная формула, то ¬¬A ⊃ A есть формула, доказуемая в HI<ω,ω>.

В свете Утверждения ясно, что для доказательства подлеммы 3
достаточно доказать, что для произвольной формулы A, не являю-
щейся квазиэлементарной формулой, секвенция ¬¬A → A доказуема
в GI<ω,ω>.

Построим для произвольной формулы A, не являющейся квазиэле-
ментарной формулой, доказательство в GI<ω,ω> секвенции ¬¬A→ A.

A→A
→A,¬A

¬¬A→A
→¬¬A ⊃ A

Итак, для произвольной формулы A, не являющейся квазиэлемен-
тарной формулой, секвенция ¬¬A→ A доказуема в GI<ω,ω>.

Подлемма 3 доказана.

Опираясь на подлемму 3, определения и соглашение об использова-
нии ⊢HI<ω,ω> , получаем, что

(37) ∀A(A есть формула) ∀Γ(Γ есть множество формул) (если A не
есть квазиэлементарная формула, то Γ ⊢HI<ω,ω> ¬¬A ⊃ A).

(38) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A ⊃ A (из условий доказываемой леммы и утвер-
ждений (1), (36) и (37)).

Разумеется, что (39) A и ¬¬A являются формулами, а M есть мно-
жество формул.

Из утверждений (2), (15), (38) и (39) вытекает, что
(40) M ⊢HI<ω,ω> A.
Снимая допущение (36), получаем, что
(41) если A не есть квазиэлементарная формула, то M ⊢HI<ω,ω> A.
(42) M ⊢HI<ω,ω> A (из (35) и (41)).
Снимая допущения (1) и (2) и обобщая, получаем, что
(43) для всякой формулы A: если M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A, то M ⊢HI<ω,ω> A.
Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множе-
ство формул. Для всякой формулы A: если M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A, то
M ⊢HI<ω,ω> A.

Докажем лемму 9.
(1) A есть формула (допущение).
(2) M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A (допущение).
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Разумеется, что (3) ¬¬A есть формула, а M есть множество формул.
(4) Если M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A, то M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A (из (3) и леммы 7).
(5) M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A (из (2) и (4)).
(6) Если M ⊢HI<ω,ω> ¬¬A, то M ⊢HI<ω,ω> A (из условия доказывае-

мой леммы, утверждения (1) и леммы 8).
(7) M ⊢HI<ω,ω> A (из (5) и (6)).
Снимая допущения (1) и (2) и обобщая, получаем, что для всякой

формулы A: если M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A, то M ⊢HI<ω,ω> A.
Лемма 9 доказана.

Ясно, что из лемм 6 и 9 вытекает следующая теорема 1.

Теорема 1. Пусть M есть замкнутое относительно SubL множе-
ство формул. Для всякой формулы A: M ⊢HI<ω,ω> A тогда и только
тогда, когда M ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A.

Условимся, что для всякихX и Y , являющихся множествами формул,
X⊕Y есть наименьшее множество формул, в которое включаются мно-
жестваX и Y и которое замкнуто относительно МРL и SubL. Условимся
также, что Р есть множество всех формул вида ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A,
где A и B являются формулами. Иначе говоря, условимся, что Р есть
множество всех законов Пирса в языке L.

Лемма 10. Для всякой L-логики L и для всякой формулы A:
L ⊢HI<ω,ω> A тогда и только тогда, когда A ∈ L⊕P.

Лемма 11. Для всякой L-логики L, включающей Int<ω,ω>, и для вся-
кой формулы A: L ⊢HInt<ω,ω> A тогда и только тогда, когда A ∈ L.

Лемма 12. Int<0,0> ⊕P = I<0,0>.

Проведенные автором доказательства лемм 10, 11 и 12 стандартны
и здесь не приводятся (заметим только, что доказательство леммы 11
построено с использованием леммы 3).

Теорема 2 (обобщенная теорема Гливенко). Для всякой L-
логики L, включающей Int<ω,ω>, и для всякой формулы A: A ∈ L ⊕ P
тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈ L.

Докажем теорему 2.
(1) L0 есть L-логика и Int<ω,ω> ⊆ L0 (допущение).
(2) A0 есть формула (допущение).
В свете утверждения (1) ясно, что (3) L0 есть замкнутое относительно

SubL множество формул.
(4) Для всякой формулы A: L0 ⊢HI<ω,ω> A тогда и только тогда, когда

L0 ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A (из (3), по теореме 1).
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(5) Для всякой формулы A: L0 ⊢HI<ω,ω> A тогда и только тогда, когда
A ∈ L ⊕ P (из (1), по лемме 10).

(6) Для всякой формулы A: L0 ⊢HInt<ω,ω> A тогда и только тогда,
когда A ∈ L0 (из (1), по лемме 11).

(7) L0 ⊢HI<ω,ω> A0 тогда и только тогда, когда L0 ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A0

(из (1) и (4)).
(8) L0 ⊢HI<ω,ω> A0 тогда и только тогда, когда A0 ∈ L0 ⊕ P (из (1) и

(5)).
(9) ¬¬A0 есть формула (из (1), по определению формулы).
(10) L0 ⊢HInt<ω,ω> ¬¬A0 тогда и только тогда, когда ¬¬A0 ∈ L0 (из

(6) и (9)).
(11) A0 ∈ L0 ⊕ P тогда и только тогда, когда ¬¬A0 ∈ L0 (из (7), (8)

и (10)).
Снимая допущения (1) и (2) и обобщая, получаем, что для всякой L-

логики L, включающей Int<ω,ω>, и для всякой формулы A: A ∈ L ⊕ P
тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈ L.

Теорема 2 доказана.

Из теоремы 2 и того, что Int<0,0> есть L-логика, включающая
Int<ω,ω>, вытекает утверждение, которое называем стандартизирован-
ной формой теоремы Гливенко.

Стандартизированная форма теоремы Гливенко утверждает, что для
всякой формулы A: A ∈ Int<0,0>⊕P тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈
Int<0,0>.

Теорема Гливенко из [4], переформулированная в терминологии, ис-
пользуемой в настоящей работе, гласит, что для всякой формулы A :
A ∈ I<0,0> тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈ Int<0,0>.

Очевидно, что в силу леммы 12 теорема Гливенко эквивалентна стан-
дартизированной форме этой теоремы.

Обобщенная теорема Гливенко открывает широкие возможности для
построения аналогов утверждения, являющегося стандартизированной
формой теоремы Гливенко. Действительно, какую бы L-логику L, вклю-
чающую Int<ω,ω>, мы ни взяли, утверждение «Для всякой формулы
A : A ∈ L ⊕ P тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈ L» служит анало-
гом утверждения, являющегося стандартизированной формой теоремы
Гливенко.

Назовем гливенковской логикой L-логику L, для которой верно, что
для всякой формулы A : A ∈ L⊕P тогда и только тогда, когда ¬¬A ∈ L.

Следуя традиции, называем суперинтуиционистской логикой L-
логику, включающую Int<0,0>.
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Назовем подинтуиционистской логикой L-логику, включающуюся в
Int<0,0>.

Широко известна доказанная В.А. Янковым в [3] теорема о конти-
нуальности множества всех суперинтуиционистских логик. Можно до-
казать, что континуально множество всех подинтуиционистских логик,
каждая из которых включает Int<ω,ω>.

Опираясь на эти «мощностные» результаты и обобщенную теорему
Гливенко, приходим к следующим выводам:

(1) всякая L-логика из континуального множества всех L-логик,
включающих Int<0,0>, является гливенковской логикой,

(2) всякая L-логика из континуального множества всех подинтуици-
онистских логик, включающих Int<ω,ω>, является гливенковской логи-
кой.

Замечание: для всяких x и y из {0, 1, 2, . . . , ω} Int<x,y> является по-
динтуиционистской логикой, включающей Int<ω,ω>. Из этого замеча-
ния и сделанного выше вывода (2) вытекает, что для всяких x и y из
{0, 1, 2, . . . ω} Int<x,y> есть гливенковская логика.
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