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abstract. A set of four-valued regular logics is introduced in the
article. It is shown that the set of four-valued regular logics does not
coincide with the set of four-valued monotonic logics (if the set {1, 0, 2

3
, 1
3
}

is ordered by that way: 1
3

6 0, 1
3

6 1, 1 6 2
3
, 0 6 2

3
, and 1 and 0

noncomparable).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõçíà÷íûå ëîãèêè Êëèíè, ÷åòûðåõçíà÷íûå ðå-
ãóëÿðíûå ëîãèêè.

1 Ââåäåíèå
Ïîä ðåãóëÿðíîé ëîãèêîé áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ñâÿçîê
{∨,¬}, ãäå ∨ åñòü ðåãóëÿðíàÿ äèçúþíêöèÿ, à ¬ åñòü îòðèöà-
íèå (¬1 = 0,¬0 = 1,¬2

3 = 2
3 ,¬1

3 = 1
3). Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü

òîëüêî Ñ-ðàñøèðÿþùèå ëîãèêè, ò. å. ëîãèêè, â êîòîðûõ òàáëèöû
èñòèííîñòè äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê ïîëíîñòüþ ñîâïàäà-
þò íà êëàññè÷åñêèõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿõ {0, 1} ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì çíà÷åíèé â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî,
Ñ-ðàñøèðÿþùèå ëîãèêè ñîäåðæàò íà ìíîæåñòâå {0, 1} êëàññè-
÷åñêóþ äâóçíà÷íóþ ëîãèêó.

Â ðàáîòå [1] áûëî ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî òðåõçíà÷íûõ ðå-
ãóëÿðíûõ ëîãèê, îïèñàíû èõ ñâîéñòâà è âçàèìîîòíîøåíèÿ. Ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1], ìîæíî îáîáùèòü è îïèñàòü êëàññ
âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî:
1) âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëî-
ãèê, à çàòåì 2) íàéòè ñòðóêòóðó, êîòîðóþ îíè ìîãóò îáðàçîâû-
âàòü. Â äàííîé ñòàòüå îñòàíîâèìñÿ íà ðåøåíèè çàäà÷è 1). Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ÷èñëî âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãó-
ëÿðíûõ äèçúþíêöèé.
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2 Òðåõçíà÷íûå ðåãóëÿðíûå äèçúþíêöèè
Èäåÿ ñîçäàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê ïðèíàäëåæèò
Ñ. Êëèíè [2]. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ òðåõçíà÷íûõ
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê Ñ. Êëèíè ïðåäëîæèë ðåãóëÿðíûå òàáëèöû è
óêàçàë, ÷òî ýòè òàáëèöû íóæíî âûáèðàòü ðåãóëÿðíûìè â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå: äàííûé ñòîëáåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðîêå
(ñòîëáöå) äëÿ 1

2 òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ýòà ñòðî-
êà) ñîñòîèò öåëèêîì èç 1; àíàëîãè÷íî äëÿ 0.

Â ðàáîòå [1] áûëî íàéäåíî ÷èñëî âñåõ òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿð-
íûõ ëîãèê, îíî ðàâíî 4. Ïðèâåäåì òàáëèöû äëÿ òðåõçíà÷íûõ
ðåãóëÿðíûõ äèçúþíêöèé:

(I)
∨I 1 1

2 0
1 1 1 1
1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2 0

(II)
∨II 1 1

2 0
1 1 1

2 0
1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2 0

(III)
∨III 1 1

2 0
1 1 1 1
1
2

1
2

1
2

1
2

0 1 1
2 0

(IV)
∨IV 1 1

2 0
1 1 1

2 1
1
2

1
2

1
2

1
2

0 1 1
2 0

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò äèçúþíêöèè â
ñèëüíîé ëîãèêå Êëèíè, ïîñëåäíÿÿ � äèçúþíêöèè â ñëàáîé ëî-
ãèêå Êëèíè, òàáëèöû (II) è (III) ñîîòâåòñòâóþò äèçúþíêöèÿì
ëîãèêè Lisp è äóàëüíîé åé ëîãèêè TwinLisp ñîîòâåòñòâåííî.

Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [1] áûëî òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ëîãèêè
Lisp è TwinLisp ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ìåæäó ñèëüíîé
è ñëàáîé ëîãèêàìè Êëèíè, à òàêæå ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òðåõ-
çíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê îáðàçóåò ðåøåòêó ïî îòíîøåíèþ D-
âêëþ÷åíèÿ, ïðè÷åì K3 � ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì, à KW

3 � èíôè-
íóìîì.
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3 Ñåìåéñòâî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê
Îáîáùàÿ ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè, ïðåäëîæåííîå Ñ. Êëèíè, èìå-
åì: â ñëó÷àå ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ñâÿçêè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ðåãóëÿðíûìè òàáëèöàìè â
ñëåäóþùåì ñìûñëå: äàííûé ñòîëáåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðî-
êå (ñòîëáöå) äëÿ 1

3 è 2
3 òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ýòà

ñòðîêà) ñîñòîèò öåëèêîì èç 1; àíàëîãè÷íî äëÿ 0.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûå ðåãóëÿðíûå

äèçúþíêöèè. Ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ñâîéñòâó ðå-
ãóëÿðíîñòè, ýòè äèçúþíêöèè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè
÷åòûðüìÿ òèïàìè ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö:

(I)
∨I 1 2

3
1
3 0

1 1 1 1 1
2
3 1 ? ? ?
1
3 1 ? ? ?
0 1 ? ? 0

(II)
∨II 1 2

3
1
3 0

1 1 1 1 1
2
3 ? ? ? ?
1
3 ? ? ? ?
0 1 ? ? 0

(III)
∨III 1 2

3
1
3 0

1 1 ? ? 1
2
3 1 ? ? ?
1
3 1 ? ? ?
0 1 ? ? 0

(IV)
∨IV 1 2

3
1
3 0

1 1 ? ? 1
2
3 ? ? ? ?
1
3 ? ? ? ?
0 1 ? ? 0

íà ìåñòå ? � ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå (1
3 èëè 2

3).
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàáëèöû (I) òèïà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

îáîáùåíèå íà ÷åòûðåõçíà÷íûé ñëó÷àé ñèëüíîé òðåõçíà÷íîé ðå-
ãóëÿðíîé òàáëèöû äëÿ äèçúþíêöèè; òàáëèöû (IV) òèïà � îáîá-
ùåíèå ñëàáîé òðåõçíà÷íîé ðåãóëÿðíîé òàáëèöû äëÿ äèçúþíê-
öèè; òàáëèöû (II) è (III) òèïîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ íà
÷åòûðåõçíà÷íûé ñëó÷àé ïðîìåæóòî÷íûõ òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿð-
íûõ òàáëèö äëÿ äèçúþíêöèè ëîãèê Lisp è TwinLisp ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ðåãóëÿðíûå òàáëèöû, ìîæåì âû-
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÷èñëèòü ÷èñëî âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ äèçúþíêöèé.
Èòàê, äèçúþíêöèé

(I) òèïà � 28

(II) òèïà � 210

(III) òèïà � 210

(IV) òèïà � 212.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ äèçúþíê-
öèé 6400, è ñîîòâåòñòâåííî ñòîëüêî æå ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ëîãèê.

4 Ðåãóëÿðíîñòü è ìîíîòîííîñòü
Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå òðåõçíà÷íûõ ëîãèê èíîãäà ðåãóëÿð-
íîñòü (íàïðèìåð, ñì. [3]) îïðåäåëÿþò òàêæå êàê ìîíîòîííîñòü
íà ïîðÿäêå 1

2 6 1, 1
2 6 0, ïðè÷åì 1 è 0 íåñðàâíèìû. Ïðè òàê

çàäàííîì ïîðÿäêå êëàññ ìîíîòîííûõ òðåõçíà÷íûõ ëîãèê ñîâïà-
äàåò ñ êëàññîì òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê.

Êîãäà èìååì äåëî ñ ÷åòûðåõçíà÷íûìè ëîãèêàìè, ñèòóàöèÿ ìå-
íÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîñòè îïèðàåòñÿ íà îòíîøåíèå ïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, à îïðåäåëåíèå ðåãóëÿð-
íîñòè äàåòñÿ áåç ó÷åòà òîãî èëè èíîãî ïîðÿäêà íà ýòîì ìíî-
æåñòâå. Òàê, åñëè óñòàíîâèòü ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå {1, 0, 2

3 , 1
3}

òàêèì îáðàçîì, ÷òî 1
3 6 0, 1

3 6 1, 1 6 2
3 , 0 6 2

3 , ïðè÷åì 1 è 0
íåñðàâíèìû, òî ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ äèçúþíêöèé
è ÷èñëî ìîíîòîííûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ äèçúþíêöèé ñîâïàäàòü íå
áóäåò. Çàìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííûé ïîðÿäîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáîáùåíèå ïîðÿäêà Êëèíè íà ÷åòûðåõçíà÷íûé ñëó÷àé.

Èòàê, ìîæíî ñîñ÷èòàòü ÷èñëî âñåõ ìîíîòîííûõ äèçúþíêöèé
ïðè óêàçàííîì ïîðÿäêå íà ìíîæåñòâå {1, 0, 2

3 , 1
3}, îíî ðàâíî 81,

îäíàêî ëèøü 6 èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â ñìûñëå Êëè-
íè (¾äàííûé ñòîëáåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðîêå (ñòîëáöå)
äëÿ çíà÷åíèé 2

3 , 1
3 òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ñòðî-

êà) ñîñòîèò öåëèêîì èç 1; àíàëîãè÷íî äëÿ 0¿). Ýòè äèçúþíêöèè
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè:
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(II)
∨II 1 1

3 0 2
3

1 1 1 1 1
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

(III)
∨III 1 1

3 0 2
3

1 1 1
3 1 2

3
1
3 1 1

3
1
3

2
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3 1 1

3
2
3

2
3

(IV)
∨IV

1 1 1
3 0 2

3

1 1 1
3 1 2

3
1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

(IV)
∨IV

2 1 1
3 0 2

3

1 1 1
3 1 2

3
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

(IV)
∨IV

3 1 1
3 0 2

3

1 1 1
3 1 2

3
1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3

2
3

1
3

2
3

2
3

(IV)
∨IV

4 1 1
3 0 2

3

1 1 1
3 1 2

3
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 1 1
3 0 2

3
2
3

2
3

1
3

2
3

2
3

Î÷åâèäíî, äèçúþíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ðåãóëÿðíûìè òàáëèöà-
ìè ∨II è ∨III , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèå íà ÷åòûðåõçíà÷íûé
ñëó÷àé äèçúþíêöèé ëîãèêè Lisp è TwinLisp. Äèçúþíêöèè ∨IV

1 ,
∨IV

2 , ∨IV
3 , ∨IV

4 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñëàáîé äèçúþíêöèè Êëèíè.
Ðàññìîòðèì âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷åòûðåõçíà÷íûìè ðåãó-

ëÿðíûìè ëîãèêàìè { ¬,∨II}, { ¬,∨III}, { ¬,∨IV
1 }, { ¬,∨IV

2 }, { ¬,∨IV
3 },

{ ¬,∨IV
4 }.

Èòàê, ëîãèêà {¬,∨II} äóàëüíà {¬,∨III} è íàîáîðîò, ïîñêîëüêó
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: x ∨II y = y ∨III x è
x ∨III y = y ∨II x.

Ëîãèêà {¬,∨IV
2 } äóàëüíà {¬,∨IV

3 } è íàîáîðîò, ïîñêîëüêó ñïðà-
âåäëèâî: x ∨IV

2 y = y ∨IV
3 x è x ∨IV

3 y = y ∨IV
2 x.

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, à òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
x ∨IV

2 y = ¬(¬(x ∨II y) ∨II ¬(y ∨II x))

x ∨IV
2 y = ¬(¬(x ∨III y) ∨III ¬(y ∨III x)),

ïîëó÷àåì, ÷òî { ¬,∨IV
2 } ⊂ { ¬,∨II}, { ¬,∨IV

2 } ⊂ { ¬,∨III} è { ¬,∨IV
3 } ⊂

{ ¬,∨II}, { ¬,∨IV
3 } ⊂ { ¬,∨III}.

***

Èòàê, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ëîãèê. Â õîäå èññëåäîâàíèÿ óäàëîñü óñòàíîâèòü òîò
ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòûðåõ çíà÷åíèé êëàññ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê íå
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ìîíîòîííûõ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [1],
ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ òðåõçíà÷íûõ ñèñòåì. Âîïðîñ î ñòðóêòóðå
ñåìåéñòâà ÷åòûðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê ïîêà îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì.
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