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abstract. Formalization of Rogowski's logic is o�ered by simple and
generalized analytical tableaus. Generalized tableaus are constructed
in R. Hehnle's style. The theorem of completeness is proved by the
Smallyan's method.
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âèëà ðåäóêöèè, ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû, îáîáùåííûå àíà-
ëèòè÷åñêèå òàáëèöû, òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû
Ïîñòðîèì ôîðìàëèçàöèþ ëîãèêè R4 Ðîãîâñêîãî ìåòîäîì àíà-
ëèòè÷åñêèõ òàáëèö. Êàê â äâóõçíà÷íîé, òàê è ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèêàõ, ìåòîä àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðãàþùåé
ïðîöåäóðîé. Ïîèñê îáîñíîâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì è íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, ÷òî ôîðìóëà íå îáùåçíà÷èìà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âå-
äåò ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè ôîðìóëà íà ñàìîì äåëå îáùåçíà÷èìà.

Ïðàâèëà ðåäóêöèè ñîçäàþòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùåé òàáëèöû
èñòèííîñòè äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è îïåðàòîðîâ ëîãèêè R4 Ðî-
ãîâñêîãî.

À ∼ À ÒÀ ÂÀ ÈÀ ÓÀ ÅÀ À→ Â 3 2 1 0
3 0 3 1 2 3 3 3 3 2 1 0
2 1 0 3 0 3 0 2 3 2 1 1
1 2 0 0 3 0 3 1 3 2 2 2
0 3 0 2 1 0 0 0 3 3 3 3

Ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû ÷èòàþòñÿ òàê: ¾∼ À¿ � íå åñòü òàê,
÷òî À; ¾ÒÀ¿ � èñòèííî, ÷òî À; ¾ÂÀ¿ � âîçíèêàåò òàê, ÷òî
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À; ¾ÈÀ¿ � èñ÷åçàåò òàê, ÷òî À; ¾ÓÀ¿ � óæå åñòü òàê, ÷òî À;
¾ÅÀ¿ � åùå åñòü òàê, ÷òî À; ¾À→ Â¿ � åñëè À, òî Â.

Ðàñøèðèì íàø ÿçûê îïåðàöèÿìè 3, 2, 1 è 0, êîòîðûå áóäóò
ïðèìåíÿòüñÿ ê ôîðìóëàì. Âûðàæåíèÿ âèäà 3À, 2À, 1À è 0À íà-
çûâàþòñÿ ïîìå÷åííûìè ôîðìóëàìè, è ñîîòâåòñòâåííî ÷èòàþòñÿ
¾À èñòèííî¿, ¾À ïîäèñòèííî¿, ¾À ïîäëîæíî¿ è ¾À ëîæíî¿, ãäå
À íåïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà.

Ñåìàíòè÷åñêèå ñóùíîñòè, ò.å. èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ïðå-
âðàòèëèñü â ñèíòàêñè÷åñêèå îáúåêòû 3, 2, 1 è 0.

Ïðîñòûìè àíàëèòè÷åñêèìè òàáëèöàìè íàçûâàþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêèå òàáëèöû äëÿ ôîðìóë âèäà 1À, 0À, 2À è 3À.

Àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû äëÿ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî äàíû â äóõå
Ð. Ñìàëüÿíà [6]. Îòìåòèì, ÷òî â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö Ð. Ñìàëüÿíà ïðèìåíÿëèñü ê
ôîðìàëèçàöèè ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, (ñì. [1][2, c. 265-324]).

Ââåäåì ïðàâèëà ðåäóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàá-
ëèö ëîãèêè Ðîãîâñêîãî.

Ïðàâèëà äëÿ èìïëèêàöèè

0(A → B) 1(A → B)
(→0) 3A (→1) 2A 2A 3A

0B 0B 1B 1B

2(A → B) 3(A → B)
(→2) 1A 1A 1A 2A 3A (→3) 0A 3B

0B 1B 2B 2B 2B

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾B¿

(B0) : 0BA (B1) : 1BA (B2) : 2BA (B3) : 3BA
1A 3A 0A 2A

Ïðàâèëà äëÿ îòðèöàíèÿ (ñëàáîãî)

(∼0) : 0 ∼ A (∼1) : 1B ∼ A (∼2) : ∼ A (∼3) : 3 ∼ A

3A 2A 1A 0A
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Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾È¿

(È0) : 0ÈA (È1) : 1ÈA (È2) : 2ÈA (È3) : 3ÈA
1A 3A 0A 2A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Ò¿

(Ò0) : 0ÒA (Ò1) : 1ÒA (Ò2) : 2ÒA (Ò3) : 3ÒA
0A 1A 2A 0A 0A 3A

3A 3A

Ïðàâèëà äëÿ îòðèöàíèÿ (ñèëüíîãî) ¾∼ Ò¿

(∼ Ò0) : 0 ∼ ÒA (∼ Ò1) : 1 ∼ ÒA

3A 3A
0A

(∼ Ò2) : 2 ∼ ÒA (∼ Ò3) : 3 ∼ ÒA

3A 0A 1A 2A
0A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Ó¿

(Ó0) : 0ÓA (Ó1) : 1ÓA (Ó2) : 2ÓA (Ó3) : 3ÓA
0A 1A 3A 3A 2A 3A

0A 0A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Å¿

(Å0) : 0ÅA (Å1) : 1ÅA (Å2) : 2ÅA (Å3) : 3ÅA
0A 2A 3A 3A 1A 3A

0A 0A
Ïîìå÷åííóþ ôîðìóëó íàä ÷åðòîé íàçîâåì ïîñûëêîé ïðàâèëà

ðåäóêöèè. Âñå ïîìå÷åííûå ôîðìóëû ïîä ÷åðòîé ïðàâèëà ðåäóê-
öèè � çàêëþ÷åíèåì, êîòîðîå ñîñòîèò èç ïîìå÷åííûõ ïîäôîðìóë
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ôîðìóëû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîñûëêå. Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ¾|¿ â
çàêëþ÷åíèè ïðàâèë ðåäóêöèè îçíà÷àåò ¾âåòâëåíèå¿ ðåçóëüòàòà
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðàâèë (Ò1), (Ò2), (∼ Ò1), (∼ Ò2), (Ó1), (Ó2),
(Å1) è (Å2) èìååòñÿ ïàðà ïîìå÷åííûõ ôîðìóë (0À, 3À), êîòî-
ðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî çàêëþ÷åíèå äàåò ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òàáëèöàìè èñòèííîñòè äëÿ óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ. Íàïðè-
ìåð, ôîðìóëà ÒÀ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèÿ ¾3¿ è ¾0¿ èç ìíîæåñòâà {3, 2, 1, 0} (ñîãëàñíî òàáëèöå
èñòèííîñòè äëÿ îïåðàòîðà Ò). È åñëè ìû ïðèïèñûâàåì ÒÀ èñ-
òèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ¾1¿ èëè ¾2¿, ò.å. èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ,
êîòîðûõ ÒÀ íå èìååò, òî ýòî ñèíòàêñè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ïîìå-
÷åííûå ôîðìóëû 1ÒÀ è 2ÒÀ äàþò â çàêëþ÷åíèè ïðîòèâîðå÷èå.
Ýòî íàïîìèíàåò ñëó÷àé çàìêíóòîé âåòâè â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò êîíñòàíòû ¾ëîæü¿ è ¾èñòèíà¿.

Ñôîðìóëèðîâàííûå ïðàâèëà ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ãðóïïû
α, β, γ è δ. Ê ãðóïïå α îòíîñèòñÿ ïðàâèëî, êîòîðîå ïîðîæäà-
åò 5 âåòâåé; ê ãðóïïå β ïðèíàäëåæàò âñå òå ïðàâèëà, êîòîðûõ
ïîðîæäàþò 3 âåòâè; ê ãðóïïå γ îòíîñÿòñÿ ïðàâèëà, ïîðîæäà-
þùèå 2 âåòâè; è, íàêîíåö, ãðóïïå δ ïðèíàäëåæàò òå ïðàâèëà
ðåäóêöèè, ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ äàåò îäíó âåòâü. Òàêàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ïðàâèë íóæíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Õèíòòèêè
è äîêàçàòåëüñòâà ìåòàòåîðåì îá àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèöàõ, ÷òîáû
èçáåæàòü ïîâòîðåíèé â îäíîòèïíûõ øàãàõ äîêàçàòåëüñòâà.

α α1 α2 α3 α4 α5

2(A → B) 1A 1A 1A 2A 3A
0B 1B 2B 2B 2B

β β1 β2 β3

1(A → B) 2A 2A 3A
0B 1B 1B

0TA 0A 1A 2A
3 ∼ TA 0A 1A 2A

γ γ1 γ2

3(A → B) 0A 3B
3ÓA 3A 2A
0ÓA 1A 0A
3EA 3A 1A
0EA 2A 0A
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δ δ1

0(A → B) 3A
0B

0BA 1A
1BA 3A
2BA 0A
3BA 2A
0 ∼ A 3A
1 ∼ A 2A
2 ∼ A 1A
3 ∼ A 0A
0ÈÀ 2À
1ÈÀ 0À
2ÈÀ 3À
3ÈÀ 1À
2TA 3A

0A
3TA 3A

2 ∼ TA 3A
0A

1 ∼ TA 3A
0A

0 ∼ TA 3A
2ÓÀ 3A

0A
1ÓÀ 3A

0A
2EA 3A

0A
1EA 3A

0A

Îòìåòèì òî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êàæäîå ïðàâèëî ðå-
äóêöèè ñòðóêòóðíî ñîîòâåòñòâóåò ÄÍÔ ëîãèêè èçìåíåíèÿ è
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íàïðàâëåííîñòè Ðîãîâñêîãî. Â ïîñûëêå ïðàâèëà óêàçàíà ôîð-
ìóëà è åå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå íà ñèíòàêñè÷åñêîì óðîâíå, â
çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà ïðåäñòàâëåíî ðàçëîæåíèå ïîñûëî÷íîé ôîð-
ìóëû â íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÄÍÔ èëè ÑÄÍÔ êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ÄÍÔ). Íàïðèìåð, ïðàâèëî →1 ñîîòâåòñòâóåò ôðàãìåíòó
ÑÄÍÔ èìïëèêàöèè À → Â, à èìåííî òåì íàáîðàì èñòèííîñò-
íûõ çíà÷åíèé ¾À¿ è ¾Â¿, íà êîòîðûõ ôîðìóëà À→ Â ïðèíèìàåò
èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ¾1¿. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî èñïîëüçó-
åì îáîçíà÷åíèÿ íóæíûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ôîðìóëû è åå
ïîäôîðìóë âåðõíèìè èíäåêñàìè:

(À→ Â)1 = (À3 ∧ Â1) ∨ (À2 ∧ Â1) ∨ (À2 ∧ Â0)

Ñòðóêòóðíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðàâèëîì ðåäóêöèè →1 è
ÄÍÔ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûìè ñîãëàøåíèÿìè: 1Ô ≡ Ô1, âåð-
òèêàëüíàÿ ÷åðòà ¾|¿ çàìåíÿåòñÿ çíàêîì ¾∨¿; ôîðìóëû, íàïèñàí-
íûå îäíà ïîä äðóãîé, ñîåäèíÿþòñÿ çíàêîì ¾∧¿.

Ýòî ñîîòâåòñòâèå ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà îñòàëüíûå ïðàâè-
ëà ðåäóêöèè ãðóïïû α, β è γ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðàâèëà ãðóïïû δ ñîîòâåòñòâóþò óñå÷åííûì äèçúþíêöèÿì âè-
äà Ô ∨ 0 = Ô, ãäå 0 åñòü êîíñòàíòà. Íàïðèìåð, (À → Â)0 =
(À3 ∧ Â0) ∨ 0 = (À3 ∧ Â0). Èç òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ èìïëè-
êàöèè ÿñíî, ÷òî (À → Â)0 ïðåäñòàâëÿåò îäíó ñòðî÷êó, â êîòî-
ðîé èìïëèêàöèÿ íà óêàçàííûõ èíäåêñàìè èñòèííîñòíûõ íàáî-
ðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾0¿.

Àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî äåðåâà. Â îïèñàíèè äåðåâà áóäåì ñëåäîâàòü ñòàòüå [2, c. 281�
282].

Ïîä íåóïîðÿäî÷åííûì äåðåâîì Ä ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî Ω
ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ òî÷êàìè, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

(1) èìååòñÿ ôóíêöèÿ ϕ, êîòîðàÿ ïðèïèñûâàåò êàæäîé òî÷êå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî ϕ(À), íàçûâàåìîå óðîâíåì òî÷êè À;

(2) íà òî÷êàõ çàäàíî îòíîøåíèå ÀRÂ, êîòîðîå ÷èòàåòñÿ ¾À
åñòü ïðåäøåñòâåííèê Â¿ èëè ¾Â åñòü ñóêöåññîð À¿, ò.å. Â
åñòü òî÷êà, ñëåäóþùàÿ çà òî÷êîé À. Îòíîøåíèå R óäîâëå-
òâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:
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(2.1) èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà À1 óðîâíÿ ϕ(À1) = 1, íàçûâà-
åìàÿ êîðíåì äåðåâà Ä;

(2.2) êàæäàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò êîðíÿ, èìååò åäèíñòâåííîãî
ïðåäøåñòâåííèêà;

(2.3) äëÿ ëþáûõ òî÷åê À è Â, åñëè Â åñòü ñóêöåññîð À, òî ϕ(Â) =
ϕ(À) + 1.

Òî÷êà À íàçûâàåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé, åñëè îíà íå èìååò ñóê-
öåññîðîâ.

Òî÷êà À íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé òî÷êîé, åñëè îíà èìååò â òî÷-
íîñòè îäèí ñóêöåññîð. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ þíê-
òèâíîé (ñëîæíîé) òî÷êîé.

Âåòâüþ (ïóòåì) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òàêàÿ êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åò-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ÷òî: (à) îíà íà÷èíàåòñÿ ñ êîðíÿ
äåðåâà, è (á) êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå ïîñëåä-
íåãî (åñëè òàêîé èìååòñÿ), ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì ñëåäóþ-
ùåãî ÷ëåíà.

Ìàêñèìàëüíîé âåòâüþ (ïóòåì) íàçûâàåòñÿ âåòâü òàêàÿ, ÷òî
åå ïîñëåäíèé ÷ëåí åñòü ëèáî êîíöåâàÿ òî÷êà äåðåâà, ëèáî áåñêî-
íå÷íàÿ âåòâü.

Óïîðÿäî÷åííûì äåðåâîì Ä íàçûâàåòñÿ äåðåâî, íà êîòîðîì çà-
äàíà ôóíêöèÿ ξ òàêàÿ, ÷òî îíà ïðèïèñûâàåò êàæäîé þíêòèâíîé
òî÷êå N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ(N), íå ñîäåðæàùóþ ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ òî÷åê è ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ñóêöåññîðîâ òî÷êè N .

Äåðåâî Ä íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, åñëè êàæäàÿ òî÷-
êà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñóêöåññîðîâ.

Äåðåâî Ä íàçûâàåòñÿ m-àäè÷åñêèì, åñëè êàæäàÿ þíêòèâíàÿ
òî÷êà èìååò íå áîëåå m ñóêöåññîðîâ (m = 2, 3, . . . ).

Àíàëèòè÷åñêîé òàáëèöåé äëÿ ôîðìóëû À ëîãèêè èçìåíå-
íèÿ è íàïðàâëåííîñòè Ðîãîâñêîãî íàçûâàåòñÿ 5-àäè÷åñêîå äåðå-
âî Ä (òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû), óäîâëåòâîðÿþùåå
òàêèì óñëîâèÿì.

Ïóñòü Ä1 è Ä2 äâà óïîðÿäî÷åííûõ 5-àäè÷åñêèõ äåðåâà. Ä2 íà-
çûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðàñøèðåíèåì Ä1, åñëè Ä2 ïîëó÷åíî
èç Ä1 ïðèìåíåíèåì îäíîãî èç ïðàâèë òèïà α, β, γ èëè δ. Òîãäà Ä
åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû À òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ä1, Ä2, . . .Än,
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ãäå Än = Ä òàêàÿ, ÷òî Ä1 îäíîòî÷å÷íîå äåðåâî, ÷åé êîðåíü åñòü
ôîðìóëà À, è Äi+1 åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ðàñøèðåíèå Äi äëÿ
êàæäîãî i < n.

Íàçîâåì âåòâü θ òàáëèöû ïîìå÷åííîé ôîðìóëû À çàìêíóòîé
(çàêðûòîé), åñëè îíà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïàðó ïîìå÷åííûõ
ôîðìóë èç ìíîæåñòâà (0À, 1À, 2À, 3À). Ýòè ïàðû ôîðìóë áóäåì
òàêæå íàçûâàòü ïðîòèâîðå÷èâûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåòâü
íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé (íåïðîòèâîðå÷èâîé). Áîëåå ôîðìàëüíî:
íà çàìêíóòîé âåòâè èìåþòñÿ ïîìå÷åííûå ôîðìóëû j1ô1,
j2ô2, . . . , jnôn òàêèå, ÷òî ô2 = ô3 = · · · = ôm è {j1} ∩ {j2} ∩
· · · ∩ {jm} = Ø, ãäå j ∈ {3, 2, 1, 0} è 1 < m ≤ n. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, âåòâü íå ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé.

Òàáëèöà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè âñå åå âåòâè çàìêíóòû.
Òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî íåïîìå÷åííîé ôîðìóëû À åñòü

òðîéêà çàìêíóòûõ òàáëèö äëÿ ôîðìóë 0À, 1À è 2À.
Îòìåòèì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóõçíà÷íîé ëîãèêîé íàäî ñòðî-

èòü íå îäíó, à òðè òàáëèöû.
Âåòâü θ òàáëèöû Ä íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé ôîð-

ìóëû âèäà α, β, γ, δ âåòâü θ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ α, β, γ, δ èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî âõîæäåíèé ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è îïåðàòîðîâ):
(ó.1) åñëè α ∈ θ, òî α1 ∈ θ, èëè α2 ∈ θ, èëè α3 ∈ θ, èëè α4 ∈ θ,

èëè α5 ∈ θ;
(ó.2) åñëè β ∈ θ, òî β1 ∈ θ èëè β2 ∈ θ, èëè β3 ∈ θ;
(ó.3) åñëè γ ∈ θ, òî γ1 ∈ θ èëè γ2 ∈ θ;
(ó.4) åñëè δ ∈ θ, òî δ1 ∈ θ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âåòâü íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà ðåäóöè-

ðîâàíà ïîñðåäñòâîì óêàçàííûõ ïðàâèë äî ïîìå÷åííûõ àòîìàð-
íûõ ïîäôîðìóë èñõîäíîé ôîðìóëû.

Òàáëèöà Ä íàçûâàåòñÿ çàâåðøåííîé, åñëè êàæäàÿ âåòâü òàá-
ëèöû èëè çàìêíóòà, èëè ïîëíàÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîíÿòèÿ âûïîëíèìîñòè, îáùåçíà÷è-
ìîñòè è äðóãèå ñåìàíòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôîðìóë ëîãèêè
Ðîãîâñêîãî, íàäî äàòü îïðåäåëåíèå R4-îöåíêè.

Ôóíêöèÿ ν, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî À+ âñåõ ôîðìóë ëîãè-
êè Ðîãîâñêîãî íà ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé {0, 1, 2, 3},
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íàçûâàåòñÿR4-îöåíêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì.

(1) ν(A → B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 0 èëè ν(B) = 3

2, åñëè ν(A) = 1 è ν(B) 6= 3 èëè ν(B) = 2 è
ν(A) 6= 0;

1, åñëè ν(A) = 3 è ν(B) = 2 èëè ν(A) = 2 è
[ν(B) = 1 èëè ν(B) = 0];

0, åñëè ν(A) = 3 è ν(B) = 0.

(2) ν(BA) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 2

2, åñëè ν(A) = 0

1, åñëè ν(A) = 3

0, åñëè ν(A) = 1

(3) ν(∼ A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 0

2, åñëè ν(A) = 1

1, åñëè ν(A) = 2

0, åñëè ν(A) = 0

(4) ν(ÈÀ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 1

2, åñëè ν(A) = 3

1, åñëè ν(A) = 0

0, åñëè ν(A) = 2

(5) ν(∼ TA) =
∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) 6= 3

0, åñëè ν(A) = 3
(6) ν(TA) =

∣∣∣∣∣
3, åñëè ν(A) = 3

0, åñëè ν(A) 6= 3

(7) ν(ÓA) =
∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 3 èëè ν(A) = 2

0, åñëè ν(A) = 0 èëè ν(A) = 0

(8) ν(ÅA) =
∣∣∣∣∣

3, åñëè ν(A) = 3 èëè ν(A) = 1

0, åñëè ν(A) = 3 èëè ν(A) = 2

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ìàòðèöû (ò.å. ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé:
(1) èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé; (2) ìíîæå-
ñòâà îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå èñòèííîñòíûõ çíà-
÷åíèé, è (3) ìíîæåñòâà âûäåëåííûõ çíà÷åíèé, ÿâëÿþùèìñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé), òî ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ îöåíêè ν åñòü ãîìîìîðôèçì, îòîáðàæàþ-
ùèé ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè Ðîãîâñêîãî â ìàòðèöó.
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Èíòåðïðåòàöèåé ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû À íàçûâàåòñÿ ïðè-
ïèñûâàíèå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âñåì àòîìàðíûì ïîäôîðìó-
ëàì, èç êîòîðûõ ïîñòðîåíà ôîðìóëà À.

Ëþáàÿ äàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû À ðàñøèðÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì äî íåêîòîðîé R4-îöåíêè, òàê êàê äëÿ êàæäîé
ñëîæíîé ïîäôîðìóëû ôîðìóëû À ìîæåì îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ðóêîâîäñòâóÿñü óñëîâèÿìè (1)�(8).

Ôîðìóëà À íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè è òîëüêî åñëè (äàëü-
øå ïèøåì � å!) îíà èñòèííà ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîéR4-îöåíêå,
ò.å ν(À) = 3.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë À∗ íàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííî âûïîëíèìûì
(èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñîâìåñòíûì), å! èìååòñÿ R4-îöåíêà, ïðè
êîòîðîé êàæäàÿ ôîðìóëà ìíîæåñòâà À∗ âûïîëíèìà.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà íå èìååòñÿ òàêîé R4-îöåíêè,
îíî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âûïîëíèìûì.

Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, å! äëÿ ëþáîé R4-îöåíêè
ν(À) = 3, ò.å. À îáùåçíà÷èìà å! îíà âûïîëíèìà â êàæäîé R4-
îöåíêå.

Ôîðìóëà À íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé, å! äëÿ ëþáîé
R4-îöåíêè ν(À) = 0.

Ôîðìóëà À íå îáùåçíà÷èìà, å! îíà íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé,
ò.å. èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà R4-îöåíêà, â êîòîðîé ν(À) = 2, èëè
ν(À) = 1, èëè ν(À) = 0.

Ôîðìóëà À íàçûâàåòñÿ íåâûïîëíèìîé, å! îíà íå ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíèìîé, ò.å. íåò íè îäíîé R4-îöåíêè, â êîòîðîé ν(À) = 3. Îò-
ìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïîíÿòèÿ ¾áûòü òîæäåñòâåí-
íî ëîæíîé¿ è ¾áûòü íåâûïîëíèìîé¿ ðàâíîîáúåìíûå ïîíÿòèÿ. Â
ðàññìàòðèâàåìîé ëîãèêå îòíîøåíèå ìåæäó óêàçàííûìè ïîíÿòè-
ÿìè èíîå: åñëè ôîðìóëà òîæäåñòâåííî ëîæíàÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
íåâûïîëíèìîé, íî íå íàîáîðîò.

Ìû äàëè îáùåå îïðåäåëåíèå âûïîëíèìîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî
íå ó÷èòûâàëèñü ðàçíûå âèäû ôîðìóë À � 0À, 1À, 2À, 3À. Äåòà-
ëèçèðóåì îïðåäåëåíèå âûïîëíèìîñòè îòíîñèòåëüíî ýòèõ âèäîâ
ôîðìóë.

Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì îòíîøåíèå ìåæäó âûïîëíèìîñòüþ ïî-
ìå÷åííîé ôîðìóëû iA, ãäå i∈ {0, 1, 2, 3} è R4-îöåíêîé íåïî-
ìå÷åííîé ôîðìóëû À. Òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîìå÷åííàÿ
ôîðìóëà iA âûïîëíèìà, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∃ν(ν(iA) ∈ {3}).
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(df.1).∃ν(ν(0A) ∈ {3}) å! ν(À) = 0

(df.2).∃ν(ν(1A) ∈ {3}) å! ν(À) = 1

(df.3).∃ν(ν(2A) ∈ {3}) å! ν(À) = 2

(df.4).∃ν(ν(3A) ∈ {3}) å! ν(À) = 3

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèé ôîðìó-
ëå, ïîìå÷åííîé çíàêîì ¾ëîæü¿, ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ôîðìóëó ñ îïåðàòîðîì îòðèöàíèÿ, à ôîðìóëå, ïîìå÷åííîé çíà-
êîì ¾èñòèíà¿, � ñàìó ôîðìóëó (ò.å. fÀ ⇔∼ À, tÀ ⇔ À, ãäå ¾f¿
è ¾t¿ � çíàêè, îáîçíà÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ëîæü è èñòèíó).
Óñòàíîâèì àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî:

0À⇔∼ À, 1À⇔ ÈÀ, 2À⇔ ÂÀ, 3À⇔ À.

Îäíàêî èñïîëüçîâàòü â ëîãèêå Ðîãîâñêîãî âìåñòî ïîìå÷åí-
íûõ ôîðìóë ôîðìóëû ñ óêàçàííûìè îïåðàòîðàìè âîçìîæíî, íî
ïðàêòè÷åñêè íåóäîáíî. Â ýòîé ëîãèêå èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû
îòðèöàíèÿ (ñëàáîå è ñèëüíîå, à òàêæå èõ êîìáèíàöèè), ðàçíûå
òèïû óòâåðæäåíèé (ñëàáîå è ñèëüíîå), à ïîòîìó ïîÿâÿòñÿ ñëîæ-
íîñòè ñ èòåðàöèåé îïåðàòîðîâ ¾È¿, ¾Â¿ è ¾Ò¿ è íåêîòîðûå äðó-
ãèå. Ïîìå÷åííûå æå ôîðìóëû äàþò åäèíîîáðàçèå â îáîçíà÷åíè-
ÿõ, èñêëþ÷àþò ëþáóþ íåîäíîçíà÷íîñòü â ïðàâèëàõ ðåäóêöèè,
ìèíèìèçèðóþò ÷èñëî ïðàâèë ðåäóêöèè.

Ââåäåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà Õèíòèêêè äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîð-
ìóë (êàê ìíîæåñòâà ôîðìóë èñòèííûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
R4-îöåíêè). Íàçîâåì ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ ôîðìóë Í ìíîæå-
ñòâîì Õèíòèêêè, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë âèäà
α, β, γ, δ îíî óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:

(Í0). Äëÿ ëþáîé àòîìàðíîé ôîðìóëû ð òîëüêî îäíà ïðîèç-
âîëüíàÿ ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà ïîìå÷åííûõ ôîðìóë {0ð, 1ð, 2ð,
3ð} ïðèíàäëåæèò Í, ò.å. ìíîæåñòâî Í íåïðîòèâîðå÷èâî.

(Í1). Åñëè α ∈ θ, òî α1 ∈ H, èëè α2 ∈ H, èëè α3 ∈ H, èëè
α4 ∈ H, èëè α5 ∈ H;

(H2) � åñëè β ∈ H, òî β1 ∈ H èëè β2 ∈ H, èëè β3 ∈ H;
(H3) � åñëè γ ∈ H, òî γ1 ∈ H èëè γ2 ∈ H;
(H4) � åñëè δ ∈ H, òî δ1 ∈ H.
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Äàëüøå äîêàæåì ìåòîäîì Ð. Ñìàëüÿíà [5] òåîðåìó î ïîëíî-
òå àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äëÿ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî. Ïîêàæåì, ÷òî
åñëè À åñòü îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà ëîãèêè R4, òî âñå ïîëíûå
òàáëèöû äëÿ 0À, 1À è 2À ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Êàæäàÿ ïîëíàÿ îòêðûòàÿ âåòâü òàáëèöû îäíî-
âðåìåííî âûïîëíèìà.

Ïóñòü θ ïîëíàÿ îòêðûòàÿ âåòâü òàáëèöû Ä è ïóñòü À+ åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë, ïðèíàäëåæàùèõ θ. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíîé òàáëèöû óñëîâèÿ (i1) − (i4) ñîâïàäà-
þò ñ óñëîâèÿìè (Í1)− (Í4) îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Õèíòèêêè,
à ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîé âåòâè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòêðûòàÿ
âåòâü åñòü ìíîæåñòâî íåïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ (Í0) îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Õèíòèêêè. Çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ïîëíàÿ îòêðûòàÿ âåòâü θ åñòü ìíîæåñòâî Õèíòèêêè.
Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íóæíà ëåììà.
ËÅÌÌÀ 2. Êàæäîå ìíîæåñòâî Õèíòèêêè äëÿ R4 ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî âûïîëíèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü Í � ìíîæåñòâî Õèíòèêêè. Ïîñòðîèì R4-îöåíêó, â êî-

òîðîé êàæäàÿ ôîðìóëà À ∈ Í èñòèííà. Ïðèïèøåì âñåì àòî-
ìàðíûì ïîäôîðìóëàì, èç êîòîðûõ ïîñòðîåíû ôîðìóëû èç Í,
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) ν∗(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3, åñëè 3p ∈ H
2, åñëè 2p ∈ H
1, åñëè 1p ∈ H
0, åñëè 0p ∈ H

(2). Åñëè ïîìå÷åííàÿ àòîìàðíàÿ ïîäôîðìóëà íå ïðèíàäëåæèò
H, òî ð ìîæíî ïðèïèñàòü ïðîèçâîëüíîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν∗(ð) = 3.

Â ñèëó (H0) óñëîâèå (1) íå ìîæåò äàâàòü ïðîòèâîðå÷èâîãî
ïîäìíîæåñòâà ôîðìóë.

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ñòðîåíèþ ôîðìóëû À, ÷òî êàæäàÿ
À ∈ H ïðè ïîäõîäÿùåé (áåç íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (H0)) èíòåð-
ïðåòàöèè åå àòîìàðíûõ ïîäôîðìóë èñòèííà ïî ìåíüøåé ìåðå â
îäíîé R4 − ν∗-îöåíêå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ïîíÿòèå
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ñòåïåíè (ðàíãà) ôîðìóëû d(À) êàê ÷èñëà âõîæäåíèé ëîãè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ â ôîðìóëó À, áîëåå òî÷íî:

(ñ.1): êàæäàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ð èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü,
ò.å. d(ð) = 0;

(ñ.2): d(sÀ) = d(À) + 1, ãäå s ∈ {Â,∼, È, Ò, Ó, Å};
(ñ.3): d(À→ B) = d(À) + d(Â) + 1.
Áàçèñ èíäóêöèè. Êàæäàÿ ïîìå÷åííàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, çà-

äàâàåìàÿ óñëîâèåì (1), ìîæåò áûòü èñòèííîé îòíîñèòåëüíî óêà-
çàííîé îöåíêè ν∗.

Ïóñòü d(À) > 0, À ∈ H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé Ñ
òàêîé, ÷òî d(Ñ) < d(À) èìååò ìåñòî ν∗(Ñ) = 3 ïî êðàéíåé ìåðå â
îäíîé R4-îöåíêå, ãäå Ñ åñòü ïîìå÷åííàÿ ïîäôîìóëà ïîìå÷åííîé
ôîðìóëû À. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ν∗(À) = 3. Òàê êàê d(À) > 0, òî
ôîðìóëà À åñòü ëèáî α, ëèáî β, ëèáî γ, ëèáî δ.

Ïóñòü À åñòü ôîðìóëà âèäà α. Òîãäà, ïî óñëîâèþ (H1) α1 ∈ H,
èëè α2 ∈ H, èëè α3 ∈ H, èëè α4 ∈ H, èëè α5 ∈ H. Íî d(αi) <
d(α), 1 ≤ i ≤ 5. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ äàíî ν∗(αi) = 3 ïî êðàéíåé
ìåðå â îäíîé R4-îöåíêå, çíà÷èò è ν∗(α) = 3.

Ñëó÷àè, êîãäà À åñòü ëèáî β, ëèáî γ, äîêàçûâàþòñÿ ñõîäíûì
îáðàçîì. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà À åñòü δ, äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî, êðîìå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë (Ò1), (Ò2), ( Ò1), ( Ò2), (Ó1),
(Ó2), (Å1) è (Å2), ïðèíàäëåæàùèõ ãðóïïå δ. Ýòè ïðàâèëà äàþò
â çàêëþ÷åíèè ïðîòèâîðå÷èå (0À, 3À), à ïîòîìó îíè íå ìîãóò
ó÷àñòâîâàòü â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Í. Ñëó÷àé óêàçàííûõ ïðà-
âèë ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ çàìêíóòûõ âåòâåé â êëàññè÷åñêèõ ëî-
ãèêàõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êîíñòàíòû ¾ëîæü¿ è ¾èñòèíà¿.
Ëåììà äîêàçàíà, òåì ñàìûì äîêàçàíà è òåîðåìà 1.

q.e.d.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. (à) Åñëè À åñòü îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà, òî âñå
çàâåðøåííûå òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë 0À, 1À, 2À ÿâ-
ëÿþòñÿ çàìêíóòûìè; (b) Åñëè À îáùåçíà÷èìà, òî À òàáëè÷íî
äîêàçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî (à) ïðîâåäåì ðàññóæäåíèåì
îò ïðîòèâíîãî, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîð-
ìóë 0À, 1À, 2À íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 0À. Ïóñòü Ä åñòü îòêðûòàÿ òàáëèöà, ïî-
ñòðîåíèå êîòîðîé íà÷àòî ñ ôîðìóëû 0À, ò.å. 0À ∈Ä. Åñëè Ä îò-
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êðûòàÿ òàáëèöà, òî â íåé èìååòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà îòêðû-
òàÿ âåòâü θ. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ýòà âåòâü îäíîâðåìåííî âûïîëíè-
ìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî è ôîðìóëà 0À âûïîëíèìà, òîãäà ν∗(À) = 0,
(ãäå À íåïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà), òàê êàê 0À∈Ä. Íî ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, òàê êàê ν(À) = 3 6= ν∗(À) = 0 (ò.å.
äëÿ ëþáîé R4-îöåíêè ν(À) = 3, òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû
ôîðìóëà À � îáùåçíà÷èìà, è â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ R4-îöåíêà
ν∗, â êîòîðîé ν∗(À) = 0). Çíà÷èò, òàáëèöà äëÿ 0À çàìêíóòà.

Ñëó÷àé ôîðìóëû 1À. Ïóñòü Ä îòêðûòàÿ òàáëèöà, íà÷èíàþùà-
ÿñÿ ñ ôîðìóëû 1À, ò.å. 1À∈Ä. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ òàê, êàê
è â ñëó÷àå 0À, ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ν(À) = 3 6= ν∗(À) = 1.
Çíà÷èò, òàáëèöà äëÿ 1À çàìêíóòà. Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 2À
êîïèðóåò äâà ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿ.

(b). Ïî ïóíêòó (à) òåîðåìû 2 îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà À èìå-
åò çàìêíóòûå òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë 0À, 1À, 2À.
Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî íåïîìå÷åí-
íîé ôîðìóëû À åñòü òðîéêà çàìêíóòûõ òàáëèö äëÿ ïîìå÷åííûõ
ôîðìóë 0À, 1À, 2À, òî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî À òàá-
ëè÷íî äîêàçóåìà. q.e.d.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà íåçàìêíóòàÿ òàá-
ëèöà èç òðîéêè ïîñòðîåííûõ òàáëèö äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë
0À, 1À, 2À, òî ôîðìóëà À íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Äîïóñòèì, ÷òî ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà. Òîãäà ïî òåîðåìå 3
ïóíêò (à), âñå òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë 0À, 1À, 2À
ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Ïîñëåäíåå íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ
óñëîâèåì ôîðìóëèðîâêè Ñëåäñòâèÿ 4. Çíà÷èò, ôîðìóëà À íà ñà-
ìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
ËÅÌÌÀ 5. Åñëè èìååòñÿ çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû À,
òî ìíîæåñòâî ôîðìóë, ðàñïîëîæåííûõ íà êàæäîé çàìêíóòîé
âåòâè òàáëèöû, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âûïîëíèìûì.

Ïóñòü èìååòñÿ çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû À, íàïðèìåð
1À, íî ôîðìóëû, ïðèíàäëåæàùèå ëþáîé èç âåòâåé ýòîé òàáëè-
öû, îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû. Òîãäà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Ïî
îïðåäåëåíèþ îäíîâðåìåííîé âûïîëíèìîñòè ìíîæåñòâà ôîðìóë,
ñóùåñòâóåò R4-îöåíêà, â êîòîðîé âñå ýòè ôîðìóëû èñòèííû. Íî
ýòî çíà÷èò, ÷òî âåòâü íåïðîòèâîðå÷èâà, ò.å. òàáëèöà äëÿ ôîðìó-
ëû À íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6. Åñëè À èìååò òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî, òî À
îáùåçíà÷èìà.

Ïî îïðåäåëåíèþ òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî íåïîìå÷åííîé ôîð-
ìóëû À åñòü òðîéêà çàìêíóòûõ òàáëèö äëÿ ôîðìóë 0À, 1À, 2À.
Ïî ëåììå 5 âñå ìíîæåñòâà ôîðìóë, ðàñïîëîæåííûõ íà âåòâÿõ
òàáëèö äëÿ ôîðìóë 0À, 1À, 2À, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âû-
ïîëíèìûìè. Ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äëÿ ïîìå-
÷åííûõ ôîðìóë 0À, 1À, 2À ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èìååòñÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, õîòÿ áû îäíà îöåíêà, â êîòîðîé íåïîìå÷åííàÿ ôîð-
ìóëà À ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾0¿, ¾1¿ èëè ¾2¿. Íî âî âñåõ òðåõ
ñëó÷àÿõ ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âåäóò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî íåò íè îäíîé îöåíêè, â êîòîðîé íåïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ¾0¿, ¾1¿ è ¾2¿. Òîãäà íåïîìå÷åííàÿ ôîðìó-
ëà À âûïîëíèìà â êàæäîé R4-îöåíêå, ò.å. ôîðìóëà À îáùåçíà-
÷èìà.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 7. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðàâèëà ðåäóêöèè (→0),
(→3) è (∼0), (∼3) îäèíàêîâû äëÿ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî è êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå
òàáëèöû ëîãèêè Ðîãîâñêîãî ñîäåðæàò èçîìîðô àíàëèòè÷åñêèõ
òàáëèö êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Íî ýòî òàêæå çíà-
÷èò, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà î ïîëíîòå äëÿ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ýòîé òåîðåìû, äîêàçàííîé Ñìàëüÿíîì äëÿ
äâóçíà÷íîé ëîãèêè.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 8. Ýòó æå òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü â ñòèëå
Ì. Ôèòòèíãà [3]. Òàê ïîñòóïàåò, íàïðèìåð, Ð. Õåíë [4] â äîêàçà-
òåëüñòâå ïîëíîòû äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîçíà÷íîé ëîãèêè.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
î ïîëíîòå ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ àáñòðàêòíîå ñâîé-
ñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Â áîëüøèíñòâå äîêàçàòåëüñòâ òåî-
ðåì î ïîëíîòå ÿâíî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
(ëþáîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë èìååò ìîäåëü (âû-
ïîëíèìî)). Ì. Ôèòòèíã íàçûâàåò èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåìû î ïîëíîòå ¾ñòàíäàðò-
íûì àðãóìåíòîì ïîëíîòû¿. Îí âûäåëÿåò ñóùåñòâåííûå ÷åðòû
ýòîãî àðãóìåíòà, ò.å. ÷åðòû, íåçàâèñèìûå îò ñïåöèôèêè òîé èëè
èíîé êîíêðåòíîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû è åå ñåìàíòèêè. Îí óêà-
çûâàåò äâå ñóùåñòâåííûå ÷åðòû. Âî-ïåðâûõ, ïðîèçâîëüíîå ìíî-
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æåñòâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè èç íåãî íåëüçÿ
ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èÿ. Âî-âòîðûõ, ñ ñåìàíòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ âñå ôîðìóëû íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà äîëæíû áûòü
èñòèííûìè, è ïîíÿòèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ðóêîâîäèò ïîäáîðîì
çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ (èç êîòîðûõ ïîñòðî-
åíû âñå ôîðìóëû íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà), êîíñòðóèðî-
âàíèåì èñòèííîñòíîé îöåíêè, ïðè êîòîðîé ôîðìóëû, âõîäÿùèå
â íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî, îêàçûâàþòñÿ èñòèííûìè. Àá-
ñòðàêòíîå ñâîéñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü
óòî÷íåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ëîãèê: êëàññè÷åñêîé, ìîäàëüíîé, ìíî-
ãîçíà÷íîé. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå îòäåëüíîå ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë, êàê ìíîæåñòâî Õèíòèêêè, à ñîâîêóïíîñòü (ñîáðàíèå) ìíî-
æåñòâ ôîðìóë. Âñÿ ñîâîêóïíîñòü è êàæäîå ìíîæåñòâî èç ýòîé
ñîâîêóïíîñòè íåïðîòèâîðå÷èâî, ò.å. èç íåãî íåâîçìîæíî ïî ñôîð-
ìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå. Êàæäîå ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò ýòîìó ñîáðàíèþ ìíîæåñòâ
ôîðìóë, ôîðìàëüíî (ñòðóêòóðíî) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëî-
âèÿì, ÷òî è ìíîæåñòâî Õèíòèêêè, íî ñîäåðæàòåëüíî ðå÷ü èäåò
î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

Åñëè ïðèìåíèòü ýòè ñîäåðæàòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ ê ïîìå-
÷åííûì ôîðìóëàì ëîãèêè Ðîãîâñêîãî, òî àáñòðàêòíîå ñâîéñòâî
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 9. Ïóñòü ∆ åñòü ñîáðàíèå ìíîæåñòâ ïîìå÷åí-
íûõ ôîðìóë ëîãèêè Ðîãîâñêîãî. Íàçîâåì ∆ ñâîéñòâîì íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòè ïîìå÷åííûõ ôîðìóë, åñëè äëÿ êàæäîãî S ∈ ∆ îíî
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Äëÿ âñåõ àòîìàðíûõ ôîðìóë ð, åñëè j1ð, j2ð ∈ S, òî {j1}∩
{j2} 6= Ø, ãäå j ∈ {3, 2, 1, 0};

2. 0(À → Â), 1ÒÀ, 2ÒÀ, 1 ∼ ÒÀ,2 ∼ ÒÀ,1ÓÀ,2ÓÀ,1ÅÀ,
2ÅÀ /∈ S;

3. Åñëè α ∈ S, òî S∪{α1} ∈ ∆ èëè S∪{α2} ∈ ∆ èëè, S∪{α3} ∈
∆ èëè, S ∪ {α4} ∈ ∆ èëè, S ∪ {α5} ∈ ∆;

4. Åñëè β ∈ S, òî S∪{β1} ∈ ∆ èëè S∪{β2} ∈ ∆ èëè, S∪{β3} ∈
∆;

5. Åñëè γ ∈ S, òî S ∪ {γ1} ∈ ∆ èëè S ∪ {γ2} ∈ ∆;
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6. Åñëè δ ∈ S, òî S ∪ {δ1} ∈ ∆, ïðè÷åì èç δ èñêëþ÷åíû ôîð-
ìóëû, óêàçàííûå â ïóíêòå 2.

Íàïðèìåð, ïóíêò 5 îïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè γ ∈ S,
òî óäëèíåíèå S ïîñðåäñòâîì γ1 èëè γ2 íåïðîòèâîðå÷èâî. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîëíîòå ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïîêàçàòü, ÷òî óäëèíåíèå S ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Õèíòèêêè.
Ìíîæåñòâî Õèíòèêêè âûïîëíèìî. Åñëè S êîíå÷íî, òî äîêàçà-
òåëüñòâî î÷åâèäíî. Íî åñëè S áåñêîíå÷íî, òî íàäî èñïîëüçîâàòü
òåîðåìó Ëèíäåíáàóìà (âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî
ïðåäëîæåíèé S ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî ìàêñèìàëüíîãî íåïðî-
òèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà), è ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå íåïðî-
òèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé åñòü ìíîæåñòâî Õèíòèêêè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîð-
ìóë.
ÏÐÈÌÅÐ 10. Òð→ (g → p). Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìó-
ëà îáùåçíà÷èìîé. Íàäî ïîñòðîèòü òðè àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû
0(Òð→ (g → p)), 1(Òð→ (g → p)), 2(Òð→ (g → p)).

(1). 0(Òð→ (g → p))

(2). 3Òð
(3). 0(g → p)
(4). 3ð(2)
(5). 3g
(6). 0ð(3)
ïð. 4, 6

Òàáëèöà äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 0(Òð→ (g → p)) çàìêíóòà,
íà ÷òî óêàçûâàåò çíàê ¾ïð.¿ ïîñëå ñòðî÷êè (6), êîòîðûé ÷èòà-
åòñÿ ¾ïðîòèâîðå÷èå¿. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòðî÷êè ïîëó÷åíû èç (1),
íî âî âòîðîé ñòðî÷êå ýòî íå îòìå÷àåòñÿ. Ïÿòàÿ è øåñòàÿ ñòðî÷-
êè ïîëó÷åíû èç ñòðî÷êè (3), íî â ïÿòîé ñòðî÷êå óêàçàíèå íà ýòî
îïóñêàåòñÿ. Ìû òàêæå îïóñêàåì óêàçàíèå íà òî, ÷òî âòîðàÿ è
òðåòüÿ ñòðî÷êè ïîëó÷åíû èç (1), à ïÿòàÿ è øåñòàÿ èç (3) ïî îä-
íîìó è òîìó æå ïðàâèëó ðåäóêöèè (→0). Ïî çíàêó ïîìå÷åííîé
ôîðìóëû, èç êîòîðîé ïîëó÷àåì äðóãèå ñòðî÷êè, è ðàñïîëîæå-
íèþ ñêîáîê, âûäåëÿþùèõ â ôîðìóëå (èëè ïîäôîðìóëå) ãëàâ-
íóþ ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó èëè îïåðàòîð, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
èñïîëüçóåìîå ïðàâèëî ðåäóêöèè. Òàêèå ñîêðàùåíèÿ îïðàâäàíû
äëÿ ëó÷øåãî îáîçðåíèÿ âåñüìà ãðîìîçäêèõ òàáëèö (ñì. Ïðèëî-
æåíèå 1).
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Âñå âåòâè äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 2(Òð→ (g → p)) çàìêíó-
òû. Âñå òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë 0(Òð → (g → p)),
1(Òð → (g → p)) è 2(Òð → (g → p)) çàìêíóòû. À ïîòîìó ôîð-
ìóëà (Òð→ (g → p)) îáùåçíà÷èìà.
ÏÐÈÌÅÐ 11. ð → (g → p). Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìó-
ëà îáùåçíà÷èìîé. Íàäî ïîñòðîèòü òðè àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû
0(ð→ (g → p)), 1(ð→ (g → p)), 2(ð→ (g → p)).

(1). 0(ð→ (g → p))

(2). 3ð
(3). 0(g → p) (1)
(4). 3g
(5). 0ð
ïð. 2, 5

Òàáëèöà äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 0(ð→ (g → p)) çàìêíóòà.
Òàáëèöà äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 1(ð → (g → p)) çàìêíóòà

(ñì. Ïðèëîæåíèå 2).
Ïðîâåðÿòü ïîñòðîåíèå âåòâåé, ïîðîæäàåìûõ ôîðìóëàìè (ñ1),

(d1) è (å1), � ëèøíÿÿ ðàáîòà, òàê êàê ÷àñòü âåòâåé (òðè), ïî-
ëó÷åííûå íà îñíîâàíèè ôîðìóëû b1, îêàçàëèñü ïîëíûìè, íî íå
çàìêíóòûìè. Çíà÷èò, òàáëèöà äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 2(ð →
(g → p)) íå çàìêíóòà (ñì. Ïðèëîæåíèå 3.), è ôîðìóëà (ð→ (g →
p)) íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
ÏÐÈÌÅÐ 12. Ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû Ó(p → g) →
(Óp → Óg). Íàäî ïîñòðîèòü òðè àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèöû 0(Ó(p →
g) → (Óp → Óg)), 1(Ó(p → g) → (Óp → Óg)), 2(Ó(p → g) →
(Óp → Óg)) è âûÿñíèòü ÿâëÿþòñÿ ëè îíè çàìêíóòûìè.

(1). 0(Ó(p → g) → (Óp → Óg))

(2). 3(Ó(p → g))

(3). 0((Óp → Óg)) (1)
(4). 3((p → g) (2) (5). 2((p → g)) (2)
(4.1). 0p (4) (4.2). 3g (4)
(4.1.1). 3Óp (3) (4.2.1). 3Óp (3)
(4.1.2). 0Óg (3) (4.2.2). 0Óg (3)

(5).
(a). 3p (b). 2p (c). 1p (d). 1p (e). 1p
(a1). 2g (5) (b1). 2g (5) (c1). 2g (5) (d1). 1g (5) (e1). 0g (5)
(a2). 3Óð (3) (b2). 3Óð (3) (c2). 3Óð (3) (d2). 3Óð (3) (e2). 3Óð (3)
(a3). 0Óg (3) (b3). 0Óg (3) (c3). 0Óg (3) (d3). 0Óg (3) (e3). 0Óg (3)
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(6). (7).
(6.1). 3p(4.1.1) (6.2). 2p(4.1.1) (7.1). 0g(4.2.2) (7.2). 1g(4.2.2)
ïð. 4.1,6.1 ïð. 4.1,6.2 ïð. 4.2,7.1 ïð. 4.2,7.2

(8). (9).
(d21). 3p(d2) (d22). 2p(d2) (e21). 3p(e2) (e22). 2p(e2)

ïð. d, d21 ïð. d, d22 ïð. e, e21 ïð. e, e22

(10). (11). (12).
(a31). 1g(a3) (a32). 0g(a3) (â31). 1g(â3) (â32). 0g(â3) (c21). 3p(c2) (c22). 2p(c2)

ïð. a1, a31 ïð. a1, a32 ïð. â1, â31 ïð. â1, â32 ïð. ñ, ñ21 ïð. ñ, ñ22

Âñå âåòâè ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 0(Ó(p → g) → (Óp → Óg))
çàìêíóòû. Îäíàêî âåòâè íå ÿâëÿþòñÿ çàâåðøåííûìè: ïîìå÷åí-
íûå ôîðìóëû (4.1.2) è (4.2.2) íå ðåäóöèðîâàíû ê ïîìå÷åííûì
ïîäôîðìóëàì.

1(Ó(p → g) → (Óp → Óg))

(a).2Ó(p → g) (b).2Ó(p → g) (c).3Ó(p → g)

(a1)0(Óp → Óg)(1) (b1)1(Óp → Óg)(1) (c1)1(Óp → Óg)(1)

ïð. (a) ïð. (b)
(c11).3Óð (c13).2Óð (c15).2Óð
(c12).1Óg(c1) (c14).1Óg(c1) (c16).0Óg(c1)

ïð.(c12) ïð.(c14) ïð.(c15)

Òàáëèöà äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 1(Ó(p → g) → (Óp → Óg))
çàìêíóòà, õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ê ïîìå÷åííûì ôîðìóëàì,
íàïðèìåð, ñòðîêè (c).3Ó(p → g) è ñòðîêè (a1)0(Óp → Óg) ïðà-
âèëà ðåäóêöèè íå ïðèìåíÿëèñü.

Âñå âåòâè ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 2(Ó(p → g) → (Óp → Óg))
çàìêíóòû (ñì. Ïðèëîæåíèå 4). Íåïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà Ó(p →
g) → (Óp → Óg) îáùåçíà÷èìà.

Êðîìå óêàçàííûõ ïðèìåðîâ, áûëè ïðîâåðåíû íà îáùåçíà÷è-
ìîñòü âñå àêñèîìû (òðåòèé ïðèìåð � ýòî àêñèîìà), ïðàâèëî
âûâîäà è ðÿä äðóãèõ ôîðìóë àêñèîìàòè÷åñêîé ñèñòåìû Ðîãîâ-
ñêîãî, ò.å. òåñòèðîâàíèå ïðàâèë ðåäóêöèè, íà ìîé âçãëÿä, áûëî
äîñòàòî÷íûì. Ìíîæåñòâî ïðàâèë ðåäóêöèè ëîãèêè Ðîãîâñêîãî
óäîâëåòâîðÿåò ìåòîäîëîãè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì ïîëíîòû (Òåîðå-
ìà 3) è êîððåêòíîñòè (Òåîðåìà 6).
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2 Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû
Ïðàêòèêà ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äàæå äëÿ ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòûõ ôîðìóë, ò.å. ôîðìóë, èìåþùèõ íåáîëüøîå ÷èñëî
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è îïåðàòîðîâ, ïîêàçûâàåò èõ ãðîìîçäêîñòü,
ñëîæíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè òàáëèöàìè êëàññè-
÷åñêîé ëîãèêè. Ýòà ñëîæíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëü-
ñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íîâûõ âåòâåé, ïîðîæ-
äàåìûõ ïðàâèëîì (→2), ðàâíî ïÿòè, òîãäà êàê â êëàññè÷åñêîé
ëîãèêå ýòî ÷èñëî ðàâíî äâóì. Âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîé ôîðìóëû
ëîãèêè Ðîãîâñêîãî ñòðîÿòñÿ òðè àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû, â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñëó÷àå îäíà. Íàçîâåì íà âðåìÿ ýòó âòîðóþ ñëîæíîñòü
¾ïðîáëåìîé áîëüøîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö¿. Ïðîáëå-
ìàòè÷íîñòü èìååò ìåñòî íå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (ñè-
ñòåìà ïðàâèë ðåäóêöèè ïîëíà è êîððåêòíà), à ñ ïðàêòè÷åñêîé: â
êîíöå êîíöîâ òàáëè÷íûé ñïîñîá ôîðìàëèçàöèè ëîãèêè Ðîãîâñêî-
ãî äîëæåí áûòü óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðîâåðêè îáùåçíà-
÷èìîñòè áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíûõ ôîðìóë.

Ïåðâûé íåäîñòàòîê ÷àñòè÷íî óñòðàíèì, ïðè óñëîâèè åñëè ôîð-
ìóëû èëè ïîäôîðìóëû èìåþò ñòðóêòóðó âèäà: 2(ÒÀ → Â),
2(À → ÒÂ),2(ÒÀ → ÒÂ),1(ÒÀ → Â),1(À → ÒÂ),1(ÒÀ →
ÒÂ),2(ÓÀ→ Â),2(À→ ÓÂ),2(ÓÀ→ ÓÂ) è íåêîòîðóþ äðóãóþ.
Íî â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæíû ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà, êîòîðûå
íåñëîæíî ïîëó÷èòü. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ïðîèç-
âîäíîå ïðàâèëî (ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî).

2(ÒÀ→ Â)

3ÒÀ
2Â

(+).2(ÒÀ→ Â)

(a). 3ÒÀ (b). 2ÒÀ (c). 1ÒÀ (d). 1ÒÀ (e). 1ÒÀ
(a1). 2Â (+) (b1). 2Â (+) (c1). 2Â (+) (d1). 1Â (+) 1Â (+)

(b2).3A, 0A(b) (c2).3A, 0A(c) (d2).3A, 0A(d) 3A, 0A (e)
ïð. (b2) ïð. (c2) ïð. (d2) ïð. (e2)

Â äàííîì ïðîèçâîäíîì ïðàâèëå ñîêðàùåíèå ÷èñëà âåòâåé ïðî-
èçîøëî çà ñ÷åò îòñå÷åíèÿ çàâåäîìî ïðîòèâîðå÷èâûõ âåòâåé.

Åñëè áû ìû ïðèìåíèëè ýòî ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî ê ïðèìåðó 10
ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîé òàáëèöû äëÿ ïîìå÷åííîé ôîðìó-
ëû 2(Òð→ (g → p)), òî âåòâè (â) (ñ), (d) è (å) îòñóòñòâîâàëè áû.
Íåñëîæíî óêàçàòü è îáîñíîâàòü äðóãèå ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà.
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Ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà ñîêðàùàþò ÷èñëî âåòâåé ïðè ïîñòðî-
åíèè àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö, íî â îòäåëüíûõ, ïîäõîäÿùèõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ñòðóêòóðà èññëåäóåìîé ôîðìóëû ðàçðåøàåò ïðèìå-
íÿòü ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà. Íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíèìûìè
âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ; ëåãêî óêàçàòü â ïðèíöèïå ïîòåí-
öèàëüíî áåñêîíå÷íûé ñïèñîê ôîðìóë, ñòðóêòóðà êîòîðûõ íå äî-
ïóñêàåò ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðàâèë.

Â èòîãå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîÿâëåíèå áîëüøîãî ÷èñëà
âåòâåé ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö íåèçáåæíî, òàê
êàê ïðàâèëà (→1) è (→2) îòîáðàæàþò òàáëè÷íóþ ñåìàíòèêó
èìïëèêàöèè. Íåèçáåæíî äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîèçîéäåò íåêî-
òîðîå îáîáùåíèå íà óðîâíå òàáëè÷íîé ñåìàíòèêè èìïëèêàöèè.
Ýòî ñòàíåò âîçìîæíûì, åñëè áóäåò ðåøåíà âòîðàÿ ïðîáëåìà.

×òî êàñàåòñÿ ïðîáëåìû áîëüøîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ òàá-
ëèö, òî îíà òàêæå âïîëíå îáúÿñíèìà.

Èç ìíîæåñòâà Ã4 = {3, 2, 1, 0} èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, äî-
ïóñêàåìûõ ëîãèêîé Ðîãîâñêîãî, â êà÷åñòâå âûäåëåííîãî ïðèíè-
ìàåòñÿ çíà÷åíèå {3}. Îñòàëüíûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ {0}, {1}
è {2} íå ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè, âûäåëåííûìè. Òîãäà, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû À â òàáëè÷-
íîì ïîñòðîåíèè ëîãèêè Ðîãîâñêîãî, íàäî ïîðîçíü ñäåëàòü òðè
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû. (1) Èìååòñÿ õîòÿ
áû îäíà âîçìîæíîñòü (ò.å. îòêðûòàÿ âåòâü), â êîòîðîé ôîðìóëà
À ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾0¿, ò.å. ν∗(À) = 0; (2) Èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà âîçìîæíîñòü, â êîòîðîé ν∗(À) = 1; (3) Èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà âîçìîæíîñòü, â êîòîðîé ν∗(À) = 2.

Ñèíòàêñè÷åñêè ýòè òðè ïðåäïîëîæåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ïîñòðî-
åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö ñîîòâåòñòâåííî íà÷èíàþòñÿ ñ ïîìå-
÷åííûõ ôîðìóë 0À, 1À è 2À. Îïðîâåðæåíèå æå ñîñòîèò â òîì
(åñëè, êîíå÷íî, âñå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû çàìêíóòû), ÷òî ìû
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå â êàæäîé âåòâè ýòèõ òàáëèö. Ïðîòèâî-
ðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî íà âåòâè âñòðå÷àåòñÿ, ïî ìåíüøåé ìåðå äâà-
æäû, îäíà è òà æå ôîðìóëà (â ñëó÷àå ïîëíîé òàáëèöû � àòîìàð-
íàÿ ôîðìóëà), íî îíà èìååò ðàçëè÷íûå ïîìå÷åííûå çíà÷åíèÿ. Â
áîëåå òî÷íîé çàïèñè: íà çàìêíóòîé âåòâè èìåþòñÿ ïîìå÷åííûå
ôîðìóëû j1ô1, j2ô2, . . . , jnôn òàêèå, ÷òî ô2 = ô3 = · · · = ôm è
{j1}∩{j2}∩· · ·∩{jm} = Ø, ãäå j ∈ {3, 2, 1, 0} è 1 < m ≤ n. Èíà-
÷å, ò.å. êîãäà ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, âåòâü íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.
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Òðè ïîðîçíü ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîáùåçíà÷èìîñòè
ôîðìóëû è ÿâëÿåòñÿ ïîäëèííîé ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ òðåõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ òàáëèö (èëè, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, òðåõ ïîäòàá-
ëèö äàííîé òàáëèöû) äëÿ îäíîé è òîé æå èññëåäóåìîé ôîðìóëû.

Åñëè îáîáùèòü ýòîò ïîäõîä íà ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íîçíà÷íóþ
ëîãèêó, òî ÷èñëî àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äëÿ ëþáîé, èññëåäóå-
ìîé íà îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ðàâíî |N |\|b|, ãäå |N | � ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, |b| � ýòî ìîùíîñòü
âûäåëåííûõ çíà÷åíèé èñòèííîñòè. Îáîáùåíèÿ òàáëè÷íîãî ñïî-
ñîáà ôîðìàëèçàöèè íà ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íîçíà÷íóþ ëîãèêó,
íà÷àòîå Ñóðìîé (Surma Stanislaw) [7] è ïðîäîëæåííîå Êàðíè-
åëëè (Carnielli Walter) [8], áåçóïðå÷íû ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäî-
ëîãè÷åñêèõ òðåáîâàíèé ïîëíîòû è êîððåêòíîñòè, ïðåäúÿâëÿå-
ìûõ ê òàáëè÷íûì ñèñòåìàì. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ýòîì ïîäõîäå íå
ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè ïîñòðîåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö (|N |\|b|) äëÿ îäíîé è òîé æå ôîðìóëû.
Ïîýòîìó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíè ìàëîïðèãîäíû. Çà-
äà÷à, òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: êàê ñîêðàòèòü ÷èñëî
àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äëÿ îäíîé è òîé æå ôîðìóëû?

Ñèñòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âïåðâûå áûëî ïðåäëî-
æåíî Õåíëåì [4]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ðåøåíèÿ, åñëè ïðèìåíèòü
åå ê ÷åòûðåõçíà÷íîé ëîãèêå Ðîãîâñêîãî, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Íàäî ïðåäïîëàãàòü â ðàññóæäåíèè îò ïðîòèâíîãî, ñâîéñòâåííîãî
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö, íå òðè èçîëèðîâàííûõ äðóã îò äðóãà
ñëó÷àÿ ïðåäïîëîæåíèÿ: ¾ν∗(À) = 0¿, ¾ν∗(À) = 1¿ è ¾ν∗(À) = 2¿,
íî ñëåäóåò ðåàëèçîâàòü â ýòîì ðàññóæäåíèè åäèíîå óñëîâèå, à
èìåííî: ¾ν∗(À) = 0, èëè ν ∗ (À) = 1, èëè ν∗(À) = 2¿. Íî òîãäà
íàäî èçìåíèòü òðàêòîâêó ïîìå÷åííîé ôîðìóëû. Îí íàçâàë ýòî
íîâîå ïîíèìàíèå ïîìå÷åííîé ôîðìóëû ¾ìíîæåñòâà êàê çíàêè¿
(sets as signs). ¾Ìíîæåñòâà êàê çíàêè¿ � ýòî ñèíòàêñè÷åñêèå
îïåðàòîðû, êîòîðûì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûå ïîä-
ìíîæåñòâà ã ⊂ Ã4 èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé èç Ã4 = {3, 2, 1, 0}.
Èç âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ã4 áóäóò èñïîëüçî-
âàíû ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:
{{0, 1, 2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0}, {1}, {2}} è {3}.

Âñå ïîäìíîæåñòâà, êðîìå ïîñëåäíåãî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà-
ìè ìíîæåñòâà {0, 1, 2}, ïîñëåäíåå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âûäå-
ëåííûì ìíîæåñòâîì ëîãèêè Ðîãîâñêîãî.



Àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè Ðîãîâñêîãî 207

Òàêîé âûáîð íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. ×òîáû äîêàçàòü â òàá-
ëè÷íîé ñèñòåìå ëîãèêè Ðîãîâñêîãî îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû,
íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíî-
æåñòâó {0, 1, 2}, íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé, ò.å. âñå âåòâè ýòîé
ïîìå÷åííîé ôîðìóëû çàìêíóòû. Âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà
{0, 1, 2}, èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå çíàêîâ ïîìå÷åííûõ ôîðìóë,
ïîÿâëÿþòñÿ â õîäå ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîé ïîìå÷åííîé ïîäôîð-
ìóëû íà ïîäôîðìóëû, ò.å. â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé
òàáëèöû. Åñëè ìû ïðåâðàòèì ñàìî ìíîæåñòâî {0, 1, 2} è åãî ïîä-
ìíîæåñòâà â ñèíòàêñè÷åñêèå îáúåêòû, ò.å. â çíàêè ïîìå÷åííûõ
ôîðìóë, òî âîçìîæíû òàêèå âèäû ïîìå÷åííûõ ôîðìóë: 012:À,
01:À, 02:À, 12:À, 0À, 1À, 2À è, êðîìå ýòîãî, èìååòñÿ åùå îäíà
ïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà 3À, ãäå À � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà,
íàïðèìåð, ôîðìóëà 012:À ÷èòàåòñÿ ¾À ëîæíî èëè À ïîäëîæíî,
èëè À ïîäèñòèííî¿.

Äàëüøå áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ïîìå÷åííîé ôîðìóëîé
ëþáóþ ôîðìóëó âèäà 012:À, 01:À, 02:À, 12:À.

Îáîáùåííûì ïðàâèëîì ðåäóêöèè íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïðàâèëî,
â êîòîðîì â ïîñûëêå èëè çàêëþ÷åíèè èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà îáîá-
ùåííàÿ ïîìå÷åííàÿ ôîðìóëà.

Îáîáùåííîé àíàëèòè÷åñêîé òàáëèöåé íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ òàáëèöà, ïîñòðîåíèå êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ èç ôîðìóëû 012:À.
Îòìåòèì, ÷òî â ïîñòðîåíèè îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö
ïðèìåíÿþòñÿ íå òîëüêî îáîáùåííûå ïðàâèëà ðåäóêöèè, íî è íå-
êîòîðûå ïðåæíèå ïðàâèëà ðåäóêöèè. Ñíà÷àëà ìîäèôèöèðóåì
ïðàâèëà ðåäóêöèè 1(À→Â), 2(À→Â), 0ÒÀ, 3∼ÒÀ, 0ÓÀ è 0ÅÀ
òàê, ÷òîáû â çàêëþ÷åíèè ýòèõ ïðàâèë èìåëèñü îáîáùåííûå ïîä-
ôîðìóëû. Çàòåì óêàæåì íîâûå (îáîáùåííûå) ïðàâèëà ðåäóêöèè
äëÿ ôîðìóë 012:À, 01:À, 02:À è 12:À, ãäå À ïðîèçâîëüíàÿ ôîð-
ìóëà, âîçìîæíî ñ îïåðàòîðîì. È ïîñëå ýòîãî äàäèì îáîñíîâàíèå
ýòèõ ïðàâèë.

Ìîäèôèöèðîâàííûå ïðàâèëà
(→1), (→2), (Ò0), (∼ Ò3), (Ó0), (Å0).

(→1)+ : 1(A → B) (→2)+ : 2(A → B) (Ò0)+ : 0ÒA
2A 3A 1A 12:A 3A 012:A
01:B 1B 01:B 2B 2B



208 Í.È. Ñòåøåíêî

(∼ T3)+ : 3∼ÒA (Ó0)+ : 0ÓÀ (E0)+ : 0ÅÀ
012:A 01:A 02:A

Îáîáùåííûå ïðàâèëà: (→01), (→02), (→12), (→012) è äð.

Ïðàâèëà äëÿ èìïëèêàöèè

(→01) 01 :(A → B) (→02) 02 :(A → B)
2A 3A 1A 12:A 2B
01:B 01:B 01:B 2B 02:B

(→12) 12 :(A → B) (→012) 012 :(A → B)
12:A 3A 12:A 12:A 3A
01:B 12:B 2B 012:B 012:B

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâèëà äëÿ èìïëèêàöèè: (→0) è (→3) ñîõðà-
íÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾B¿

(B01) : 01:BA (B02) : 02:BA
1A 3A 01:A

(B12) : 12:BA (B012) : 012:BA
0A 3A 01A 3A

Ïðàâèëà äëÿ îòðèöàíèÿ (ñëàáîãî)

(∼01) : 01 : ∼ A (∼02) : 02 : ∼ A

2A 3A 1A 3A

(∼12) : 12 : ∼ A (∼012) : 012 : ∼ A

12:A 12:A 3A
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Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾È¿

(È01) : 01:ÈA (È02) : 02:ÈA
02:A 2A 3A

12:ÈA (È012) : 012:ÈA
0A 3A 02:A 3A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Ò¿

(Ò01) = (Ò02) = (Ò012), ò.å. çàêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïðàâèë ñîâïàäà-
þò

(Ò01) : 01:ÒA (Ò12) : 12:ÒA
012:A 0A, 3A

Ïðàâèëà äëÿ îòðèöàíèÿ (ñèëüíîãî) ¾∼ Ò¿

∼ (Ò01) =∼ (Ò02) =∼ (Ò012), ò.å. çàêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïðàâèë
ñîâïàäàþò

∼ (Ò01) : 01:∼ ÒA ∼ (Ò12) : 12:∼ ÒA

3A 0A, 3A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Ó¿

(Ó01) = (Ó02) = (Ó012), ò.å. çàêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïðàâèë ñîâïàäà-
þò

(Ó01) : 01:ÓA (Ó12) : 12:ÓA
01:A 0A, 3A

Ïðàâèëà äëÿ îïåðàòîðà ¾Å¿

(E01) = (E02) = (E012), ò.å. çàêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïðàâèë ñîâïàäà-
þò

(E01) : 01:EA (E12) : 12:EA
02:A 0A, 3A
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Ðàçîáüåì ýòè ïðàâèëà íà òðè ãðóïïû : (β)∗, (γ)∗ è (δ)∗

(β)∗ β∗1 β∗2 β∗3

2(A → B) 1A 12:A 3A
01:B 2B 2B

02:(A → B) 1A 12:A 3A
01:B 2B 02:B

12:(A → B) 12:A 3A 12:A
01:B 12:B 2B

(γ)∗ γ∗1 γ∗2

1(A → B) 2A 3A
01:B 1B

01:(A → B) 2A 3A
12:A 01:B

012:(A → B) 12:A 3A
012:B 012:B

01:BA 1A 3A
12:BA 0A 3A
012:BA 01:A 3A
01:∼ A 2A 3A
02:∼ A 1A 3A
012:∼ A 12:A 3A
02:ÈÀ 2A 3A
12:ÈÀ 0A 3A
012:ÈÀ 02:A 3A
12:TÀ 0A 0A

3A 3A
12:∼ TÀ 0A 0A

3A 3A
12:ÓÀ 0A 0A

3A 3A
12:EÀ 0A 0A

3A 3A
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(δ)∗ δ∗1

0TA 012:A
3∼ TA 012:A
0ÓÀ 01:A
0EA 02:A
02:BA 01:A
12:∼ A 12:A
01:ÈA 02:A
01:TA 012:A
01:∼ TA 3:A
01:ÓA 01:A
01:ÓA 02:A

Ïðåæäå ÷åì äàòü îáîñíîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ è îáîáùåí-
íûõ ïðàâèë, óêàæåì íà î÷åâèäíûå ôàêòû. Â ìîäèôèöèðîâàí-
íûõ ïðàâèëàõ ÷èñëî ñòîëáöîâ â çàêëþ÷åíèè, êàê ìîæíî âèäåòü,
óìåíüøèëîñü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàðûìè ïðàâèëàìè. Êðîìå òîãî,
âî âñåõ óêàçàííûõ ïðàâèëàõ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ (âåò-
âåé) â çàêëþ÷åíèè ðàâíî òðåì. Ïîñëåäíåå î÷åíü âàæíî äëÿ ïðàê-
òèêè ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö, òàê êàê ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ÷èñëî âåòâåé â õîäå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òàáëèöû äëÿ
îïðåäåëåííîé ôîðìóëû ñîêðàùàåòñÿ. Õîòÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
÷èñëî ïðàâèë ðåäóêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ, íî ýòî íåóäîáñòâî ñêîðåå
ïñèõîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. È, íàêîíåö, âìåñòî òðåõ àíàëèòè-
÷åñêèõ òàáëèö, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ñòðîèòñÿ îäíà.

Ìîäèôèöèðîâàííûå è íîâûå ïðàâèëà ïîëó÷àåì èç ñòàðûõ ïðà-
âèë ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ÄÍÔ: ïåðåõîäèì îò ïðàâèë ðåäóêöèè ê ñîîòâåòñòâóþùèì èì
ÄÍÔ, çàòåì ïðîâîäèì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÍÔ, è,
íàêîíåö, îò ïðåîáðàçîâàííîé ÄÍÔ ïåðåõîäèì ê ìîäèôèöèðî-
âàííûì èëè íîâûì ïðàâèëàì ðåäóêöèè.

Ïðåæäå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðàâèëàì ðåäóêöèè ñîîòâåòñòâóåò
ÄÍÔ. Íàäî áîëåå òî÷íî îïèñàòü ýòî ñîîòâåòñòâèå. Ââåäåì äâà
îïðåäåëåíèÿ.

(ä.1). Ôi ≡Df iÔ,
ãäå i ∈ {012, 01, 02, 12, 0, 1, 2, 3}, åñëè i åñòü îïåðàòîð ôîð-
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ìóëû, ò.å. çíàê ïîìå÷åííîé ôîðìóëû, è i ∈ {{0, 1, 2}, {0, 1},
{0, 2}, {1, 2}, {0}, {1}, {2}, {3}}, åñëè i åñòü çíàê èñòèííîñò-
íîãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå i èñïîëüçóåòñÿ â
êà÷åñòâå âåðõíåãî èíäåêñà, ò.å. Ôi. Ôi ÷èòàåòñÿ ¾Ô èìååò èñòèí-
íîñòíîå çíà÷åíèå i¿. Îïðåäåëåíèå (ä.1) ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü îò
îïåðàòîðîâ ôîðìóëû ê èñòèííîñòíûì çíà÷åíèÿì ôîðìóëû, è
îáðàòíî.

(ä.2). Ôij ≡Df Ôi ∨Ôj,
ãäå i, j � îäèíàêîâûå èëè ðàçëè÷íûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
îäíîé è òîé æå ôîðìóëû Ô. Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò îáú-
åäèíèòü îòäåëüíûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèå ôîðìóëû Ô â ìíî-
æåñòâî, è íàîáîðîò, ðàçáèòü ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
íà îòäåëüíûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôèêñèðîâàííîé ôîðìóëû.
Íàïðèìåð. À1 ∨À0 = A{1,0} = A10, ò.å. ðàäè êðàòêîñòè ñêîáêè è
çàïÿòóþ ìû îïóñêàåì.

Ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ è ñîãëàøåíèÿ î çàìåíå êîíúþíêöèè çà-
ïÿòîé (â ïðàâèëàõ ðåäóêöèè íà ñàìîì äåëå èñïîëüçóåòñÿ íå çà-
ïÿòàÿ, à çàïèñü â âèäå íàïèñàííûõ îäíà ïîä äðóãîé ôîðìóë) è
îáðàòíî; à òàêæå çàìåíû äèçúþíêöèè âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé, è
îáðàòíî, ïîçâîëÿþò îïèñàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÄÍÔ è ïðàâè-
ëàìè ðåäóêöèè.

Äàäèì îáîñíîâàíèå ïðàâèëà (→1)+.
1(À → Â) =(ä.1) (À → Â)1 =(ïî òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ →) (À3 ∧

Â1)∨((À2∧Â1)∨(À2∧Â0)) =(äèñòð.) (À3∧Â1)∨(À2∧(Â0∨Â1)) =(ä.2)

(À3∧Â1)∨ (À2∧Â01) =(ä.1) (3À∧1Â)∨ (2À∧01:Â) =(ñîîòâåòñòâèå)
3À, 1Â | 2À, 01:Â

Îáîñíîâàíèå ïðàâèëà (→2)+.
2(À → Â) =(ä.1) (À → Â)2 =(ïî òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ →) (À3 ∧

Â2) ∨ ((À2 ∧ Â2) ∨ (À1 ∧ Â2)) ∨ ((À1 ∧ Â1) ∨ (À1 ∧ Â0)) =(äèñòð.)

(À3 ∧ Â2) ∨ (Â2 ∧ (À1 ∨ À2) ∨ (À1 ∧ (Â0 ∨ Â1) =(ä.2) (À3 ∧ Â2) ∨
(Â2 ∧ À12) ∨ (À1 ∧ Â01) =(ä1) (3À ∧ 2Â) ∨ (2Â ∧ 12:À) ∨ (1À ∧
01:Â) =(ñîîòâåòñòâèå) 3À,2Â | 2Â,12:À |1À,01:Â

Äàëüøå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí îáîáùåííûå òàáëèöû èñ-
òèííîñòè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôàêòà îáúåäèíåííûõ èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé, âûðàæåííûõ âåðõíèìè èíäåêñàìè ôîðìóë. Íàïðèìåð,
ôîðìóëà (À3∧Â2)∨(Â2∧À12)∨(À1∧Â01) ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåí-
íûå òàáëèöû èñòèííîñòè, òàê êàê â íåé èñïîëüçîâàíû âõîæäåíèÿ
ïîäôîðìóë À12, Â01.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå âòîðîãî çíàêà ðàâåíñòâà ìû èìååì ÑÄÍÔ
èìïëèêàöèè, ïðèíèìàþùåé èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ¾2¿, ãäå âåðõ-
íèå èíäåêñû ôîðìóë À è Â óêàçûâàþò òå ïîñòðî÷íûå èñòèííîñò-
íûå íàáîðû, íà êîòîðûõ èìïëèêàöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾2¿.
Ïîñëå òðåòüåãî çíàêà ðàâåíñòâà äàíà îäíà èç âîçìîæíûõ ÄÍÔ,
ïîëó÷åííàÿ èç ÑÊÍÔ, ïîýòîìó â ïðèíöèïå âîçìîæíà ðàçëè÷-
íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðàâèë ðåäóêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôîðìó-
ëû 2(À→ Â) ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü åùå îäèí âàðèàíò ïðàâèëà
ðåäóêöèè, à èìåííî: 3À,2Â | 2A,2B | 1À,012:Â. È ïåðâûé âàðè-
àíò ïðàâèëà ðåäóêöèè, è âòîðîé (ÿ åãî íå èñïîëüçîâàë) ïîðîæ-
äàþò â àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèöàõ îäèíàêîâîå ÷èñëî âåòâåé (òðè
âåòâè), íî â ïåðâîì âàðèàíòå èìååòñÿ äâå âåòâè ñ îáîáùåííûìè
ïîìå÷åííûìè ôîðìóëàìè, òîãäà êàê âî âòîðîé � îäíà. Â ïåð-
âîì âàðèàíòå áóäåì èìåòü äâå âåòâè ìåíüøåé äëèíû, âî âòîðîì
îäíó. Îäíàêî ôîðìóëû, âûðàæàþùåé òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå
îöåíêè äëèíû âåòâåé, ìû íå èìååì.

Äàëüøå ïðèâåäåì îáîñíîâàíèå íåêîòîðûõ íîâûõ ïðàâèë. Âñå
ýòè íîâûå ïðàâèëà åñòü ðåçóëüòàò ñòàðûõ ïðàâèë (0À ,1À, 2À,
3À) è ìîäèôèöèðîâàííûõ ïðàâèë.

Îáîñíîâàíèå ïðàâèëà 01:(À→ Â).
01:(À → Â) =(ä.1) (À → Â)01 =(ä.2) (À → Â)0 ∨ (À → Â)1 =

=(òàá. èñò., îáîáù. òàá. èñò.) (À3 ∧ Â0) ∨ ((À2 ∧ Â01) ∨ (À3 ∧ Â1)) =
=(êîììóòàò., àññîö.) ((À3 ∧Â0)∨ (À3 ∧Â1))∨ (À2 ∧Â01)(À2 ∧Â01) =
=(äèñòð.) ((À3 ∧ (Â0 ∨ Â1)) ∨ (À2 ∧ Â01) =(ä.2) ((À3 ∧ Â01) ∨ (À2 ∧
Â01) =(ä1) (3À∧01:Â)∨(2À∧01:Â) =(ñîîòâ−å) 3À,01:Â | 2À,01:Â

Îáîñíîâàíèå ïðàâèëà 12:(À→ Â)
12 : (À → Â) =(ä.1) (À → Â)12 =(ä.2) (À → Â)1 ∨ (À →

Â)2 =(îá. òàá. èñò.) ((À2 ∧ Â01) ∨ (À3 ∧ Â1)) ∨ ((À1 ∧ Â01) ∨ (À12 ∧
Â2)∨(À3∧Â2)) =(êîììóòàò., àññîö.) ((À2∧Â01)∨(À1∧Â01))∨((À3∧
Â1) ∨ (À3 ∧ Â2)) ∨ (À12 ∧ Â2) =(äèñòð.) ((À2 ∧ À1) ∨ Â01) ∨ (À3 ∧
(Â1 ∨ Â2)) ∨ (À12 ∧ Â2) =(êîììóòàò., ä.2) (À12 ∨ Â01) ∨ (À3 ∧ Â12) ∨
(À12∧Â2) =(ä1) (12:À∧01:Â)∨(3À∧12:Â)∨(12:À∧2Â) =(ñîîòâ.)
12:À,01:Â | 3À,12:Â | 12:À,2Â

Îñòàëüíûå ïðàâèëà äëÿ èìïëèêàöèè îáîñíîâûâàþòñÿ ñõîä-
íûì îáðàçîì.

Äàäèì îáîñíîâàíèå ïðàâèëà 012:ÂÀ è íåêîòîðûõ äðóãèõ.
012:ÂÀ =(ä.1, ä.2) ÂÀ0 ∨ ÂÀ1 ∨ ÂÀ2 =(òàáë.èñòèí.) À1 ∨ À3 ∨

À0 =(êîììóò.) (À0∨À1)∨À3 =(ä.2) À01∨À3 =(ñîîòâåòñò.) 01:À | 3À.
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Ïðèìåíåíèå îïðåäåëåíèÿ (ä.1) ïåðåä ïîñëåäíèì çíàêîì ¾=¿ îïóñ-
êàåòñÿ.

Îáîñíóåì 12:ÒÀ.
12:ÒÀ =(ä.1, ä.2) ÒÀ1∨ÒÀ2 =(ä.1) 1ÒÀ∨2ÒÀ =(ïî ïðàâ. 1ÒÀ, 2ÒÀ)

0À,3À ∨ 0À,3À =(èäåìï.) 0À,3À.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîñëå âòîðîãî ðàâåíñòâà ìû îòñòó-

ïèëè îò ïðåæíåãî ïîðÿäêà îáîñíîâàíèÿ ïðàâèë, ò.å. íå óêàçàëè
äëÿ ÒÀ1 è ÒÀ2 ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÄÍÔ. Âìåñòî ýòîãî ñâå-
ëè ïðàâèëî 12:ÒÀ ê äâóì ñòàðûì ïðàâèëàì: 1ÒÀ è 2ÒÀ. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÒÀ, ñîãëàñíî òàáëèöå èñòèííîñòè, íå èìå-
åò èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ¾1¿ è ¾2¿ ïðè ëþáîì èñòèííîñòíîì
çíà÷åíèè ôîðìóëû À. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôîðìóëà ñ êàêèì-òî
îïåðàòîðîì (¾T¿ ¾ Ó¿ è äð.) íå èìååò èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ,
ìû ïðèïèñûâàåì èì ïðîòèâîðå÷èå.

Îáîñíîâàíèÿ îñòàëüíûõ ïðàâèë îñóùåñòâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
âûøåïðèâåäåííûì îáîñíîâàíèÿì.

×àñòü ïðåæíèõ ïîíÿòèé, îïèñûâàþùèõ àíàëèòè÷åñêóþ òàá-
ëèöó, íàäî ìîäèôèöèðîâàòü.

Àíàëèòè÷åñêîé òàáëèöåé äëÿ ôîðìóëû À ëîãèêè èçìåíåíèÿ
è íàïðàâëåííîñòè Ðîãîâñêîãî íàçûâàåòñÿ 3-àäè÷åñêèì äåðåâîì
Ä (òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû), óäîâëåòâîðÿþùåå òà-
êèì óñëîâèÿì.

Ïóñòü Ä1 è Ä2 äâà óïîðÿäî÷åííûõ 3-àäè÷åñêèõ äåðåâà. Ä2 íà-
çûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðàñøèðåíèåì Ä1, åñëè Ä2 ïîëó÷åíî
èç Ä1 ïðèìåíåíèåì îäíîãî èç ïðàâèë òèïà (β)∗, (γ)∗ èëè (δ)∗.

Òîãäà Ä åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû À òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ä1, Ä2, . . .Än, ãäå Än = Ä òàêàÿ, ÷òî Ä1 îäíîòî÷å÷íîå äåðåâî,
÷åé êîðåíü åñòü ôîðìóëà À è Äi+1 åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ðàñ-
øèðåíèå Äi äëÿ êàæäîãî i < n.

Ïðåæäå ó íàñ èìåëîñü 5-àäè÷åñêîå äåðåâî Ä, òåïåðü 3-àäè÷åñ-
êîå äåðåâî Ä. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
âåòâåé, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ îáîáùåííûìè ïðàâèëàìè ðåäóê-
öèè, ðàâíî òðåì.

Ïîíÿòèå âåòâè îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Íî ïîíÿòèå çàìêíóòîé
âåòâè íåñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ.

Íàçîâåì âåòâü θ òàáëèöû ôîðìóëû À çàìêíóòîé (çàêðûòîé),
åñëè îíà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïàðó ïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë.
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Ïðîòèâîðå÷èå ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò, ÷òî íà âåòâè âñòðå÷àåò-
ñÿ, ïî ìåíüøåé ìåðå äâàæäû, îäíà è òà æå ôîðìóëà (â ñëó÷àå
ïîëíîé òàáëèöû � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà), íî îíà èìååò íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ¾ìíîæåñòâà-çíàêè¿, ò.å. íà çàìêíóòîé âåòâè èìåþò-
ñÿ ïîìå÷åííûå ôîðìóëû j1ô1, j2ô2, . . . , jnôn òàêèå, ÷òî ô2 =
ô3 = · · · = ôm è {j1}∩{j2}∩· · ·∩{jm} = Ø, ãäå j ∈ {3, 2, 1, 0, 01,
02, 12, 012} è 1 < m ≤ n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ïåðå-
ñå÷åíèå íå ïóñòî, âåòâü íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

Òàáëèöà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè âñå åå âåòâè çàìêíóòû.
Åñòåñòâåííî ìîäèôèöèðóåòñÿ ïîíÿòèå ïîëíîé âåòâè.

Âåòâü θ òàáëèöû Ä íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé ôîð-
ìóëû âèäà (β)+, (γ)+, (δ)+ âåòâü θ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà âèäà (β)+, (γ)+,
(δ)+ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî âõîæäåíèé ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è îïå-
ðàòîðîâ):

(ó.1)+ � åñëè (β)+ ∈ θ, òî β+
1 ∈ θ èëè β+

2 ∈ θ, èëè β+
3 ∈ θ;

(ó.2)+ � åñëè (γ)+ ∈ θ, òî γ+
1 ∈ θ èëè γ+

2 ∈ θ;

(ó.3)+ � åñëè (δ)+ ∈ θ, òî δ+
1 ∈ θ.

Òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî íåïîìå÷åííîé ôîðìóëû À åñòü çàì-
êíóòàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû 012À.

Ïðîâåðèì ðàáîòó ýòèõ ïðàâèë íà ñòàðûõ ïðèìåðàõ: Òp →
(g → p), p → (g → p) è Ó(p → g) → (Óp → Óg).
ÏÐÈÌÅÐ 13. Òp → (g → p). Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîð-
ìóëà îáùåçíà÷èìîé.

Ñîãëàñíî íîâîìó âçãëÿäó íà àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû äëÿ ëî-
ãèêè Ðîãîâñêîãî ìû ìîæåì ñòðîèòü íå òðè àíàëèòè÷åñêèå òàá-
ëèöû, à îäíó.

(1). 012:Òp → (g → p)

(2).
(a).12:Òp (b).3Tp
(a1).012:(g → p) (1) (b1).012:(g → p) (1)

(a2).0p, 3p(a) (b2) 3p (b)
ïð. a (b3). 3p (b4). 3g

(b31).012:p (b1) (b41).012:p (b1)

ïð. b31, b2 ïð. b41, b2
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Âñå âåòâè òàáëèöû çàìêíóòû. Ôîðìóëà Òp → (g → p) îá-
ùåçíà÷èìà. Î÷åâèäíî, åñëè ñðàâíèòü Ïðèìåð 10 è Ïðèìåð 13,
òî íîâûå ïðàâèëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàðûìè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ýô-
ôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè èññëåäóåìîé
ôîðìóëû.

(1). 012:Òp → (g → p)

(2).
(a).12:Òp (b).3Tp
(a1).012:(g → p) (1) (b1).012:(g → p) (1)

(a11).12:g (a13).3g (b11).12:g (b13).3g

(a12).012:p (a1) (a14).012:p (a1) (b12).012:p (b1) (b14).012:p (b1)

Òàáëèöà ïîëíàÿ, íè îäíà âåòâü íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Ôîð-
ìóëà íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
ÏÐÈÌÅÐ 14. Ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû Ó(p → g) →
(Óp → Óg).

(1).012:Ó(p → g) → (Óp → Óg)

(2)
(à). 12: Ó(p → g) (b). 3Ó(p → g)

(à1). 012:(Óp → Óg) (1) (b1). 012:(Óp → Óg) (1)
(à2). 3Ó(p → g) (à) (b2). 12:Óp (b5).3Óð
(à3). 0Ó(p → g) (à) (b3).012:Óg (b1) (b6).012:Óg(b1)

ïð. (à2), (à3) (b4). 3p, 0p (b2) (b7).01:g(b6)

ïð. (b4) (ñ). 3(p → g)(b) (å). 2(p → g) (b)
(ñ1). 0ð (ñ) (ñ2).3g (ñ)

ïð. b7, ñ2
(ñ11).3ð (b5) (ñ12).2ð (b5)

ïð. ñ11, ñ1 ïð. ñ12, ñ1
(å1). 1ð (å2). 12:ð (å3). 3ð
(å11).01:g(å) (å21).2g(å) (å31).2:g(å)
(å12). 2ð (b5) (å13).3ð(b5) ïð.å21, b7 ïð.(å31), (b7)

ïð. å12, å1 ïð. å13, å1

Âñå âåòâè çàìêíóòû äëÿ 012:((Ó(p → g) → (Óp → Óg)). Ôîð-
ìóëà Ó(p → g) → (Óp → Óg) îáùåçíà÷èìà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó î ïîëíîòå è êîððåêòíîñòè
äëÿ ôîðìàëèçîâàííîé ëîãèêè Ðîãîâñêîãî ïîñðåäñòâîì îáîáùåí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö, íàäî ïðîäîëæèòü óòî÷íåíèÿ ïîíÿ-
òèé.

Ê îïðåäåëåíèÿì (d1)− (d4), ñâÿçûâàþùèì âûïîëíèìîñòü ïî-
ìå÷åííîé ôîðìóëû è îöåíêó íåïîìå÷åííîé ôîðìóëû, äîáàâèì
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:
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(d5).∃ν(ν(01A) ∈ {3}) å! ν(À) = 0 èëè ν(À) = 1;

(d6).∃ν(ν(02A) ∈ {3}) å! ν(À) = 0 èëè ν(À) = 2;

(d7).∃ν(ν(12A) ∈ {3}) å! ν(À) = 1 èëè ν(À) = 1;

(d8).∃ν(ν(012A) ∈ {3}) å! ν(À) = 1 èëè ν(À) = 2;

Ïîíÿòèÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëû, îáùåçíà÷èìîé, òîæäåñòâåí-
íî ëîæíîé, íåîáùåçíà÷èìîé, è íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû îñòàþò-
ñÿ ïðåæíèìè.

Óòî÷íÿåòñÿ ïîíÿòèå õèíòèêêîâñêîãî ìíîæåñòâà.
Íàçîâåì ìíîæåñòâî îáîáùåííî ïîìå÷åííûõ ôîðìóë Í+ ìíî-

æåñòâîì Õèíòèêêè, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë âèäà
(β)+, (γ)+ è (δ)+ îíî óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:

(Í0)+. Äëÿ âñåõ àòîìàðíûõ ôîðìóë ð, åñëè j1ð, j2ð ∈ Í+, òî
{j1} ∩ {j2} 6= Ø, ãäåj ∈ {3, 2, 1, 0, 01, 02, 12, 012};

(Í1)+. Åñëè β ∈ Í+, òî β1 ∈ Í+ èëè β2 ∈ Í+, èëè β3 ∈ Í+;

(Í2)+. Åñëè γ ∈ Í+, òî γ1 ∈ Í+ èëè γ2 ∈ Í+;

(Í3)+. Åñëè δ ∈ Í+, òî δ1 ∈ Í+;

(Í3.1)+. 0(À→ Â), 12:ÒÀ, 12: ∼ ÒÀ,12:ÓÀ,12:ÅÀ /∈ Í+.

Ïîñëåäíèé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ âûäåëÿåò òî ìíîæåñòâî ïðàâèë
(òî÷íåå ïîñûëîê ïðàâèë) èç ãðóïïû δ, êîòîðûå âåäóò ê ïðîòè-
âîðå÷èþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î òîì, ÷òî îáîáùåííî ïîìå÷åííûå
ôîðìóëû ìíîæåñòâà Õèíòèêêè îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû, íàäî
ïîñòðîèòü îöåíêó ν∗, â êîòîðîé âñå ôîðìóëû ýòîãî ìíîæåñòâà
èñòèííû. Äëÿ ýòîãî ïðèïèøåì âñåì àòîìàì, èç êîòîðûõ ïîñòðî-
åíû ôîðìóëû, ïðèíàäëåæàùèå Í+, èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñî-
ãëàñíî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(1)+.ν∗(p) =





0 èëè 1, åñëè 01:p ∈ H+;
0 èëè 2, åñëè 02:p ∈ H+;
1 èëè 2, åñëè12:p ∈ H+;
0 èëè 1 èëè 2, åñëè 012:p ∈ H+;

(2)+. Åñëè ïîìå÷åííàÿ àòîìàðíàÿ ïîäôîìóëà jp íå ïðèíàäëå-
æèò Í+, òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν∗(ð) = 3,
ãäå j ∈ {01, 02, 12, 012}.

Ïîñêîëüêó ñðåäè ïîìå÷åííûõ ôîðìóë èç H+ âñòðå÷àþòñÿ è
àòîìàðíûå ôîðìóëû âèäà 0ð, 1ð, 2ð, 3ð, òî óñëîâèÿ (1)+ è (2)+

äîáàâëÿþòñÿ ê óñëîâèÿì (1) è (2), êîòîðûå áûëè ñôîðìóëèðî-
âàíû âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå âûïîëíèìîñòè ìíîæåñòâà Õèí-
òèêêè, ñîäåðæàùåå ôîðìóëû âèäà 0A, 1A, 2A è 3A.

Èìåÿ óòî÷íåíèÿ íóæíûõ ïîíÿòèé, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèöàõ ëîãèêè
Ðîãîâñêîãî.
ÒÅÎÐÅÌÀ 15. Êàæäàÿ ïîëíàÿ îòêðûòàÿ âåòâü îáîáùåííîé
òàáëèöû îäíîâðåìåííî âûïîëíèìà.
ËÅÌÌÀ 16. Êàæäîå ìíîæåñòâî Õèíòèêêè, ñîäåðæàùåå îáîá-
ùåííî ïîìå÷åííûå ôîðìóëû äëÿ R4, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âû-
ïîëíèìûì.
ÒÅÎÐÅÌÀ 17. Åñëè À åñòü îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà, òî çàâåð-
øåííàÿ òàáëèöà äëÿ îáîáùåííî ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 012:À ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòîé (â)+. Åñëè À îáùåçíà÷èìà, òî À òàáëè÷íî
äîêàçóåìà.
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 18. Åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà íåçàìêíóòàÿ
âåòâü òàáëèöû îáîáùåííî ïîìå÷åííîé ôîðìóëû 012:À, òî ôîð-
ìóëà À íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
ËÅÌÌÀ 19. Åñëè èìååòñÿ çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ ôîðìóëû
À, òî ìíîæåñòâî ôîðìóë, ðàñïîëîæåííûõ íà êàæäîé çàìêíó-
òîé âåòâè òàáëèöû, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âûïîëíèìûì.
ÒÅÎÐÅÌÀ 20. Åñëè À èìååò îáîáùåííîå òàáëè÷íîå äîêàçà-
òåëüñòâî, òî À îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó
ñîîòâåòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ òàáëèö ëîãèêè Ðîãîâñêîãî.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 21. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû áîëåå
ýôôåêòèâíû â ïðîâåðêå îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè Ðî-
ãîâñêîãî. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëè-
öû ñòàëè ëèøíèìè. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû åñòü
ñêðûòàÿ äèçúþíêöèÿ ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö. Íå èìåÿ
òàáëè÷íîé ñåìàíòèêè ïåðâûõ, ñåìàíòèêà âòîðûõ áûëà áû íåÿñ-
íîé. Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî âû-
äåëåííûõ çíà÷åíèé, ÷èñëî ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ òàáëèö äëÿ
îäíîé è òîé æå ôîðìóëû óìåíüøàåòñÿ: |N |\|b|, ãäå |N | � ôèêñè-
ðîâàííàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, |b|� ýòî
ìîùíîñòü âûäåëåííûõ çíà÷åíèé èñòèííîñòè. Â ÷åòûðåõçíà÷íîé
ëîãèêå Ðîãîâñêîãî, ðóêîâîäñòâóÿñü òåìè èëè èíûìè ñîäåðæà-
òåëüíûìè ñîîáðàæåíèÿìè, ÷èñëî âûäåëåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò
êîëåáàòüñÿ îò îäíîãî äî òðåõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòûå àíàëèòè÷å-
ñêè òàáëèöû âîâñå íå ëèøíèå. Àâòîð áëàãîäàðåí Â. À. Áî÷àðîâó
çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
[1] Àíøàêîâ Î. Ì. Î íåêîòîðûõ êîíñòðóêòèâèçàöèÿõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ëîãèê

Ä. À. Áî÷âàðà è Ñ. Õîëäåíà // Èññëåäîâàíèÿ ïî íåêëàññè÷åñêèì ëîãèêàì è
ôîðìàëüíûì ñèñòåìàì. Ì.: Íàóêà, 1983. Ñ. 335�359.

[2] Áî÷âàð Ä. À., Ôèíí Â. Ê. Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ ê ñòàòüÿì î ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèêàõ // Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ è íåêëàññè÷åñêèì ëîãèêàì. Ì.:
Íàóêà, 1976.

[3] Fitting M. First � order Logic and Automated Theorem Proving. Springer-Verlag,
New York. 1990. Pp. 51-55.

[4] H�ahnle R. Towards an e�cient tableau proof procedure for multiple- valued logics
// Proceedings Workshop on Computer Science Logics. P.248-260. Heidelberg.
Springer, LNCS 533, 1990.

[5] Rogowski L.S. Logika kierunkowa a heglowska teza o spreczno�scizmiany/ Toru�n.
1969.

[6] Smullyan R. M. First � order logic. N.Y., 1968.
[7] Surma S. J. An algorithm for axiomatizing every �nite logic // Computer Science

and Multiple-Valued Logics. P. 143-149. North-Holland. Amsterdam. 1984.
[8] Carnielli W. A. Systematization of �nite many - valued logics through the method

of tableaux // Journal of Symbolic Logic.52(2): 473-493. June 1987.



220 Í.È. Ñòåøåíêî

Ï
ðè

ëî
æ
åí

èå
1.

(1
)

1(
Ò
ð
→

(g
→

p
))

(2
)

(a
)

3T
p

(b
)

2T
p

(c
)

2T
p

(a
1
)

1(
g
→

p
)
(1
)

(b
1
)

1(
g
→

p
)
(1
)

(c
1
)

0(
g
→

p
)
(1
)

(a
2
)

3p
(a
)

(b
2
)

3p
(b
)

(c
2
)

3p
(c
)

(3
)

0p
(b
)

0p
(c
)

(a
1
1
)

3g
2g

2g
ïð

.(
b)

ïð
.(
c)

(a
1
2
)

1p
(a

1
)

(a
1
3
)

1p
(a

1
)

(a
1
5
)

0p
(a

1
)

ïð
.a

2
,
a
1
2

(a
1
4
)

ïð
.a

2
,
a
1
4

(a
1
6
)

ïð
.a

2
,
a
1
6

(1
)

2(
Ò
ð
→

(g
→

p
))

(2
)

(a
)

3T
p

(b
)

2T
p

(c
)

1T
p

(d
)

1T
p

(e
)

1T
p

(a
1
)

2(
g
→

p
)
(1
)

(b
1
)

2(
g
→

p
)
(1
)

(c
1
)

2(
g
→

p
)
(1
)

(d
1
)

1(
g
→

p
)
(1
)

(e
1
)

0(
g
→

p
)
(1
)

(a
2
)

3p
(a
)

(b
2
)

3p
,0

p
(â
)

(c
2
)

3p
,0

p
(c
)

(d
2
)

3p
,0

p
(d
)

(e
2
)

3p
(e
)

ïð
.â

2
ïð

.c
2

ïð
.d

2
ïð

.e
2

(3
).

(a
1
1
)

3g
(a

1
3
)

2g
(a

1
5
)

1g
(a

1
7
)

1g
(a

1
9
)

1g
(a

1
2
)

2p
(a

1
)

(a
1
4
)

2p
(a

1
)

(a
1
6
)

2p
(a

1
)

(a
1
8
)

1p
(a

1
)

(a
1
0
)

0p
(a

1
)

ïð
.a

2
,
a
1
2

ïð
.a

2
,
a
1
4

ïð
.a

2
,
a
1
6

ïð
.a

2
,
a
1
8

ïð
.a

2
,
a
1
0



Àíàëèòè÷åñêèå òàáëèöû äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè Ðîãîâñêîãî 221

Ï
ðè

ëî
æ
åí

èå
2.

(1
)

1(
ð
→

(g
→

p
))

(2
)

(a
)3
p

(b
)
2p

(c
)
2p

(a
1
)1

(g
→

p
)
(1
)

(b
1
)1

(g
→

p
)
(1
)

(c
1
)0

(g
→

p
)
(1
)

(c
2
)3
g

c
3
0p

(c
)

ïð
.c

,c
3

(3
.1
)

(3
.2
)

(a
1
1
).
3g

(a
1
3
).
2g

(a
1
5
).
2g

(b
1
1
).
3g

(b
1
3
).
2g

(b
1
5
).
2g

(a
1
2
).
1p

(a
1
)

(a
1
4
).
1p

(a
1
)

(a
1
6
).
0p

(a
1
)

(b
1
2
).
1p

(b
1
)

(b
1
4
).
0p

(b
1
6
.1

p
(â

1
)

ïð
.a

,
a
1
2

ïð
.a

,
a
1
4

ïð
.a

,
a
1
6

ïð
.b

,
b
1
2

ïð
.b

,
b
1
4

ïð
.b

,
b
1
6

Ï
ðè

ëî
æ
åí

èå
3.

(1
)

2(
ð
→

(g
→

p
))

(2
)

(a
)3
p

(b
)2
p

(c
)1
p

(d
)1
p

(e
)1
p

(a
1
)2

(g
→

p
)(
1)

(b
1
)2

(g
→

p
)
(1
)

(c
1
)2

(g
→

p
)
(1
)

(d
1
)1

(g
→

p
)
(1
)

(e
1
)0

(g
→

p
)
(1
)

(3
.1
)

(a
1
1
)3
g

(a
1
3
)2
g

(a
1
5
)1
g

(a
1
7
)1
g

(a
1
9
)1
g

(a
1
2
)2

p
(a

1
4
)2

p
(a

1
6
)2

p
(a

1
8
)1

p
(a

1
1
0
)0

p
(a

1
)

(a
1
)

(a
1
)

(a
1
)

(a
1
)

ïð
.a

,
a
1

.1
0

ïð
.a

,
a
1
2

ïð
.a

,
a
1
4

ïð
.a

,
a
1
6

ïð
.a

,
a
1
8

(3
.2
)

(b
1
1
)3
g

(b
1
3
)2
g

(b
1
5
)1
g

(b
1
7
)1
g

(b
1
9
)1
g

(b
1
2
)
2p

(b
1
4
)
2p

(b
1
)

(b
1
6
)
2p

(b
1
)

(b
1
8
)
1p

(b
1
)

(b
1
1
0
)
1p

(b
1
)

(b
1
)

ïð
.b

,
b
1
8

ïð
.b

,
b
1
0



222 Í.È. Ñòåøåíêî

Ï
ðè

ëî
æ
åí

èå
4.

(1
).
2(
Ó

(p
→

g
)
→

(Ó
p
→

Ó
g
))

(2
).

(a
1
)3
Ó

(p
→

g
)

(b
1
)2
Ó

(p
→

g
)

(c
1
)1
Ó

(p
→

g
)

(d
1
)1
Ó

(p
→

g
)

(e
1
)1
Ó

(p
→

g
)

(a
2
)1

(Ó
p
→

Ó
g
)(

1
)

(b
2
)1

(Ó
p
→

Ó
g
)(

1
)

(c
2
)1

(Ó
p
→

Ó
g
)(

1
)

(d
2
)1

(Ó
p
→

Ó
g
)(

1
)

(e
2
)1

(Ó
p
→

Ó
g
)(

1
)

(b
3
)3

(p
→

g
)

(c
3
)3

(p
→

g
)

(d
3
)3

(p
→

g
)

(e
3
)3

(p
→

g
)

(b
4
)0

(p
→

g
)(

b
1
)

(c
4
)0

(p
→

g
)(

c
1
)

(d
4
)0

(p
→

g
)(

d
1
)

(e
4
)0

(p
→

g
)(

e
1
)

ïð
.b

3
,

b
ïð

.c
3
,

c
4

ïð
.d

3
,

d
4

ïð
.e

3
,

e
4

(3
)

(a
2
1
).
3Ó

ð
(a

2
4
).
2Ó

ð
(a

2
7
).
2Ó

ð
(a

2
2
).
2Ó

g
(a

2
)

(a
2
5
).
2Ó

g
(a

2
)

(a
2
8
).
2Ó

g
(a

2
)

(a
2
3
).
3g
0g

(a
2
2
)

(a
2
6
).
3p
0p

(a
2
4
)

(a
2
9
).
3p
0p

(a
2
7
)

ïð
.a

2
3

ïð
.a

2
6

ïð
.a

2
9


