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abstract. We consider the family of regular 3-valued logics, two of
which were introduced by Kleene under the names �strong� and �weak�
logics, and the two others have recently emerged. These newly emerged
�Kleene� logics � Lisp and TwinLisp � are of particular interest. We
consider algebraic properties of these two logics and show that there is
a partial ordering (D-containment) under which the four Kleene logics
form a lattice.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõçíà÷íûå ëîãèêè Êëèíè, ïðîìåæóòî÷íûå ðåãó-
ëÿðíûå ëîãèêè.

1 Âñòóïëåíèå
Èäåÿ ñîçäàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê ïðèíàäëåæèò
Ñ. Êëèíè [4]. Ãëàâíîå èõ äîñòîèíñòâî � ïðîñòîòà è åñòåñòâåí-
íîñòü â ïðèìåíåíèè ê ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè ÷àñòè÷íî-ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé, ÷üè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íå
âñþäó îïðåäåëåíû. Ðåãóëÿðíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâè-
åì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè áûëè ÷àñòè÷íî-
ðåêóðñèâíûìè îïåðàòîðàìè. Î÷åâèäíàÿ è ïðÿìàÿ ñâÿçü ëîãèê
Êëèíè ñ òåîðèåé âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èõ óíèêàëüíîé
÷åðòîé. Ïîçäíåå ýòè ëîãèêè áûëè ïðèìåíåíû è â ïðîãðàììèðî-
âàíèè [9, 11].

Ìû ïðåäâàðèì ýòó ñòàòüþ1 êðàòêèì ïîÿñíåíèåì î òîì, ÷òî
Êëèíè âêëàäûâàë â ïîíÿòèÿ ¾ëîãèêà¿ è ¾ðåãóëÿðíîñòü¿ â äàí-
íîì êîíòåêñòå. Â ñâîåé çíàìåíèòîé êíèãå [4] îí îïðåäåëèë äâå

1Ýòà ñàòüÿ ïîäãîòîâëåíà ïî ìàòåðèàëàì ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû ¾Ðå-
ãóëÿðíûå Ëîãèêè Êëèíè¿ [5, 13] çàùèùåííîé íà êàôåäðå ëîãèêè ÌÃÓ. ß
áëàãîäàðíà À.Ñ. Êàðïåíêî çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî è Â.Ì. Ïîïîâó çà ïî-
äðîáíûå îáñóæäåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ âåðñèé ýòîé ðàáîòû.



Ôóíêöèîíàëüíàÿ âçàèìîâûðàçèìîñòü ðåãóëÿðíûõ ëîãèê Êëèíè 117

ðåãóëÿðíûå ëîãèêè � ¾ñëàáóþ¿ è ¾ñèëüíóþ¿. Åãî îïðåäåëåíèå
ýòèõ ëîãèê çàêëþ÷àëîñü â îïèñàíèè èõ ñâÿçîê ñ ïîìîùüþ èñ-
òèííîñòíûõ òàáëèö. Òî åñòü â äàííîì êîíòåêñòå ëîãèêà � ýòî
íàáîð èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòîé âçãëÿä íà îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé óáåäèò ÷èòàòåëÿ â òîì, ÷òî ïðè îäíîì âûäåëåí-
íîì èñòèííîñòíîì çíà÷åíèè 1 ó ýòèõ ëîãèê íåò òàâòîëîãèé: ëþ-
áàÿ ñâÿçêà äàåò çíà÷åíèå 1

2 ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòîâ 1
2 . Ïîýòî-

ìó ëîãèêè Êëèíè òàê íèêîãäà è íå ïîëó÷èëè ïðÿìîé àêñèîìà-
òè÷åñêîé èëè ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìóëèðîâêè è, â ýòîì ñìûñëå,
ñòîÿò â ñòîðîíå îò ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê Ëóêàñåâè÷à, êîòîðûå
ìîãóò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíû, à çíà÷èò � îñìûñëåíû ñ òî÷-
êè çðåíèÿ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ. Òàêîâà áûëà öåíà åñòåñòâåííîé
âû÷èñëèòåëüíîé ïðèìåíèìîñòè ëîãèê Êëèíè. Ðàññìàòðèâàÿ ýòè
ëîãèêè, íàì íå îñòàåòñÿ íè÷åãî èíîãî êàê ðàçäåëèòü ñ Êëèíè åãî
ïîíèìàíèå òåðìèíà ¾ëîãèêà¿. Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå ìîäèôè-
êàöèè ëîãèê Êëèíè (â îñíîâíîì â ñòèëå ìîäàëüíûõ ëîãèê) ïî-
ëó÷èëè ðàçíîîáðàçíûå àêñèîìàòè÷åñêèå è ñåêâåíöèàëüíûå ôîð-
ìóëèðîâêè [10, 12, 15].

Ðåãóëÿðíîñòü Êëèíè îïðåäåëÿåò òàê. Òàáëèöû äëÿ ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ñâÿçîê íóæíî âûáèðàòü ðåãóëÿðíûìè â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: äàííûé ñòîëáåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðîêå (ñòîëáöå)
äëÿ 1

2 òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ýòà ñòðîêà) ñîñòîèò
öåëèêîì èç 1; àíàëîãè÷íî äëÿ 0. Ýòî îïåðàöèîíàëüíîå îïðåäå-
ëåíèå ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíî â îáùåïðèíÿòûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ òåðìèíàõ ìîíîòîííîñòè è íîðìàëüíîñòè.

Ìíîãîçíà÷íàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé,
åñëè òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïîëíîñòüþ ñîâïà-
äàåò íà êëàññè÷åñêèõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿõ 1,0 ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì çíà÷åíèé â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå. Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû çíà÷åíèé a è b, òàêèõ, ÷òî
a ≤ b, ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî F (a) ≤ F (b).

Óñëîâèìñÿ, âñëåä çà Êëèíè, ñ÷èòàòü, ÷òî òðåõçíà÷íûå ôóíê-
öèè ðàññìàòðèâàåìûõ ëîãèê äîëæíû ïðèíèìàòü íåêëàññè÷åñêîå
çíà÷åíèå 1

2 êàê ìèíèìóì íà îäíîì èç ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèé.
Òî åñòü ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñâÿçêè, ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå
çíà÷åíèé òîëüêî êëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 1 èëè 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåãóëÿðíîñòü òðåõçíà÷íîé ëîãèêè Êëèíè ðàâíîçíà÷íà íîðìàëü-
íîñòè è ìîíîòîííîñòè ëîãèêè íà ïîðÿäêå 1

2 ≤ 0, 1
2 ≤ 1, ãäå 0 è
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1 íåñðàâíèìû. Òàêèå ñâîéñòâà ëåãêî îáúÿñíèìû â òåðìèíàõ ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé: ãëàâíîå çíà÷åíèå èìååò òî, îñòàíîâèëîñü
ëè âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ðåêóðñèâíîãî ïðåäèêàòà, è òîãäà ïðè
îñòàíîâêå ìû ïîëó÷èì 1 èëè 0 � ÷òî èìåííî, ýòî íå âàæíî ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Âàæíîñòü áóäåò èìåòü òîò ôàêò,
åñëè âû÷èñëåíèå íå îñòàíîâèòñÿ è çíà÷åíèå áóäåò íå îïðåäåëåíî.

Ïîìèìî ñèëüíîé è ñëàáîé ðåãóëÿðíûõ ëîãèê Êëèíè, ñóùå-
ñòâóþò åùå äâå ïðîìåæóòî÷íûå òðåõçíà÷íûå ðåãóëÿðíûå ëîãè-
êè. Òàáëèöû äëÿ êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè îäíîé èç íèõ áûëè
ïðåäëîæåíû Ôèòòèíãîì [8], îí íàçâàë åå Lisp. Â ïàðàãðàôå 2 ìû
îïðåäåëèì ýòó ëîãèêó è ââåäåì åùå îäíó, íîâóþ, ïðîìåæóòî÷-
íóþ ëîãèêó TwinLisp. Ìû äîêàçàëè â [5], ÷òî ýòè ÷åòûðå ëîãè-
êè � åäèíñòâåííî âîçìîæíûå òðåõçíà÷íûå ðåãóëÿðíûå ëîãèêè
Êëèíè. Â ïàðàãðàôå 3 ìû ðàññìîòðèì èõ ñâîéñòâà â ñðàâíåíèè
äðóã ñ äðóãîì.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èíòåðåñà ê ëîãèêàì Êëèíè âûçâàíà íå
òîëüêî ñâîéñòâàìè êàæäîé èç íèõ, íî è òåì, êàê ýòè ëîãèêè ñî-
îòíîñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì (ñì. [5, 11]). Â ïàðàãðàôå 4 ìû îáñóäèì,
êàêèå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû ìåæäó ïðîèç-
âîëüíûìè ìíîãîçíà÷íûìè ëîãèêàìè. Ñ ñàìîãî íà÷àëà âûñêà-
çûâàëîñü íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé î âçàìîñâÿçè ëîãèê Êëèíè.
Òàê, Êëèíè ïðåäïîëîæèë, ÷òî åãî ñèëüíàÿ ëîãèêà ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìûì ñèëüíûì ðåãóëÿðíûì ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.
Ôèòòèíã ïðåäïîëîæèë, ÷òî ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ
ëîãèêà áóäåò èìåòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåæäó ñèëüíîé è ñëàáîé
ëîãèêàìè Êëèíè.

Â ïàðàãðàôå 5 ìû îäíîçíà÷íî îòâåòèì íà âîïðîñ î òîì, êàêî-
ãî ðîäà âêëþ÷åíèå âîçìîæíî ìåæäó ýòèìè ëîãèêàìè. Ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ñåìåéñòâî òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê Êëèíè îá-
ðàçóåò ðåøåòêó ïî îòíîøåíèþ D-âêëþ÷åíèÿ, ò. å. ïî îòíîøå-
íèþ ôóíêöèîíàëüíîé âûðàçèìîñòè ñâÿçîê. Òàêæå ìû ôîðìàëü-
íî äîêàæåì, ÷òî ñèëüíàÿ ëîãèêà Êëèíè ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì, à
ñëàáàÿ ëîãèêà Êëèíè � èíôèíóìîì â ýòîé ðåøåòêå; à äâå ëîãè-
êè Lisp è TwinLisp äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè
ìåæäó íèìè â ñòðîãî îïðåäåëåííîì ñìûñëå.
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2 Ðåãóëÿðíûå Ëîãèêè Êëèíè
Âñå ðåãóëÿðíûå ëîãèêè Êëèíè ðàçäåëÿþò îäíî êëàññè÷åñêîå
ñâîéñòâî, à èìåííî: â êàæäîé èç íèõ ìíîæåñòâà ñâÿçîê {¬,∨}
(ðàâíî êàê è {¬,∧}) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè. Òî åñòü
ñâÿçêè ∧,⊃,≡ âûðàæàþòñÿ ïîñðåäñòâîì {¬,∨} ñ ïîìîùüþ êëàñ-
ñè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé:

P ∧Q = ¬(¬P ∨ ¬Q);

P ⊃ Q = ¬P ∨Q;

P ≡ Q = (P ⊃ Q) ∧ (Q ⊃ P ).

Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ñëåäîâàòü òðàäèöèè è îïðåäåëÿòü âñå 5
ñâÿçîê. Âìåñòî ýòîãî îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ: ¬,∨,∧, âçÿâ òðåòüþ
ñâÿçêó ∧ â äåìîíñòðàöèîííûõ öåëÿõ.
Ñèëüíàÿ ëîãèêà Êëèíè K3 [4] áûëà ïðåäëîæåíà ïåðâîé:

p ∼ p

1 0
1
2

1
2

0 1

∨ 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2 0

∧ 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2

1
2

1
2 0

0 0 0 0

Äðóãîé ïðèìåð ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ òàáëèö � ýòî òàê
íàçûâàåìûå ñëàáûå ñâÿçêè Êëèíè�Áî÷âàðà [1, 4], êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ëîãèêóKW

3 . Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì çàïîëíåíèÿ ñèì-
âîëîì 1

2 âñåõ ñòîëáöîâ è ñòðîê, ãäå õîòÿ áû îäèí ðàç âñòðå÷àåòñÿ
ñèìâîë 1

2 .

p ∼ p

1 0
1
2

1
2

0 1

∪ 1 1
2 0

1 1 1
2 1

1
2

1
2

1
2

1
2

0 1 1
2 0

∩ 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 1
2 0

Â ëîãèêå Lisp [8] (K→
3 ) îöåíêà ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ âåäåòñÿ

ïî ïðîñòûì âûðàæåíèÿì, âõîäÿùèì â íåãî. Íàïðèìåð, ìû îöå-
íèâàåì âûðàæåíèå P ∧→Q ñëåâà íàïðàâî, òàê ÷òî ïðåäëîæåíèå
P ìû îöåíèâàåì ïåðâûì. Åñëè P ïðèïèñàíî çíà÷åíèå ¾ëîæíî¿,
òî ðàáîòà ïî ïðèïèñûâàíèþ çíà÷åíèé îñòàíàâëèâàåòñÿ è âñå-
ìó âûðàæåíèþ P ∧→ Q ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ¾ëîæü¿. Åñëè
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P èìååò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿, òî äàëåå ïðîâîäèòñÿ ïðèïèñûâàíèå
çíà÷åíèé Q, è çíà÷åíèå Q ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì âñåãî âûðàæå-
íèÿ P ∧→ Q. Ýòî àññèìåòðè÷íàÿ èëè ïîçèöèîííàÿ ëîãèêà. Íà-
ïðèìåð, åñëè P ëîæíî, à Q íå îïðåäåëåíî (1

2), òî âûðàæåíèå
P ∧→ Q áóäåò ëîæíûì, à Q ∧→ P ïðèìåò çíà÷åíèå 1

2 .
Ñâÿçêè ëîãèêè Lisp, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü åå K→

3 , ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

p ∼ p

1 0
1
2

1
2

0 1

∨→ 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2

1
2

1
2

1
2

0 1 1
2 0

∧→ 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0

Ñëåäóþùóþ ïðîìåæóòî÷íóþ ëîãèêó ìû íàçîâåì ¾äâîéíèê
Lisp¿, èëè TwinLisp (K←

3 ): èñòèííîñòíûå ôóíêöèè ýòèõ äâóõ
ëîãèê âçàèìîâûðàçèìû. Íåñìîòðÿ íà ýòî, èõ ðåøåòî÷íûå ñâîé-
ñòâà ðàçëè÷íû.

p ∼ p

1 0
1
2

1
2

0 1

∨ 1 1
2 0

1 1 1
2 1

1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2 0

∧ 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2

1
2

1
2 0

0 0 1
2 0

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè 4 ðåãóëÿðíûå ëîãèêè Êëèíè. Äâå èç íèõ
áûëè îïðåäåëåíû Êëèíè, îäíà (Lisp) � Ôèòòèíãîì, è îäíà �
âïåðâûå ââîäèòñÿ â äàííîé ñòàòüå, ñì. òàêæå [5]. Ìû ïîêàçà-
ëè â [5], ÷òî âñå ýòè ëîãèêè íîðìàëüíû, ìîíîòîííû íà ïîðÿäêå
1
2 ≤ 0, 1

2 ≤ 1, è ðåãóëÿðíû. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè
÷åòûðå ëîãèêè � åäèíñòâåííî âîçìîæííûå íîðìàëüíûå ìîíî-
òîííûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè íà çàäàííîì ïîðÿäêå èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé.

3 Ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà
ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ ëîãèê

Ðàññìîòðèì ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà ÷åòûðåõ ïðåäñòàâëåííûõ ëî-
ãèê.

Èòàê, ëîãèêè K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 èäåìïîòåíòíû:

(a) x ∨ x = x
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(b) x ∧ x = x

K3, KW
3 � êîììóòàòèâíû, íî K→

3 è K←
3 íå êîììóòàòèâíû,

ò.å. íå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

(a) x ∨ y = y ∨ x

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ K→
3 , åñëè x = 1

2 , à y = 1, òî x ∨→ y
ïðèìåò çíà÷åíèå 1, à y ∨→ x ïðèìåò çíà÷åíèå 1

2 .

(b) x ∧ y = y ∧ x

Òàê, åñëè x = 0, à y = 1
2 , òî çíà÷åíèå x ∧→ y áóäåò ðàâíî

0, à y ∧→ x � 1
2 .

Äàëåå, â K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 èìåþò ìåñòî çàêîíû àññîöèàòèâ-

íîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè, â K3, K→
3 , K←

3 ïðîõîäèò çàêîí ïîãëî-
ùåíèÿ, â K3 è K→

3 ïðîõîäèò çàêîí Êëèíè. Îòìåòèì, ÷òî â K←
3

çàêîíû ïîãëîùåíèÿ, à â K→
3 çàêîí Êëèíè âûïîëíÿþòñÿ òîëü-

êî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè äèçúþíêòèâíûå è
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû.

Àññîöèàòèâíîñòü:

(a) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

(b) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

Ïîãëîùåíèå â K3, KW
3 , K→

3 :

(a) x ∨ (x ∧ y) = x

(b) x ∧ (x ∨ y) = x

Ïîãëîùåíèå â K←
3 :

(a) (y ∧← x) ∨← x = x

(b) (y ∨← x) ∧← x = x

Íå ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:

(a) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)
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(b) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ëîãèêàõ ñîõðàíÿåòñÿ èñòèííîñòü çàêî-
íîâ äå Ìîðãàíà, òàê êàê äëÿ îäíîìåñòíîãî îïåðàòîðà ∼ (èíâî-
ëþöèÿ) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà:
∼∼ x = x
∼ (x ∨ y) =∼ x∧ ∼ y
∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y.
À òàêæå èìååò ìåñòî çàêîí Êëèíè:

(K) (x∧ ∼ x) ∨ (y ∨ ∼ y) = y ∨ ∼ y,
â K→

3 ïðè óñëîâèè, ÷òî äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïåðåñòàâëå-
íû ìåñòàìè:

(K') (y ∧→ ∼ y) ∨→ (x∨→ ∼ x) = y ∨→ ∼ y.

Òàêèì îáðàçîì, Lisp è TwinLisp ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâ-
íûìè àëãåáðàìè Êëèíè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ñèëüíàÿ ëîãèêà ÊëèíèK3 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì àëãåáðû Êëèíè, â íåé èìåþò ìåñòî âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå
çàêîíû. Â ñëàáîé ëîãèêå Êëèíè KW

3 íå èìåþò ìåñòà çàêîíû ïî-
ãëîùåíèÿ è çàêîí Êëèíè, ñîîòâåòñòâåííî KW

3 ÿâëÿåòñÿ êâàçèðå-
øåòêîé. Â K→

3 , â îòëè÷èå îò KW
3 , ïðîõîäÿò çàêîíû ïîãëîùåíèÿ

è çàêîí Êëèíè (â íèõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè äèçúþíêòèâíûå
÷ëåíû), íî íå ïðîõîäèò êîììóòàòèâíîñòü. Â K←

3 èìåþò ìåñòî
âñå çàêîíû, ÷òî è â K3, êðîìå êîììóòàòèâíîñòè, â òîì ÷èñëå è
ïîãëîùåíèå è çàêîí Êëèíè áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé.

4 Âçàèìîîòíîøåíèÿ
ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ ëîãèê

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíîøåíèÿ âêëþ-
÷åíèÿ íà ìíîæåñòâàõ ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê. Ìû îáîñíóåì, ïî÷å-
ìó èìåííî D-âêëþ÷åíèå áûëî âûáðàíî íàìè äëÿ àíàëèçà ëîãèê
Êëèíè, áîëåå òîãî, ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòîò ðîä âêëþ÷åíèÿ
íàèáîëåå îïòèìàëåí â äàííîì êîíòåêñòå.

Îäíà ìíîãîçíà÷íàÿ ëîãèêà ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â äðóãîé â
íåñêîëüêèõ ðàçíûõ ñìûñëàõ [11].

1. Ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé ëîãèêè X ìîæåò ñîäåðæàòü ìíî-
æåñòâî òàâòîëîãèé ëîãèêè Y . Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
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X T-ñîäåðæèò Y . Íàïðèìåð, áîëüøèíñòâî ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê Ò-ñîäåðæèòñÿ â êëàññè÷åñêîé.

2. Ëîãèêà X ìîæåò ñîäåðæàòü ëîãèêó Y â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå. Âñå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ Y òàêæå ÿâëÿþòñÿ èñòèí-
íîñòíûìè çíà÷åíèÿìè X è åñëè â òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ
X âû÷åðêíóòü èëè ñòåðåòü âñå êîëîíêè è ðÿäû, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ê òàáëèöå èñòèííîñòè Y , òî
îñòàíåòñÿ ïðîñòî òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ Y .
Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî X S-ñîäåðæèò Y (îò ñëî-
âà èñêëþ÷åíèå (suppression)). Íàïðèìåð, ÷åòûðåõçíà÷íàÿ
ëîãèêà K4 S-ñîäåðæèò K3, à ðåãóëÿðíûå ëîãèêè Êëèíè S-
ñîäåðæàò êëàññè÷åñêóþ, â ñèëó ñâîåé íîðìàëüíîñòè.

3. Ëîãèêà X òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü ëîãèêó Y , åñëè ìû ìî-
æåì èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå X
ñ êàêèì-ëèáî èñòèííîñòíûì çíà÷åíèåì Y , âîçìîæíî, òå-
ðÿÿ â õîäå ýòîãî ïðîöåññà êàêèå-ëèáî èñòèííîñòíûå çíà-
÷åíèÿ, èìåâøèåñÿ â ñèñòåìå Y . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî ñèñòåìà X I-ñîäåðæèò Y (â ñìûñëå îòîæäåñòâëåíèÿ
(identi�cation)).
Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ýêâèâàëåíòû äëÿ íåêîòîðûõ
òèïîâ âêëþ÷åíèÿ. Òàê, X S-ñîäåðæèò Y , åñëè Y ÿâëÿåòñÿ
ñóáàëãåáðîé X. X I-ñîäåðæèò Y , åñëè Y � ýòî ãîìîìîðô-
íîå îòîáðàæåíèå X.

4. D-âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî, êîãäà âñå ñâÿçêè îäíîé ëîãè-
êè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñâÿçêè äðóãîé. Òî åñòü
âêëþ÷åíèå îäíîé ëîãèêè â äðóãóþ ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì
îïðåäåëåíèÿ (de�nition) ñâÿçîê îäíîé ÷åðåç ñâÿçêè äðóãîé.
Òàê, K3 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç ëîãèêó Ëóêàñåâè÷à
L3, ò. å. L3 D-ñîäåðæèò K3.

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1) S-âêëþ÷åíèå âëå÷åò Ò-âêëþ÷åíèå, íî íå íàîáîðîò.

(2) I-âêëþ÷åíèå â îáùåì ñëó÷àå íå âëå÷åò Ò-âêëþ÷åíèÿ, è íà-
îáîðîò.
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(3) S-âêëþ÷åíèå íå âëå÷åò I-âêëþ÷åíèÿ, è, îáðàòíî, I-âêëþ÷åíèå
íå âëå÷åò S-âêëþ÷åíèÿ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îòíîøåíèé ìåæäó ðåãóëÿð-
íûìè òðåõçíà÷íûìè ëîãèêàìè.

Èòàê, áûëè ðàññìîòðåíû ðåãóëÿðíûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè K3,
KW

3 , K→
3 , K←

3 . Òàáëèöû èñòèííîñòè ýòèõ ëîãèê òàêîâû, ÷òî íå
ìîæåò èäòè ðå÷è îá S- èëè I-âêëþ÷åíèè. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî
ìû ñ ëåãêîñòüþ íàõîäèì Ò- è D-âêëþ÷åíèÿ ìåæäó ðåãóëÿðíûìè
òðåõçíà÷íûìè ëîãèêàìè.

Îáñóäèì ñíà÷àëà îòíîøåíèå T-âêëþ÷åíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ òàâ-
òîëîãèé, òî íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ ëîãèê íå èìååò òàâòîëî-
ãèé ïðè îäíîì âûäåëåííîì çíà÷åíèè. Òàêèì îáðàçîì, èõ âçàèì-
íîå Ò-âêëþ÷åíèå òðèâèàëüíî.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ. Êàê áûëî îïðåäåëåíî
ðàíåå, îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ èìååò ìåñòî, åñëè ñâÿçêè îä-
íîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèìû ÷åðåç ñâÿçêè äðóãîé. Ìû ïîñâÿòèì
äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå óñòàíîâëåíèþ âçàèìîîòíîøåíèé D-
âêëþ÷åíèÿ ìåæäó ðåãóëÿðíûìè ëîãèêàìè Êëèíè.

5 D-âêëþ÷åíèå ðåãóëÿðíûõ ëîãèê Êëèíè
Îäíèì èç ïåðâûõ ïðîáëåìîé ïåðåâîäà ñâÿçîê îäíîé ñèñòåìû â
äðóãóþ çàèíòåðåñîâàëñÿ Â.Ì.Øåñòàêîâ [7], åãî ðåçóëüòàòû êà-
ñàëèñü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì ñâÿçîê äëÿ
òðåõçíà÷íûõ ëîãèê, à òàêæå èõ âçàìîâûðàçèìîñòè. Êàê èçâåñò-
íî, âñëåä çà ïåðåâîäàìè Øåñòàêîâà ïîÿâèëñÿ ïåðåâîä ñëàáûõ
ñâÿçîê Êëèíè�Áî÷âàðà ïîñðåäñòâîì ñèëüíûõ ñâÿçîê Êëèíè, îñó-
ùåñòâëåííûé Â.Ê.Ôèííîì [6]:

p ∩ q = (p ∧ q) ∨ (p∧ ∼ p) ∨ (q∧ ∼ q).

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ ñëàáûå ñâÿçêè è âûðàçèìû ÷å-
ðåç ñèëüíûå, íî îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå íå èìååò ìåñòà. Òî åñòü
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó K3 è KW

3 ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå D-
âêëþ÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó âñåìè ÷åòûðüìÿ ëîãèêàìè K3,
KW

3 , K→
3 , K←

3 ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ, è, òàêèì îá-
ðàçîì, äîêàæåì âûñêàçàííîå Ôèòòèíãîì ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ñâÿçêè, îòëè÷íûå îò K3, KW

3 , ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûìè ìåæäó K3 è KW

3 .
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ëîãèêà Lisp ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó
ñèëüíîé è ñëàáîé ëîãèêàìè Êëèíè, ò.å. KW

3 D-âêëþ÷àåòñÿ â
K→

3 , à K→
3 D-âêëþ÷àåòñÿ â K3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî îñó-
ùåñòâèòü îïðåäåëåíèÿ ñâÿçîê Lisp ÷åðåç ñèëüíûå ñâÿçêè Êëèíè
è ñëàáûõ ñâÿçîê ÷åðåç ñâÿçêè Lisp.

Îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p ∩ q = (p ∧→ q) ∨→ (q ∧→ p)

p ∪ q = (p ∨→ q) ∧→ (q ∨→ p)

p ∨→ q = (∼ p ∧ q) ∨ p

p ∧→ q = (∼ p ∨ q) ∧ p.

Èòàê, K→
3 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç K3, à KW

3 � ÷åðåç
K→

3 .
Îáðàòíîå æå íå èìååò ìåñòà, èíà÷å ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü,

÷òî K3 ýêâèâàëåíòíà K→
3 , è KW

3 ýêâèâàëåíòíà K→
3 , à, çíà÷èò, è

òî, ÷òî K3 ýêâèâàëåíòíà KW
3 , ÷òî íåâåðíî. q.e.d.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ëîãèêà TwinLisp ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæ-
äó ñèëüíîé è ñëàáîé ëîãèêàìè Êëèíè. Òî åñòü KW

3 D-âêëþ÷àåòñÿ
â K←

3 , è K←
3 D-âêëþ÷àåòñÿ â K3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâèì îïðåäåëå-
íèÿ áîëåå ñëàáûõ ñâÿçîê ÷åðåç áîëåå ñèëüíûå è äîêàæåì, ÷òî
ïðîòèâîïîëîæíûå ïåðåâîäû íå ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû.

p ∩ q = (p ∧← q) ∨← (q ∧← p)

p ∪ q = (p ∨← q) ∧← (q ∨← p)

p ∨← q = (p∧ ∼ q) ∨ q

p ∧← q = (p∨ ∼ q) ∧ q.

Ôàêò, ÷òî îáðàòíûå îïðåäåëåíèÿ íåâîçìîæíû, äîêàçûâàåòñÿ
îò ïðîòèâíîãî. Åñëè áû K3 ìîæíî áûëî âûðàçèòü ÷åðåç K←

3 ,
à K←

3 ÷åðåç KW
3 , òî K3 áûëà áû ýêâèâàëåíòíà K←

3 , è KW
3 ýê-

âèâàëåíòíà K←
3 , à, çíà÷èò, K3 áûëà áû ýêâèâàëåíòíà KW

3 , ÷òî
íåâåðíî. q.e.d.
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Òàêèì îáðàçîì, Lisp è TwinLisp ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íû-
ìè ëîãèêàìè ìåæäó ñèëüíîé è ñëàáîé ëîãèêàìè Êëèíè ïî îòíî-
øåíèþ D-âêëþ÷åíèÿ. Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü âçàèìîîòíîøåíèÿ
ýòèõ äâóõ ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê.
ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ëîãèêè Lisp è TwinLisp ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíû. Òî åñòü K→

3 D-âêëþ÷àåòñÿ â K←
3 , è K←

3 D-âêëþ÷àåòñÿ
â K→

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
p ∨→ q = q ∨← p

p ∨← q = q ∨→ p

Àíàëîãè÷íî äëÿ êîíúþíêöèé. q.e.d.

Âçàèìîñâÿçü ðàññìîòðåííûõ ëîãèê ìîæíî èëëþñòðèðîâàòü òàê:

K3

K←
3

ks ≡D
+3

⊆D

<<yyyyyyyyyy

OO

K→
3

⊆D

bbEEEEEEEEEE

KW
3

⊆D

==zzzzzzzzzz⊆D

aaDDDDDDDDDD
⊆D

Èòàê, èìååòñÿ ÷åòûðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè, è äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìåæäó ýòèìè ëîãèêàìè ðåøåòî÷-
íîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñóïðåìóìà è
èíôèíóìà äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà. Ìåæ-
äó ëîãèêàìè K3, KW

3 , K→
3 , K←

3 áûëî îáíàðóæåíî îòíîøåíèå
ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ âûðàçèìîñòè îäíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçîê
÷åðåç äðóãîå. Ýòî îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó îíî ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è
òðàíçèòèâíî. Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ êàê ⊆D. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìû 1 è 2, ïîêàæåì, ÷òî K3 ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì,
à KW

3 �� èíôèíóìîì. Èòàê, äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ëîãèê K3 è
KW

3 ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ñîîòâåòñâåííî: ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî (∀X(X ⊆D K3)) è ( ∀X(KW

3 ⊆D X)). Ïîñêîëü-
êó çäåñü âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè åäèíñòâåííû, ôàêò ÷òî K3 �



Ôóíêöèîíàëüíàÿ âçàèìîâûðàçèìîñòü ðåãóëÿðíûõ ëîãèê Êëèíè 127

íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, à KW
3 � íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

óñòàíàâëèâàåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ëî-
ãèêè Êëèíè îáðàçóþò ðåøåòêó.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå
è ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ñâÿçîê ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê ïîçâîëÿ-
åò íàì óïîðÿäî÷èòü ðåãóëÿðíûå ëîãèêè Êëèíè òàêèì îáðàçîì:
K→

3

⋃
K←

3 ⊆D K3, à K→
3

⋂
K←

3 ⊆D KW
3 . Îäíàêî íåâåðíî, ÷òî

K→
3

⋃
K←

3 ≡D K3, à K→
3

⋂
K←

3 ≡D KW
3 . Ïîêàæåì ýòî.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4. ×åðåç ìíîæåñòâî ñâÿçîê, ïîëó÷åííîå ïó-
òåì îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà ñâÿçîê ëîãèêè K→

3 ñ ìíîæåñòâîì
ñâÿçîê ëîãèêè K←

3 , íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ñèëüíûå ñâÿçêè ëî-
ãèêè K3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ âûðàæåíèå êàêîé-ëèáî äâóõìåñòíîé ñâÿçêè K3 ÷å-
ðåç ñâÿçêè K→

3 è K←
3 . Íî, ïîñêîëüêó ëîãèêè K→

3 è K←
3 âçàè-

ìîâûðàçèìû, òî èñêîìàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà
â ôîðìóëó, ñîäåðæàùóþ òîëüêî ñâÿçêè K→

3 èëè K←
3 . È, òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè áû ôîðìóëó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû ìîã-
ëè áû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû ñâÿçîê K→

3 (èëè K←
3 )

è K3. Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìàõ 1 è 2, ýòî íåâîçìîæíî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. q.e.d.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 5. ×åðåç ìíîæåñòâî ñâÿçîê, ïîëó÷åííîå ïó-
òåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñâÿçîê ëîãèêè K→

3 ñ ìíîæåñòâîì
ñâÿçîê ëîãèêè K←

3 , íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ñëàáûå ñâÿçêè ëîãèêè
Êëèíè KW

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ñâÿçîê ëîãèê K→
3 è

K←
3 äàåò ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñâÿçîê: {≡,∼}. Íóæíî îòìå-

òèòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü â ëîãèêàõ K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 îïðå-

äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè àáñîëþòíî îäèíàêîâî.
Òî åñòü èñêîìûé ïåðåâîä K→

3 ∩ K←
3 ≡D KW

3 äîëæåí áûë áû
çàêëþ÷àòüñÿ â îïðåäåëåíèè âñåõ ñâÿçîê KW

3 ÷åðåç {≡,∼}. Íî
ìíîæåñòâî {≡,∼} íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ñâÿçîê äàæå äëÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, ò. å. ëþáàÿ âîçìîæíàÿ ôîðìóëà âûðàçèìî-
ñòè ∧, ∨ èëè ⊃ ÷åðåç {≡,∼} áóäåò ïðîâàëèâàòüñÿ êàê ìèíèìóì
íà êëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. q.e.d.
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6 Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, áûëè ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ðåãóëÿðíûå
òðåõçíà÷íûå ëîãèêè, èõ ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà, â òîì ÷èñëå áûëî
îïðåäåëåíî, ÷òî K3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåòêó, à òàêæå ìîäåëü
àëãåáðû Êëèíè, KW

3 � êâàçèðåøåòêó, à K→
3 è K←

3 � íåêîììó-
òàòèâíûå àëãåáðû Êëèíè. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî âñåõ òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê îáðàçóåò ðåøåòêó
ïî îòíîøåíèþ D-âêëþ÷åíèÿ, ïðè÷åì K3 ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì,
à KW

3 èíôèíóìîì.
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