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abstract. This paper is devoted to the mutiple-valued logical matri-
ces in which the class of tautologies is one of a classical propositional
logic. A class of such matrices with a classical consequence relation is
described. Moreover several classes of multiple-valued matrices of the
type in question with a non-classical consequence relation are considered.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè, êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà âûñêà-
çûâàíèé, ëîãè÷åñêèå ìàòðèöû, îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö ñ òðåõ-
ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì-íîñèòåëåì, ÿâëÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèìè äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè [2, 4]. Áîëåå òîãî, ìàòðèöû
äëÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê ñîäåðæàò òàêèå ìàò-
ðèöû â êà÷åñòâå ôðàãìåíòîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîò
ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè, ðàâíûå êëàññè÷å-
ñêîé ïî êëàññó òàâòîëîãèé, íî ñ íåêëàññè÷åñêèì îòíîøåíèåì
ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ [3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò îïèñàíû
íåñêîëüêî îáøèðíûõ êëàññîâ ìàòðèö, îáëàäàþùèõ èíòåðåñóþ-
ùèìè íàñ ñâîéñòâàìè.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ìû èñïîëüçîâàëè
ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê L⊃¬.

Àëôàâèò ÿçûêà L⊃¬ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè ñëåäóþùèå ñèìâî-
ëû:

• Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: p, q, r, s, p1, q1, r1, s1,
. . . , pn, qn, rn, sn;

• ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè: ⊃, ¬;
• òåõíè÷åñêèå ñèìâîëû: ), (.

Îïðåäåëåíèå L⊃¬-ôîðìóëû:
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• Åñëè À åñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî À åñòü
L⊃¬-ôîðìóëà;

• åñëè A è B åñòü L⊃¬-ôîðìóëû, òî (A ⊃ B) è (¬A) åñòü
L⊃¬-ôîðìóëû;

• íè÷òî èíîå íå åñòü L⊃¬-ôîðìóëà.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû âèäà M =< U,⊃∗,¬∗, D >,
ãäå U � íåïóñòîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, ⊃∗ � áè-
íàðíàÿ îïåðàöèÿ íà U, ¬∗ � óíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà U, D � ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé, âûäåëåííûõ â M, ïðè÷åì D ⊂ U è {0} /∈ D.

Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ìàòðèöà äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè áó-
äåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:M2 =< {1, 0},⊃2,¬2, {1} >, ãäå ôóíê-
öèè ⊃2 è ¬2 � êëàññè÷åñêèå èìïëèêàöèÿ è îòðèöàíèå.

Îöåíêó â ìàòðèöå M îïðåäåëèì êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿçûêà L⊃¬ â U.

Çíà÷åíèå L⊃¬-ôîðìóëû â ìàòðèöå M ïðè îöåíêå v îïðåäåëÿ-
åòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ L⊃¬-ôîðìóëû:

• |p|Mv = v(p), åñëè p åñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ;

• åñëè B è C åñòü L⊃¬-ôîðìóëû, òî |(B ⊃ C)|Mv = |B|Mv ⊃∗
|C|Mv ;

• åñëè B åñòü L⊃¬-ôîðìóëà, òî |(¬B)|Mv = ¬∗|B|Mv .

Åñëè ñóùåñòâóåò îöåíêà v â M òàêàÿ, ÷òî |À|Mv ∈ D, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî À âûïîëíèìà â M.

Ôîðìóëà À íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé â M, å.ò.å ïðè âñÿêîé
îöåíêå v â M À ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷åíèå.

Êëàññè÷åñêîå îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì: â M èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã ëîãè÷åñêè
ñëåäóåò ôîðìóëà Â (Ã ² B), å.ò.å íå ñóùåñòâóåò òàêîé îöåíêè v
â M, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà À èç Ã ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷å-
íèå èÂ íå ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷åíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â íåêîòîðîé ìàòðèöå ÿâëÿ-
åòñÿ êëàññè÷åñêèì, êîãäà â ýòîé ìàòðèöå çàêëþ÷åíèå ëîãè÷åñêè
ñëåäóåò èç ïîñûëîê â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî ëîãè-
÷åñêè ñëåäóåò èç ïîñûëîê â ìàòðèöå äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.
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Ïîä ìíîãîçíà÷íûì èçîìîðôîì êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëü-
íîé ëîãèêè áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ìàòðèöó M ′ =< U,⊂′,¬′, D >,
÷òî U ′ ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ è êëàññ ôîðìóë, îá-
ùåçíà÷èìûõ â M ′, ðàâåí êëàññó ôîðìóë, îáùåçíà÷èìûõ â M2.
Èçîìîðô M ′ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îòíîøåíèå ëîãè÷å-
ñêîãî ñëåäîâàíèÿ â M ′ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì. Èçîìîðô íàçû-
âàåòñÿ Ñ -ðàñøèðÿþùèì, åñëè îïåðàöèè ⊂′ è ¬′ ñîâïàäàþò ñ ⊃2

è ¬2 ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâå {1, 0}.
Ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíà îòâå÷àòü ìàò-

ðèöà, ÷òîáû ÿâëÿòüñÿ èçîìîðôîì êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçû-
âàíèé, è èõ äîêàçàòåëüñòâå øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä, ïðåä-
ëîæåííûé Â.Ì. Ïîïîâûì [1]. Â åãî îñíîâå ëåæàò ïîíÿòèÿ çàìå-
ùåíèÿ îöåíêè è îòîáðàæåíèÿ ìíîãîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà-íî-
ñèòåëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû M íà ìíîæåñòâî-íîñèòåëü ìàòðèöû
M2 � {1, 0}.

Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ v ìíîæåñòâà âñåõ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ ÿçûêà L⊃¬ â ìíîãîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî-íîñè-
òåëü U íåêîòîðîé ìàòðèöû M ′ =< U,⊂′,¬′, D > íàçîâåì k -çà-
ìåùåíèåì îòîáðàæåíèÿ v òàêîå îòîáðàæåíèå w ìíîæåñòâà âñåõ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â {0, 1}, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïðîïî-
çèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé p

w(p) =

{
1, åñëèv(p) ∈ D;
0, åñëèv(p) /∈ D.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ âU ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå k -çàìåùåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽ k -çàìå-
ùåíèå îòîáðàæåíèÿ v.

Îïðåäåëèì ϕk êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà U íà ìíîæåñòâî
{0, 1} òàêîå, ÷òî ϕk(x) = 1, åñëè x ∈ D è ϕk(x) = 0, åñëè x /∈ D.
ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü Mm

n =< U,⊃n,¬n, D > - n-ýëåìåíòíàÿ ìàò-
ðèöà ñ m âûäåëåííûõ çíà÷åíèé, à ⊃n è ¬n îòâå÷àþò óñëîâèÿì:

• x ⊃n y ∈ D, å.ò.å x /∈ D èëè y ∈ D;

• ¬nx ∈ D, å.ò.å x /∈ D.
Òîãäà ∀A∀v: åñëè A åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà â Mm

n , òî
ϕk|A|M

m
n

v = |A|M2
ṽ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì Ëåììó èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóëû.

Áàçèñ. Ïóñòü A � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

1. Íåâåðíî, ÷òî ∀A∀v: åñëèA åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà
â Mm

n , òî ϕk|A|M
m
n

v = |A|M2
ṽ (äîïóùåíèå).

2. ∃A∃v:A åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà â Mm
n è ϕk|A|M

m
n

v 6=
|A|M2

ṽ (èç (1)).

3. ÏóñòüA∗ åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v∗ � îöåíêà â Mm
n è ϕk|A∗|Mm

n
v∗ 6=

|A∗|M2

ṽ∗ (èç (2), èñêëþ÷åíèå êâàíòîðîâ).

4. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ 6= |A∗|M2

ṽ∗ (èç (3)).

5. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 1 è |A∗|M2

ṽ∗ = 0 èëè ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 0 è |A∗|M2

ṽ∗ = 1
(èç (4), â ñèëó îïðåäåëåíèé ϕk è ṽ∗).

6. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 0 è |A∗|M2

ṽ∗ = 1 (äîïóùåíèå).

7. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 0 (èç (6)).

8. |A∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (7), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

9. |A∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (8), òîãî ôàêòà, ÷òî A åñòü ïðîïîçèöèî-
íàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿçûêà L⊃¬ è îïðåäåëåíèÿ ṽ).

10. |A∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (6)).

11. Íåâåðíî, ÷òî (6) (èç (9), (10)).

12. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 1 è |A∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (5), (11)).

13. |A∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (12)).

14. |A∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (13), òîãî ôàêòà, ÷òî A åñòü ïðîïîçèöèî-
íàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿçûêà L⊃¬ è îïðåäåëåíèÿ ṽ).

15. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 0 (èç (14), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

16. ϕk|A∗|Mm
n

v∗ = 1 (èç (12)).
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17. Íåâåðíî, ÷òî (1) (èç (15), (16)).

Áàçèñ èíäóêöèè äîêàçàí.
Ïóñòü ϕk|A|M

m
n

v = |A|M2
ṽ èìååò ìåñòî äëÿ ôîðìóë, êîòîðûå

ñîäåðæàò ìåíåå, ÷åì n ñâÿçîê. Òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
óòâåðæäåíèå Ëåììû âåðíî, åñëè L⊃¬-ôîðìóëà A ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè n âõîæäåíèé ñâÿçîê è ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ôîðìó-
ëîé (¬C) ëèáî (D ⊃ E).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü L⊃¬-ôîðìóëàA ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n âõîæ-
äåíèé ñâÿçîê è ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (¬C).

1. Íåâåðíî, ÷òî ∀(¬C)∀v: åñëè (¬C) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v �
îöåíêà â Mm

n , òî ϕk|(¬C)|Mm
n

v = |(¬C)|M2
ṽ (äîïóùåíèå).

2. ∃(¬C)∃v: (¬C) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà â Mm
n è

ϕk|(¬C)|Mm
n

v 6= |(¬C)|M2
ṽ (èç (1)).

3. Ïóñòü (¬C∗) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v∗ � îöåíêà â Mm
n è

ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ 6= |(¬C∗)|M2

ṽ∗ (èç (2), èñêëþ÷åíèå êâàíòîðîâ).

4. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ 6= |(¬C∗)|M2

ṽ∗ (èç (3)).

5. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 1 è |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = 0 èëè ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 0 è
|(¬C∗)|M2

ṽ∗ = 1 (èç (4), â ñèëó îïðåäåëåíèé ϕk è ṽ∗).

6. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 0 è |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = 1 (äîïóùåíèå).

7. |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = ¬2|C∗|M2

ṽ∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ L⊃¬-ôîð-
ìóëû).

8. ¬2|C∗|M2

ṽ∗ = 1 (èç (6), (7)).

9. |C∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (8), ïî îïðåäåëåíèþ ¬2).

10. ϕk|C∗|Mm
n

v∗ = |C∗|M2

ṽ∗ (â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

11. ϕk|C∗|Mm
n

v∗ = 0 (èç (9), (10)).

12. |C∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (11), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

13. ¬n|C∗|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (12), ïî îïðåäåëåíèþ ¬n).
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14. ¬n|C∗|Mm
n

v∗ = |(¬C∗)|Mm
n

v∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ L⊃¬-
ôîðìóëû)).

15. |(¬C∗)|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (13), (14)).

16. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 1 (èç (15), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

17. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 0 (èç (6)).

18. Íåâåðíî, ÷òî (6) (èç (16), (17)).

19. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 1 è |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = 0 (èç (5), (18)).

20. |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = 0 (èç (19)).

21. |(¬C∗)|M2

ṽ∗ = ¬2|C∗|M2

ṽ∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ L⊃¬-ôîð-
ìóëû).

22. ¬2|C∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (20), (21)).

23. |C∗|M2

ṽ∗ = 1 (èç (22), ïî îïðåäåëåíèþ ¬2).

24. ϕk|C∗|Mm
n

v∗ = |C∗|M2

ṽ∗ (â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

25. ϕk|C∗|Mm
n

v∗ = 1 (èç (23), (24)).

26. |C∗|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (25), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

27. ¬n|C∗| /∈ D (èç (26), ïî îïðåäåëåíèþ ¬n).

28. ¬n|C∗|Mm
n

v∗ = |(¬C∗)|Mm
n

v∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ L⊃¬-
ôîðìóëû)).

29. |(¬C∗)|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (27), (28)).

30. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 0 (èç (29), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

31. ϕk|(¬C∗)|Mm
n

v∗ = 1 (èç (19)).

32. Íåâåðíî, ÷òî (1) (èç (30), (31)).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü L⊃¬-ôîðìóëàA ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n âõîæ-
äåíèé ñâÿçîê è ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (D ⊃ E).
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1. Íåâåðíî, ÷òî ∀(D ⊃ E)∀v: åñëè (D ⊃ E) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà
è v � îöåíêà â Mm

n , òî ϕk|(D ⊃ E)|Mm
n

v = |(D ⊃ E)|M2
ṽ

(äîïóùåíèå).

2. ∃(D ⊃ E)∃v: (D ⊃ E) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà â
Mm

n è ϕk|(D ⊃ E)|Mm
n

v 6= |(D ⊃ E)|M2
ṽ (èç (1)).

3. Ïóñòü (D∗ ⊃ E∗) åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v∗ � îöåíêà â Mm
n

è ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ 6= |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ (èç (2), èñêëþ÷åíèå
êâàíòîðîâ).

4. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ 6= |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ (èç (3)).

5. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 1 è |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 0 èëè ϕk|(D∗ ⊃
E∗)|Mm

n
v∗ = 0 è |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 1 (èç (4), â ñèëó îïðåäåëå-
íèé ϕk è ṽ∗).

6. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 0 è |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 1 (äîïóùåíèå).

7. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 0 (èç (6)).

8. |(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (7), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk)

9. |(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = |D∗|Mm
n

v∗ ⊃n |E∗|M
m
n

v∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà-
÷åíèÿ L⊃¬-ôîðìóëû).

10. |D∗|Mm
n

v∗ ⊃n |E∗|M
m
n

v∗ /∈ D (èç (8), (9)).

11. |D∗|Mm
n

v∗ ∈ D è |E∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (10), ïî îïðåäåëåíèþ ⊃n).

12. ϕk|D∗|Mm
n

v∗ = 1 (èç (11), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

13. |D∗|M2

ṽ∗ = 1 (èç (12), â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

14. ϕk|E∗|M
m
n

v∗ = 0 (èç (11), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

15. |E∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (14), â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

16. |D∗|M2

ṽ∗ ⊃2 |E∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (13), (15), ïî îïðåäåëåíèþ ⊃2).

17. |D∗|M2

ṽ∗ ⊃2 |E∗|M2

ṽ∗ = |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèÿ L⊃¬-ôîðìóëû).
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18. |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 0 (èç (16), (17)).

19. |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 1 (èç (6)).

20. Íåâåðíî, ÷òî (6) (èç (18), (19)).

21. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 1 è |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 0 (èç (5), (20)).

22. |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = 0 (èç (21)).

23. |(D∗ ⊃ E∗)|M2

ṽ∗ = |D∗|M2

ṽ∗ ⊃2 |E∗|M2

ṽ∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷å-
íèÿ L⊃¬-ôîðìóëû).

24. |D∗|M2

ṽ∗ ⊃2 |E∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (22), (23)).

25. |D∗|M2

ṽ∗ = 1 è |E∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (24), ïî îïðåäåëåíèþ ⊃2).

26. ϕk|D∗|Mm
n

v∗ = 1 (èç (25), â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

27. |D∗|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (26), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

28. ϕk|E∗|M
m
n

v∗ = 0 (èç (25), â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ).

29. |E∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (28), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

30. |D∗|Mm
n

v∗ ⊃n |E∗|M
m
n

v∗ /∈ D (èç (27), (29), ïî îïðåäåëåíèþ ⊃n).

31. |D∗|Mm
n

v∗ ⊃n |E∗|M
m
n

v∗ = |(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ (ïî îïðåäåëåíèþ çíà-
÷åíèÿ L⊃¬-ôîðìóëû).

32. |(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (30), (31)).

33. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 0 (èç (32), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

34. ϕk|(D∗ ⊃ E∗)|Mm
n

v∗ = 1 (èç (21)).

35. Íåâåðíî, ÷òî (1).

Òàêèì îáðàçîì, ∀A∀v: åñëè A åñòü L⊃¬-ôîðìóëà è v � îöåíêà
â Mm

n , òî ϕk|A|M
m
n

v = |A|M2
ṽ . q.e.d.

ËÅÌÌÀ 2. ∀v: åñëè v � îöåíêà â M2, òî v = ṽ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ v åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ïðîïîçè-

öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâî {1, 0}. Ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà âûäåëåííûõ â M2 çíà÷åíèé {1} âñåãäà ïðèíàäëåæèò D è
{0} íèêîãäà íå ïðèíàäëåæèò D. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ
k -çàìåùåíèÿ ṽ(p) = 1 åñëè v(p) = 1, è ṽ(p) = 0, åñëè v(p) = 0.

q.e.d.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ïóñòü Mm
n =< U,⊃n,¬n, D > - n-ýëåìåíòíàÿ

ìàòðèöà ñ m âûäåëåííûõ çíà÷åíèé è ⊃n, è ¬n îòâå÷àþò óñëî-
âèÿì:

• x ⊃n y ∈ D, å.ò.å x /∈ D èëè y ∈ D;

• ¬nx ∈ D, å.ò.å x /∈ D.

Òîãäà îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â Mm
n ÿâëÿåòñÿ êëàñ-

ñè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 3, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà L⊃¬-ôîðìóë Ã è
äëÿ âñÿêîé L⊃¬-ôîðìóëû B, âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• Ó1. Åñëè Ã ²M2 B, òî Ã ²Mm
n
B;

• Ó2. Åñëè Ã ²Mm
n
B, òî Ã ²M2 B.

Äîêàæåì Ó1.

1. Íåâåðíî, ÷òî Ó1 (äîïóùåíèå).

2. Äëÿ êàæäîé îöåíêè â M2, äëÿ êàæäûõ Ã è B âåðíî, ÷òî,
åñëè êàæäàÿ ôîðìóëà èç Ã ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷å-
íèå, òî Â ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷åíèå ïðè ýòîé îöåíêå
(èç (1)).

3. Íàéäåòñÿ òàêàÿ îöåíêà â Mm
n , ìíîæåñòâî ïîñûëîê Ã è

çàêëþ÷åíèå Â, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèìóò âûäåëåí-
íîå çíà÷åíèå è Â ïðèìåò íåâûäåëåííîå çíà÷åíèå ïðè ýòîé
îöåíêå (èç (1)).
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4. Ïóñòü v∗ òàêàÿ îöåíêà â Mm
n , à Ã∗ è B∗ òàêèå ìíîæåñòâî

ïîñûëîê è çàêëþ÷åíèå, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã∗ ïðèíèìàþò
âûäåëåííîå çíà÷åíèå è B∗ ïðèíèìàåò íåâûäåëåííîå çíà÷å-
íèå ïðè v∗.

5. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî |A|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (4)).

6. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî ϕk|A|M
m
n

v∗ = 1 (èç (4), ïî îïðåäåëåíèþ
ϕk).

7. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî |A|M2

ṽ∗ = 1 (èç (5), ïî Ëåììå 1).

8. |B∗|M2

ṽ∗ = 1 (èç (2), (6)).

9. |B∗|Mm
n

v∗ /∈ D (èç (4)).

10. ϕk|B∗|M
m
n

v∗ = 0 (èç (9), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

11. |B∗|M2

ṽ∗ = 0 (èç (10), ïî Ëåììå 1).

12. Íåâåðíî, ÷òî (1) (èç (8), (11)).

Ó1 äîêàçàíî. Äîêàæåì Ó2.

1. Íåâåðíî, ÷òî Ó2 (äîïóùåíèå).

2. Äëÿ êàæäîé îöåíêè â Mm
n , äëÿ êàæäûõ Ã è B âåðíî, ÷òî

åñëè êàæäàÿ ôîðìóëà èç Ã ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷å-
íèå, òî Â ïðèíèìàåò âûäåëåííîå çíà÷åíèå ïðè ýòîé îöåíêå
(èç (1)).

3. Íàéäåòñÿ òàêàÿ îöåíêà â M2, ìíîæåñòâî ïîñûëîê Ã è çà-
êëþ÷åíèå Â, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèìóò âûäåëåííîå
çíà÷åíèå èÂ ïðèìåò íåâûäåëåííîå çíà÷åíèå ïðè ýòîé îöåí-
êå (èç (1)).

4. Ïóñòü v∗ òàêàÿ îöåíêà â M2, à Ã∗ è B∗ òàêèå ìíîæåñòâî
ïîñûëîê è çàêëþ÷åíèå, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã∗ ïðèíèìàþò
âûäåëåííîå çíà÷åíèå è B∗ ïðèíèìàåò íåâûäåëåííîå çíà÷å-
íèå ïðè v∗.

5. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî |A|M2
v∗ = 1 (èç (4)).
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6. ∀A: åñëè |A|M2
v∗ = 1, òî |A∗|M2

ṽ∗ = 1 (ïî Ëåììå 2).

7. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî |A|M2

ṽ∗ = 1 (èç (5), (6)).

8. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî ϕk|A|M
m
n

v∗ = 1 (èç (7), ïî Ëåììå 1).

9. ∀A: åñëè A ∈ Ã∗, òî |A|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (8), ïî îïðåäåëåíèþ
ϕk).

10. |B∗|Mm
n

v∗ ∈ D (èç (2), (9)).

11. ϕk|B∗|M
m
n

v∗ = 1 (èç (10), ïî îïðåäåëåíèþ ϕk).

12. |B∗|M2

ṽ∗ = 1 (èç (11), ïî Ëåììå 1).

13. |B∗|M2
v∗ = 1 (èç (12), ïî Ëåììå 2).

14. |B∗|M2
v∗ = 0 (èç (4)).

15. Íåâåðíî, ÷òî (1) (èç (13), (14)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
q.e.d.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Ñóùåñòâóþò ìíîãîçíà÷íûå èçîìîðôû êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ C-ðàñøè-
ðÿþùèìè.
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5. Ìîæíî âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ìàòðèö, îò-
âå÷àþùèõ óñëîâèþ Òåîðåìû 3 äëÿ êàæäûõ m è n ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

mn2−(m+1)×(n−m) × (n−m)m×(n−m+1)

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé âûøå, òàêæå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåñ-
êîëüêî òåîðåì, îïèñûâàþùèõ êëàññû ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö, ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì êëàññîì òàâòîëîãèé è íåêëàññè÷åñêèì îòíîøåíèåì ëî-
ãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 6. Åñëè ìàòðèöà Mm

n � C-ðàñøèðÿþùàÿ è ÿâëÿåò-
ñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïðè m = 1,
òî Mm

n ñîâïàäàåò ïî êëàññó òàâòîëîãèé ñ ìàòðèöåé äëÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêè (M2).
ÒÅÎÐÅÌÀ 7. Åñëè Mm

n îòâå÷àåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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• ôîðìóëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûìè, ïðèíèìàþò â
Mm

n òîëüêî çíà÷åíèÿ èç {1, 0};

• cóùåñòâóåò ìàòðèöà Mk
n , îòëè÷íàÿ îò Mm

n ëèøü êëàñ-
ñîì âûäåëåííûõ çíà÷åíèé, è îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëå-
äîâàíèÿ â Mk

n ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì,

òî Mm
n ñîâïàäàåò ïî êëàññó òàâòîëîãèé ñ M2.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8. Åñëè Mm
n îòâå÷àåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• Mm
n ÿâëÿåòñÿ C-ðàñøèðÿþùåé;

• åñëè x ⊃n y = 1, òî x = 0 èëè y = 1; åñëè x ⊃n y = 0, òî
x = 1 è y = 0; ¬nx = 1 å.ò.å. x = 0; ¬nx = 0 å.ò.å. x = 1,

âåðíî ñëåäóþùåå: ìàòðèöà Mn−1
n , îòëè÷íàÿ îò Mm

n ëèøü êëàñ-
ñîì âûäåëåííûõ çíà÷åíèé, ñîâïàäàåò ïî êëàññó òàâòîëîãèé ñ
M2.
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