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Аннотация: В статье будет рассказано о связи между критерием Мак-Нотона для бес-
конечнозначной логики Лукасевича, простыми числами и рядами Фарея. Дано определе-
ние простого числа в терминах бесконечнозначной логики Лукасевича. В соответствии
с критерием Мак-Нотона, множество функций бесконечнозначной логики Лукасевича
совпадает с множеством непрерывных кусочно-линейных функций особого вида. В до-
кладе показано, что простота числа n зависит от существования таких функций беско-
нечнозначной логики Лукасевича, что ограничение каждой из них на соответствующую
конечнозначную логику Лукасевича совпадает со значением функций N1/n(x). При этом
каждая такая функция имеет кусочно-линейные эквиваленты, линейные коэффициенты
которых могут быть найдены с помощью подходящих рядов Фарея. А именно, возни-
кает возможность охарактеризовать все линейные функции, проходящие через точку
с координатами ( i

n
, 1
n

). Действительно, все такие функции описываются уравнениями
вида f(x) = b + kx с целыми коэффициентами b и k, что 1

n
= b + k i

n
, что позволяет

отыскать данные коэффициенты в подходящих рядах Фарея.
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1. Введение

В ряде работ В.К. Финна и А.С. Карпенко (см. [Финн, 1976], [Карпенко,
2010]) установлена связь между конечнозначными логиками Лукасевича и
простыми числами. Так, В.К. Финном была доказана теорема о том, что
класс функций, соответствующий n + 1-значной логике Лукасевича  Ln+1,
является предполным, если и только если n есть простое число. А.С. Кар-
пенко была построена матричная логика Kn+1, содержащая тавтологии в
том и только в том случае, когда n является простым числом. При этом
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класс функций Kn+1 совпадает с классом функций  Ln+1 только при усло-
вии простоты n.

С учетом того факта, что бесконечнозначная логика Лукасевича  L∞ яв-
ляется естественным обобщением конечнозначных логик Лукасевича  Ln+1

при n < ℵ0, а класс ее тавтологий является пересечением классов тавтоло-
гий этих логик, может быть рассмотрен вопрос о характеризации простых
чисел посредством  L∞. Забегая вперед, отметим, что поиск ответа на дан-
ный вопрос приводит к выявлению связи между выразимыми в бесконеч-
нозначной логике Лукасевича функциями и рядами Фарея.

2. Критерии Мак-Нотона для логик Лукасевича

Под конечнозначной логикой Лукасевича  Ln+1 будем понимать замкну-
тое множество функций, выразимых в логической матрице

M L
n+1 = 〈Vn+1, {1},→,∨,∧,¬〉 ,

где Vn+1 = {0, 1n ,
2
n , ...,

n−1
n , 1}, {1} есть одноэлементное множество выде-

ленных значений, а операции определяются следующим образом:

• x→ y есть n, если x ≤ y, и 1− x+ y, в противном случае;

• x ∨ y есть max(x, y);

• x ∧ y есть min(x, y);

• ¬x есть 1− x.

Отметим, что операции ∨ и ∧ не являются независимыми и выразимы
с помощью → и ¬.

Класс функций, выразимых в  Ln+1, характеризуется конечнозначным
критерием Мак-Нотона:

Функция f( i1n , ...,
im
n ) = i

n выразима посредством формулы в  Ln+1, если
и только если наибольший общий делитель i1, ..., im и n является также
делителем i.

Бесконечнозначной (счетнозначной) логикой Лукасевича  L∞ называет-
ся класс функций, выразимых в логической матрице

M L
∞ = 〈[0; 1], {1},→,∨,∧,¬〉 ,

где [0; 1] есть множество всех рациональных чисел 0 ≤ i ≤ 1, а операции
определяются аналогично конечнозначному случаю.

На бесконечнозначный случай критерий Мак-Нотона обобщается сле-
дующим образом:

Функция f(x1, ..., xm) выразима посредством формулы в  L∞, если и
только если:
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1. f является непрерывной и 0 ≤ f(x1, ..., xm) ≤ 1, где 0 ≤ xi ≤ 1,
i = 1, ..,m;

2. существует конечное число отличных друг от друга полиномов
λ1, ..., λµ, каждый из которых имеет форму λj = bj+k1x1+ ..+kmjxm,
где все b и k есть такие целые числа, что для каждого набора
x1, ..., xm, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ...,m, существует j, 1 ≤ j ≤ µ, такое,
что f(x1, ..., xm) = λj(x1, ..., xm);

3. для произвольных xi, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ...,m имеют место неравенства
0 ≤ f(x1, ..., xm) ≤ 1.

Из бесконечнозначного критерия Мак-Нотона, в частности, следует, что
содержащееся в  L∞ множество одноместных функций f(x) совпадает с
множеством всех непрерывных и состоящих из конечного числа линейных
интервалов вида y = b + kx с целыми b и k кусочно-линейных функций
f : [0; 1] 7→ [0; 1], сохраняющих множество {0, 1}.

Рассмотрим теперь функции Ni(x), определенные следующим ус-
ловием:

Ni(x) =

{
i при 1

n ≤ x ≤
n−1
n ;

¬x в противном случае.

Из предполноты  Ln+1 при простом n и конечнозначного критерия Мак-
Нотона следует, что все операторы Ni(x) выразимы в  Ln+1, если и только
если n есть простое число. Особое положение при этом занимают функ-
ции N 1

n
(x), поскольку их невыразимость или выразимость в  Ln+1 является

необходимым и достаточным условием для вывода о непростоте или про-
стоте n соответственно.

Действительно, если n есть составное число, то рассмотрим являющееся
его делителем число k 6= 1. Очевидным образом выполняется, что 0 < k

n <

1. Тогда согласно определению N 1
n

(x), N 1
n

( kn) = 1
n . Но, по критерию Мак-

Нотона, в этом случае наибольший общий делитель k и n должен быть
также и делителем 1, что невозможно. Если же n есть простое число, то
функция N 1

n
(x) выразима в  Ln+1 в силу ее предполноты. Рассмотрение

остальных случаев осуществляется аналогичным образом.

3. Определение простого числа средствами бесконеч-
нозначной логики Лукасевича

Рассмотрим класс F всех одноместных функций f(x), выразимых по-
средством формул в  L∞.

Выделим множество F ′ ⊂ F функций f(x) ∈  L∞ таких, что их ограни-
чение на множество Vn+1 совпадает с функцией N 1

n
(x) для каких-нибудь
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n. Заметим, что такие функции существуют для всех простых n и могут
быть выражены в  L∞ теми же формулами, которыми они выражаются в
соответствующих конечнозначных логиках  Ln+1.

Теперь критерий простоты числа n может быть сформулирован сред-
ствами бесконечнозначной логики Лукасевича следующим образом:

Число n является простым, если и только если существует функция
f(x) ∈  L∞ такая, что f(x) ∈ F ′ и ее ограничение на множество Vn+1 есть
N 1

n
(x).

4. Функции бесконечнозначной логики Лукасевича и ряды
Фарея

Последовательностью рядов Фарея называется последовательность
упорядоченных множеств следующего вида:

F1 =

{
0

1
,
1

1

}
;

F2 =

{
0

1
,
1

2
,
1

1

}
;

F3 =

{
0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1

}
;

F4 =

{
0

1
,
1

4
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
1

1

}
;

...

То есть речь идет о последовательности, где каждое множество Fn+1

получается из Fn копированием элементов Fn и добавлением дробей вида
p+r
q+s между элементами p

q и r
s , если q + s ≤ n+ 1.

Ряд Фарея Fi, i ≥ 1, обладает следующими двумя свойствами:

1. Fi содержит все несократимые дроби, знаменатели которых не пре-
вышают i.

2. Дроби p
q и r

s являются соседними элементами в Fi, если и только если
qr − ps = 1.

Эти свойства позволяют связать ряды Фарея с критерием простоты
числа, выраженным средствами бесконечнозначной логики Лукасевича.

А именно, возникает возможность охарактеризовать все линейные
функции, проходящие через точку с координатами ( in ,

1
n). Действительно,

все такие функции описываются уравнениями вида f(x) = b+kx с целыми
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коэффициентами b и k, что 1
n = b + k in . В этом случае, домножая на n,

получаем 1 = bn + ki. Если n есть простое число, то, отождествляя пра-
вую часть последнего равенства с левой частью свойства 2 рядов Фарея,
находим требующиеся целые коэффициенты b и k.
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Abstract: The paper explores the relations between MacNaughton’s criterion for infinite-
valued  Lukasiewicz logic, prime numbers and Farey sequences. The author gives a definition
of prime numbers in terms of infinite-valued  Lukasiewicz logic. According to MacNaughton’s
criterion, the set of functions expressed in infinite-valued  Lukasiewicz logic coincides with the
set of certain continuous piecewise linear functions. The paper shows that natural number n
is prime only if infinite-valued  Lukasiewicz logic contains functions that the restriction to a
proper finitely valued  Lukasiewicz logic coincide with functions N1/n(x). While every such
function has piecewise linear counterparts, linear parameters for which may be obtained in
certain Farey sequences. Therefore, it is possible to find all regarded linear functions in the
point with coordinates ( i

n
, 1
n

). All such functions have equations f(x) = b+ kx with integer
parameters b and k, and 1

n
= b+ k i

n
, so it makes it possible to find the required parameters

in certain Farey sequences.
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