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Ñîãëàñíî ñóùåñòâó àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, êîòîðûé ñåãî-
äíÿ ïîëó÷èë ïðèçíàíèå, ïðåæäå âñåãî áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ãèëü-
áåðòà, íóæíî ñòðåìèòüñÿ íå òîëüêî ê ìàêñèìàëüíîìó îãðàíè-
÷åíèþ ÷èñëà è ñîäåðæàíèÿ àêñèîì, íî ñòàðàòüñÿ òàêæå ìàêñè-
ìàëüíî óìåíüøèòü ÷èñëî íåîïðåäåëÿåìûõ îñíîâíûõ ïîíÿòèé.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ïîíÿòèé, èç êî-
òîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü âñå äðóãèå ïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè íàóêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì òðåáîâàíèåì ïðîñòîòû è
ñòðåìÿòñÿ çàäàâàòü èñõîäíûå ïîíÿòèÿ.

Îñíîâíûå ñâÿçêè âûñêàçûâàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿ ïå-
ðåäàþ çäåñü ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçîâàííûõ Ãèëüáåð-
òîì â åãî ëåêöèÿõ:

a, a ∨ b, a & b, a → b, a ∼ b

(÷èòàåòñÿ: �íå-a�, �a èëè b�, �a è b�, �åñëè a, òî b�, �a ýêâèâàëåíò-
íî b�). Êàê èçâåñòíî, èç îäíîé ñâÿçêè âñå îñòàëüíûå ïîëó÷èòü
âîîáùå íåëüçÿ, íî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâóõ ñâÿçîê, ïðèíÿâ â
êà÷åñòâå îñíîâíûõ è íåîïðåäåëÿåìûõ îòðèöàíèå è êàêóþ-òî èç
ñëåäóþùèõ çà íèì òðåõ ñâÿçîê. (Èç ýòèõ òðåõ ñïîñîáîâ ðåäóê-
öèè Ðàññåë è Óàéòõåä èçáðàëè â êà÷åñòâå îñíîâû îòðèöàíèå è
äèçúþíêöèþ, à Ôðåãå � îòðèöàíèå è èìïëèêàöèþ).

1Sch�on�nkel M. �Uber die Bausteine der mathematischen Logik //
Mathematische Annalen. 1924. Bd. 92. S. 305�316 / Ïåðåâîä ñ íåì.
À.Ë. Íèêèôîðîâà.

2Èçëàãàåìûå íèæå ðàçìûøëåíèÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòîðîì 7
äåêàáðÿ 1920 ã. Ìàòåìàòè÷åñêîìó îáùåñòâó Ãåòòèíãåíà. Èõ ôîðìàëüíàÿ
è ñòèëèñòè÷åñêàÿ ïðàâêà äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïå÷àòè áûëà îñóùåñòâëåíà
Ã. Áåìàíîì èç Ãåòòèíãåíà.
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Òåì íå ìåíåå ñâåäåíèå ê îäíîé-åäèíñòâåííîé îñíîâíîé ñâÿçêå
âïîëíå âîçìîæíî, åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ òåìè ñâÿçêàìè, êîòî-
ðûå ïðèâåäåíû âûøå. Íåäàâíî ýòî áûëî ïîêàçàíî Øåôôåðîì3.
Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñâÿçêè ìîæíî âûáðàòü, ñêàæåì, �íå-a èëè
íå-b�, ò.å. �èç âûñêàçûâàíèé a è b ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ëîæíî�.
Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ âûøå çíàêîâ åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ:

a ∨ b è a & b

Òåïåðü ìîæíî ââåñòè íîâûé çíàê

a|b,

è ïîñêîëüêó î÷åâèäíî

a = a|a, a ∨ b = (a|a)|(b|b),

òî áëàãîäàðÿ

a & b = (a ∨ b), (a → b) = a∨b, (a ∼ b) = (a → b) & (b → a)

ñâåäåíèå îñóùåñòâëåíî.
Åùå áîëåå çàìå÷àòåëüíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîñðåäñòâîì

ïîäõîäÿùåé ìîäèôèêàöèè ýòîé îñíîâíîé ñâÿçêè ìîæíî âûðà-
çèòü òàêæå è îáà âûñêàçûâàíèÿ áîëåå âûñîêîé ñòóïåíè, à èìåí-
íî:

(x)f(x) è (Ex)f(x),

ò.å. �Âñå èíäèâèäû îáëàäàþò ñâîéñòâîì f � è �Ñóùåñòâóåò èí-
äèâèä, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì f �, èíûìè ñëîâàìè, îáå îïåðàöèè
(x) è (Ex), êîòîðûå âìåñòå ñ óêàçàííûìè âûøå ñâÿçêàìè ñîñòàâ-
ëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó îñíîâíûõ ñâÿçîê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Åñëè òåïåðü â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñâÿçêè ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü

3Am. Math. Soc. Trans. 1913. Vol. 14. P. 481.
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(x)[f(x) ∨ g(x)] èëè (x)(f(x) & g(x))

è çàïèøåì ýòî â âèäå

f(x)|xg(x),

òîãäà î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî (ïîñêîëüêó êîíñòàíòû ìû ìîæåì
ïðåäñòàâëÿòü êàê ôóíêöèè îò îäíîãî àðãóìåíòà):

a = a|xa, a ∨ b = (x)(a ∨ b) = a|xb = (a|ya)|x(b|yb),
(x)f(x) = (x)(f(x) ∨ f(x)) = f(x)|xf(x) =

(f(x)|yf(x))|x(f(x)|yf(x))

è áëàãîäàðÿ

(Ex)f(x) = (x)f(x)

íîâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óñïåõè, äîñòèãíóòûå íà ýòîì ïóòè, ïîáóæäàþò ê äàëüíåéøå-
ìó ïðîäâèæåíèþ â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ìûñëü î òîì, ÷òî ìîæ-
íî ïîïûòàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ñâåäåíèÿ óñòðàíèòü òàê-
æå âñå åùå îñòàþùèåñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ âûñêàçûâàíèÿ, ôóíê-
öèè âûñêàçûâàíèÿ è ïåðåìåííîé, íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ ñëèøêîì ñìåëîé. Ðàññìîòðåíèå è àíàëèç òàêîé âîçìîæ-
íîñòè áûëè áû âàæíû íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäè÷åñêî-
ãî åäèíñòâà, íî ïðåäñòàâëÿëè áû öåííîñòü ñ ôèëîñîôñêîé èëè,
åñëè óãîäíî, ñ ýñòåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïåðåìåí-
íûå â ëîãè÷åñêîì âûñêàçûâàíèè åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çíàê òî-
ãî, ÷òî îïðåäåëåííûå àðãóìåíòíûå ìåñòà è îïåðàòîðû ïðèíàä-
ëåæàò ê îäíîìó òèïó, ïîñòîëüêó õàðàêòåð ãîëîé, íåèçìåííîé,
�âå÷íîé� ñóùíîñòè ëîãè÷åñêîãî âûñêàçûâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ èç-
ëèøíèì âñïîìîãàòåëüíûì ïîíÿòèåì.

Êðîìå òîãî, ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìå÷àòåëüíûì òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ öåëü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïîñðåä-
ñòâîì ñâåäåíèÿ ê òðåì îñíîâíûì çíàêàì.
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� 2
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàì íóæíî ïîäãîòîâèòü è

ðàçúÿñíèòü íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñðåäñòâà. Ïîýòîìó îñòà-
âèì ïîêà íàøó ïðîáëåìó â ñòîðîíå è äàäèì íàáðîñîê íåêîòîðîãî
îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, â ïðîñòåéøåì ñìûñëå ïîä ôóíêöèåé ïîíèìà-
þò íåêîòîðîå ñîïîä÷èíåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè êàêîé-ëèáî îáëà-
ñòè âåëè÷èí, âûñòóïàþùèõ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ, è ýëåìåíòàìè
(êîòîðûå îáû÷íî ìûñëÿòñÿ êàê ñîâïàäàþùèå ñ ïåðâûìè) èç îá-
ëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè � ñîïîä÷èíåíèå òàêîãî ðîäà, ÷òî êàæ-
äîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå ôóíê-
öèè. Çäåñü ïîíÿòèå ôóíêöèè ïîíèìàåòñÿ â ñàìîì øèðîêîì ñìûñ-
ëå, ò.å. â êà÷åñòâå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ è çíà÷åíèé ôóíêöèè ìî-
ãóò âûñòóïàòü ñàìè ôóíêöèè. Çíà÷åíèå ôóíêöèè f äëÿ àðãó-
ìåíòà x ìû îáîçíà÷àåì, ïðîñòî ïîìåùàÿ çíàê àðãóìåíòà ðÿäîì
ñî çíàêîì ôóíêöèè:

fx

Îïèðàÿñü íà íàøå ðàñøèðåííîå èñòîëêîâàíèå ïîíÿòèÿ ôóíê-
öèè, ìû ìîæåì ôóíêöèþ îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì ñâåñòè ê ôóíêöèè îò îäíîãî àðãóìåíòà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèþ

F (x, y)

ìû ìîæåì èñòîëêîâàòü êàê ôóíêöèþ îò îäíîãî àðãóìåíòà y, íî
íå êàê îïðåäåëåííî çàäàííóþ, à êàê èçìåíÿþùóþñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò x. (Ðå÷ü çäåñü èäåò, ðàçóìååòñÿ, î çàâèñèìîñòè ñàìîé
ôóíêöèè, ò.å. ñàìîãî ñîïîä÷èíåíèÿ, à íå îá îáû÷íîé çàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè îò àðãóìåíòà). Â ìàòåìàòèêå â ýòèõ ñëó÷àÿõ
îáû÷íî ãîâîðÿò î çàâèñèìîñòè ôóíêöèè îò íåêîòîðîãî ïàðàìåò-
ðà è çàïèñûâàþò ýòî òàê:

Gx(y)

Ñàìó ýòó ôóíêöèþ G � åå âèä, òàê ñêàçàòü, � ìû ìîæåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèå (ôóíêöèîíàëüíîå çíà÷åíèå) íåêîòîðîé
íîâîé ôóíêöèè f , òàê ÷òî G = fx.

Ïîýòîìó â íàøåé ñèìâîëèêå ìû çàïèñûâàåì:
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(fx)y

èëè, êàê ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ,
äîãîâàðèâàåìñÿ îïóñêàòü ñêîáêè, ñòîÿùèå ñëåâà, è ïèøåì ïðî-
ñòî:

fxy,

ãäå íîâóþ ôóíêöèþ f ñëåäóåò îòëè÷àòü îò ïðåæíåé ôóíêöèè F .

Ïðåäëîæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿ õîòåë áû ñäåëàòü áîëåå ïî-
íÿòíûì, ïîêàçàâ åãî ïðèìåíåíèå ê êîíêðåòíîé ÷èñëîâîé ôóíê-
öèè x − y. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòî âûðàæåíèå êàê ôóíêöèþ
òîëüêî îò îäíîãî y, òî îíî ïðèìåò âèä x−, ÷òî îçíà÷àåò �ðàçíè-
öà ìåæäó x è êàêîé-òî çàäàííîé âåëè÷èíîé�, à ôóíêöèÿ áóäåò
çàïèñûâàòüñÿ òàê: (x−)y. Çäåñü ñóùåñòâåííî òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî äëÿ x è y çíà÷åíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ íå îäíîâðåìåííî, à ñíà-
÷àëà òîëüêî äëÿ x, ñêàæåì, çíà÷åíèå a, áëàãîäàðÿ ÷åìó â êà-
÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîé ñòóïåíè âîçíèêàåò ôóíêöèÿ a− y (êîðî-
÷å: ôóíêöèÿ a−), êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò çàìåíû y êàêèì-òî
îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì b.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü fx ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé äëÿ x äàåò íå îáúåêòû îñíîâíîé îáëà-
ñòè (êàê áûëî ñî çíà÷åíèåì F (x, y)), à îïÿòü ïðèâîäèò ê ôóíê-
öèè, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ y. Èíûìè ñëîâàìè, f åñòü
ôóíêöèÿ, àðãóìåíò êîòîðîé íèêàê íå îãðàíè÷åí, à åå çíà÷åíèåì
âíîâü ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Îïèñàííîå âûøå ïðåîáðà-
çîâàíèå ìû ìîæåì ïðîâåñòè äëÿ ôóíêöèé îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðûå òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

fxyz . . . ,

÷òî, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì äëÿ

(((fx)y)z) . . .
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� 3

Òåïåðü íàì íóæíî ââåñòè öåëûé ðÿä èíäèâèäóàëüíûõ ôóíê-
öèé âåñüìà îáùåãî õàðàêòåðà. ß íàçûâàþ èõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ôóíêöèÿ òîæäåñòâà I, êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ C, ôóíêöèÿ
ïåðåñòàíîâêè T, ôóíêöèÿ ãðóïïèðîâêè Z è ôóíêöèÿ ñëèÿíèÿ
S.

1. Ïîä ôóíêöèåé òîæäåñòâà I ÿ ïîíèìàþ òàêóþ ïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ êîòîðîé íè÷åì íå
îãðàíè÷åíû, à çíà÷åíèå ôóíêöèè âñåãäà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì
àðãóìåíòà, ò.å. êàæäûé îáúåêò è êàæäàÿ ôóíêöèÿ ñîïîä÷èíÿ-
þòñÿ ñàìèì ñåáå. Ìû îïðåäåëÿåì åå ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

Ix = x,

ãäå çíàê ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü íå êàê âûðàæåíèå ëîãè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè â ñìûñëå îáû÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçû-
âàíèé, à êàê ãîâîðÿùèé ïðîñòî î òîì, ÷òî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå
ñëåâà è ñïðàâà îò íåãî, îçíà÷àþò îäíî è òî æå, ò.å. ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè Ix âñåãäà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì àðãóìåíòà x. (Òàê,
íàïðèìåð, II = I).

2. Ïóñòü òåïåðü çíà÷åíèå àðãóìåíòà âíîâü íè÷åì íå îãðàíè÷å-
íî, à çíà÷åíèå ôóíêöèè, íåçàâèñèìî îò àðãóìåíòà, âñåãäà èìååò
îäíî è òî æå çíà÷åíèå a. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò a, ïîýòîìó
èìååò âèä Ca. Òî, ÷òî çíà÷åíèåì ýòîé ôóíêöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
a, âûðàçèì òàê:

(Ca)y = a

Ïîñêîëüêó a òàêæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, ïîñòîëüêó ìû ïîëó÷à-
åì:

(Cx)y = x èëè Cxy = x.

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ C. ßñíî,
÷òî ôóíêöèÿ C îòíîñèòñÿ ê òîìó âèäó ôóíêöèé, êîòîðûé áûë
ðàññìîòðåí âûøå. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ x îíà äàåò
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ñ àðãóìåíòîì y. Â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíå-
íèè îíà ïîëåçíà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ââåñòè âåëè÷èíó x â
êà÷åñòâå �ñëåïîé� ïåðåìåííîé.

3. Âûðàæåíèå
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fxy

ìîæíî âíîâü ðàññìàòðèâàòü, î÷åâèäíî, êàê âîçíèêøåå èç

F (x, y),

ãäå F îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà çàäàííûì f . Åñëè, ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, çàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â âèäå

gyx,

ðàññìàòðèâàÿ y òîæå êàê ïàðàìåòð, òî ýòà íîâàÿ ôóíêöèÿ òàêæå
áóäåò îäíîçíà÷íî çàäàíà ïîñðåäñòâîì F è, ñëåäîâàòåëüíî, f .

Ïîýòîìó ôóíêöèþ g ìû ìîæåì èñòîëêîâàòü êàê çíà÷åíèå
ôóíêöèèT äëÿ àðãóìåíòà f. Ýòà ôóíêöèÿ ïåðåñòàíîâêè T èìååò
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèþ âèäà ϕxy, à çíà÷åíèåì ôóíêöèè

ψ = Tϕ

áóäåò òà ôóíêöèÿ ψxy, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå ψxy ñîâïàäàåò ñ
ϕyx äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ x, y, äëÿ êîòîðûõ ϕyx èìååò
îäèí ñìûñë. Ýòî îïðåäåëåíèå ìû êðàòêî çàïèñûâàåì òàê:

(Tϕ)xy = ϕyx,

ãäå ñêîáêè îïÿòü ìîæíî îïóñòèòü.
Ôóíêöèÿ T äàåò âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü â âûðàæåíèè ïîðÿäîê

÷ëåíîâ è ïîìîãàåò â îïðåäåëåííîé ìåðå êîìïåíñèðîâàòü îòñóò-
ñòâèå êîììóòàòèâíûõ çàêîíîâ.

4. Åñëè íà ìåñòå àðãóìåíòà íåêîòîðîé ôóíêöèè f (çàâèñÿùåé
îò x) îêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå íåêîòîðîé äðóãîé ôóíêöèè g, òî

f(gx)

òàêæå çàâèñèò îò x è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
êàê çíà÷åíèå íåêîòîðîé òðåòüåé ôóíêöèè F , îäíîçíà÷íî çàäàí-
íîé ïîñðåäñòâîì f è g. Êàê èçâåñòíî, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå
çäåñü íåòî÷íî ãîâîðÿò î �ôóíêöèè îò ôóíêöèè�, íî áîëåå ïðà-
âèëüíî ãîâîðèòü î ôóíêöèè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è îáîçíà÷àòü
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ïîñðåäñòâîì F ôóíêöèþ, �ñîñòàâëåííóþ� èç f è g. Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì îïðåäåëåííîé ôóíêöèè Z′
îò f è g.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü:

[Z′(ϕ, χ)]x = ϕ(χx)

Åñëè òåïåðü, îïèðàÿñü íà íàøè ïðèíÿòûå âûøå ñîãëàøåíèÿ,
ìû çàìåíèì Z′ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé îò îäíîãî àðãóìåíòà,
òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ãðóïïèðîâêè Z:

Zϕχx = ϕ(χx)

Ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè Z ìû ìîæåì ïåðåìåùàòü ñêîáêè âíóò-
ðè ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ (íî íå óñòðàíÿòü èõ, ïîñêîëüêó îíè âñå-
ãäà äîìûñëèâàþòñÿ). Òàêèì îáðàçîì, îíà äåéñòâóåò â ñìûñëå íå
âûïîëíÿåìûõ çäåñü àññîöèàòèâíûõ çàêîíîâ.

5. Åñëè â âûðàæåíèè

fxy

âìåñòî y ïîäñòàâèì çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè g äëÿ òîãî æå
x, êîòîðûé âûñòóïàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà f , òî ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå

fx(gx),

êîòîðîìó ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä

(fx)(gx).

Ýòî áóäåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè òîëüêî îò îäíîãî x, ïîýòîìó

(fx)(gx) = Fx,

ãäå

F = S′(f, g)
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âíîâü âïîëíå îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò çàäàííûõ ôóíê-
öèé f è g.

Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì

[S′(ϕ, χ)]x = (ϕx)(χx)

èëè, ñîãëàñíî èñïîëüçîâàííîìó âûøå ïðåîáðàçîâàíèþ,

Sϕχx = (ϕx)(χx)

Ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ñëèÿíèÿ S.
Ñìûñë ýòîé ôóíêöèè ïîëåçíî ïîÿñíèòü ñ ïîìîùüþ êîíêðåò-

íîãî ïðèìåðà. Åñëè, ñêàæåì, äëÿ fxy ìû ïðèìåì çíà÷åíèå xlog y
(ò.å. ëîãàðèôì y ïðè îñíîâàíèè x), à äëÿ gz � ôóíêöèîíàëüíîå
çíà÷åíèå 1+z, òî (fx)(gx) ïðèìåò âèä xlog(1+x), ò.å. ïðåäñòàíåò
êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè îò x, êîòîðàÿ ïîñðåäñòâîì íàøåé îáùåé
ôóíêöèè S îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ îáåèìè äàííûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëåçíîñòü ôóíêöèè S ñîñòîèò, î÷åâèäíî, â òîì,
÷òî îíà ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî âõîæäåíèé êàêîé-òî ïåðåìåííîé,
â òîì ÷èñëå â îïðåäåëåííîé ìåðå è èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé,
ñâåñòè ê îäíîìó âõîæäåíèþ.

� 4

Äëÿ ðåøåíèÿ íàøèõ ëîãèêî-ñèìâîëè÷åñêèõ ïðîáëåì áîëüøîå
çíà÷åíèå èìååò òîò ôàêò, ÷òî ââåäåííûå âûøå ïÿòü èíäèâèäó-
àëüíûõ ôóíêöèé I, C, T, Z, S íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äî-
ñòàòî÷íî äâóõ èç íèõ, à èìåííî C è S, äëÿ òîãî ÷òîáû ÷åðåç íèõ
îïðåäåëèòü âñå îñòàëüíûå. Çäåñü èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâÿçè:

1. Ñîãëàñíî èñòîëêîâàíèþ ôóíêöèé I è C:

Ix = x = Cxy.

Ïîñêîëüêó y ïðîèçâîëüíî, ïîñòîëüêó âìåñòî íåãî ìû ìîæåì
ïîäñòàâèòü ëþáîé îáúåêò èëè ëþáóþ ôóíêöèþ, íàïðèìåð, Cx.
Òîãäà ïîëó÷àåì:

Ix = (Cx)(Cx).

Ñîãëàñíî èñòîëêîâàíèþ S ýòî îçíà÷àåò:
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SCCx,

è â èòîãå ìû ïîëó÷àåì:

I = SCC.4

Âïðî÷åì, â âûðàæåíèè SCC ïîñëåäíèé çíàê C íå ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì. Åñëè ìû âûøå çàìåíèì y íå íà Cx, à íà ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ ϕx, òî ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì:

I = SCϕ

ãäå âìåñòî ϕ ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ5.
2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èñòîëêîâàíèåì Z èìååò ìåñòî:

Zfgx = f(gx).

Òåïåðü ìîæíî îñóùåñòâèòü óæå èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

f(gx) = (Cfx)(gx) = S(Cf)gx = (CSf)(Cf)gx.

Ñëèÿíèå ïî f äàåò:

S(CS)Cfgx

òàêèì îáðàçîì:

Z = S(CS)C.

3. Îïÿòü-òàêè âûðàæåíèå

Tfyx = fxy

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fx(Cyx) = (fx)(Cyx) = Sf(Cy)x = (Sf)(Cy)x = Z(Sf)Cyx =
ZZSfCyx = (ZZSf)Cyx = (ZZSf)(CCf)yx =

S(ZZS)(CC)fyx.
4Îá ýòîì ñâåäåíèè ìíå ñîîáùèë ã-í Áîñêîâèòö, à î íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ-

íîì, à èìåííî (SC)(CC) åùå ðàíüøå � ã-í Áåðíàéñ.
5Êîíå÷íî, òîëüêî òàêóþ, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî x.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:

T = S(ZZS)(CC).

Åñëè âìåñòî Z ñþäà ïîäñòàâèòü íàéäåííîå âûøå âûðàæåíèå,
òî T òàêæå ñâåäåòñÿ ê C è S.

� 5

Òåïåðü ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû ìû ïðèìåíèì ê êîíêðåò-
íîìó ëîãè÷åñêîìó èñ÷èñëåíèþ, îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ èíäèâèäû è ôóíêöèè ôóíêöèé-âûñêàçûâàíèé. Ïðåæ-
äå âñåãî íàì íóæíà åùå îäíà êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîéñòâåííàÿ
ýòîìó èñ÷èñëåíèþ. Âûðàæåíèå

fx|xgx,

â êîòîðîì f è g ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè-âûñêàçûâàíèÿìè îò îä-
íîãî àðãóìåíòà � ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëü-
êî òàêèõ ôóíêöèé ñîãëàñíî âûñêàçàííîìó âûøå çàìå÷àíèþ, �
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ îò îáåèõ ôóíêöèé
f è g, ò.å. èìååò âèä U(f, g) èëè, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðèí-
öèïîì ïðåîáðàçîâàíèÿ, Ufg. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì:

Ufg = fx|xgx,

ãäå f è g ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè-âûñêàçûâàíèÿìè, îï-
ðåäåëåíèå ôóíêöèè íåñîâìåñòèìîñòè U.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûì òîò ôàêò, ÷òî êàæäóþ ëîãè-
÷åñêóþ ôîðìóëó ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ íàøèõ èí-
äèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé I, C, T, Z, S, U è, òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñðåäñòâîì ôóíêöèé C, S è U.

Ïðåæäå âñåãî êàæäóþ ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó ìîæíî âûðàçèòü
ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé øòðèõ-ñèìâîëèêè, ïðè÷åì ñâÿçàííûå
ïåðåìåííûå (ìíèìûå ïåðåìåííûå) ïîìåùàþòñÿ íà âåðõíåì êîí-
öå øòðèõà. Ýòî ñïðàâåäëèâî áåç îãðàíè÷åíèé äëÿ ëþáîé óïî-
ðÿäî÷åííîñòè âûñêàçûâàíèé è èõ îòíîøåíèé. Äàëåå ìîæíî ïî-
ñòåïåííî ïðè ïîäõîäÿùåì èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ êîíñòàíòíûõ
ôóíêöèé ââîäèòü âìåñòî øòðèõ-ñèìâîëà ôóíêöèþ U.
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Çäåñü íåò âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè öåëèêîì âñå ïîñòðîåíèå. Ìû
ëèøü ðàçúÿñíèì ðîëü ðàçëè÷íûõ èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ïðè
ýòîì ñâåäåíèè.

Ìû ïîëó÷èëè òàêóþ ôóíêöèþ C, ÷òî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå
ñëåâà è ñïðàâà îò øòðèõà, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò îäíèõ è òåõ
æå àðãóìåíòîâ.

Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ f , g è y âûðàæåíèå

fx|xgy,

â êîòîðîå x ñïðàâà íå âõîäèò, ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

fx|xC(gy)x

Åñëè æå, íàïðîòèâ, x âñòðå÷àåòñÿ ñïðàâà, òî ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèþ T, ïðè ýòîì îñâîáîäèòü îò ñêîáîê ôóíêöèþ Z è
îñóùåñòâèòü ñëèÿíèå ôóíêöèè S, åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íåñêîëü-
êî ðàç. Òàê ìû ïîëó÷àåì, íàïðèìåð:

fx|xgxy = fx|xTgyx = Uf(Tgy)

Èëè, åñëè èñïîëüçîâàòü áîëåå ðàçâåðíóòûé ïðèìåð:

(fxy|ygxy)|x(hxz|zkxz) = U(fx)(gx)|xU(hx)(kx)

Çäåñü âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïåðåä øòðèõîì, ìîæíî ðàçâåðíóòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U(fx)(gx) = ZUfx(gx) = S(ZUf)gx.

Òîãäà âñå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä:

S(ZUf)gx|xS(ZUh)kx = U[S(ZUf)g][S(ZUh)k]

Åñëè áû â ïîñëåäíåì ïðèìåðå f è g áûëè òîæäåñòâåííû, òî
ìû ïðèøëè áû ê âûðàæåíèþ:

S(ZUf)f .
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Äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü çäåñü ñëèÿíèå îòíîñèòåëüíî f ,
íàì íóæíà ôóíêöèÿ I, à äàëüøå ìû âû÷èñëÿåì:

S(ZUf)f = S(ZUf)(If) = [ZS(ZU)f ](If) = S[ZS(ZU)]If .

Â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âû-
ñêàçûâàíèå: �Äëÿ êàæäîãî ïðåäèêàòà ñóùåñòâóåò íåñîâìåñòè-
ìûé ñ íèì ïðåäèêàò�, ò.å. �Äëÿ êàæäîãî ïðåäèêàòà f ñóùåñòâóåò
ïðåäèêàò g òàêîé, ÷òî âûñêàçûâàíèå fx & gx íå áóäåò âåðíûì
íè äëÿ îäíîãî x�.

Çàïèøåì ýòî ïðåäëîæåíèå â ñèìâîëèêå Ãèëüáåðòà:

(f)(Eg)(x)(fx & gx)

Èç ýòîãî ñíà÷àëà ïîëó÷àåì:

(f)(Eg)(fx|xgx)

Çàòåì âûñêàçûâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäñòàâëÿåì â âèäå
îòðèöàíèÿ îáùåãî âûñêàçûâàíèÿ:

(f)(g)(fx|xgx) èëè (f)(g)(fx|xgx) & (fx|xgx)

Ýòî äàåò:

(f)(fx|xgx)|g(fx|x gx)

Äàëåå ïðîâîäèì ýòî äëÿ f è ïîëó÷àåì:

(f)((fx|xgx)|g(fx|xgx) & (fx|xgx)|g(fx|x gx)) =
= [(fx|xgx)|g(fx|xgx)]|f [(fx|xgx)|g(fx|xgx)].

Çäåñü øòðèõ-ñèìâîë îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîé ëîãè÷åñêîé ñâÿç-
êîé. Åñëè òåïåðü ìû ââåäåì ôóíêöèþ íåñîâìåñòèìîñòè U, òî
ñíà÷àëà ïîëó÷èì:

[(Ufg)|g(Ufg)]|f [(Ufg)|g(Ufg)],

à çàòåì:

[U(Uf)(Uf)]|f [U(Uf)(Uf)].
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Îäíàêî èìååò ìåñòî:

U(Uf)(Uf) = (ZUUf)(Uf) = S(ZUU)Uf ,

ïîýòîìó ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â:

[S(ZUU)Uf ]|f [S(ZUU)Uf ],

÷òî îçíà÷àåò:

U[S(ZUU)U][S(ZUU)U].

� 6

Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðèøëè ê ñèìâîëàì C, S èU, äàëüíåéøàÿ
ðåäóêöèÿ òðåáóåò íîâûõ ñðåäñòâ.

Êîíå÷íî, ÷èñòî ñõåìàòè÷åñêè ìîæíî áûëî áû C, S è U çà-
ìåíèòü îäíîé-åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé, ââåäÿ íîâóþ ôóíêöèþ J
ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé:

JC = U, JS = C, Jx = S,

ãäå x îòëè÷åí îò C è S. Ìû óñòàíàâëèâàåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî
J îòëè÷àåòñÿ îò C è S, ïîñêîëüêó J ïðèíèìàåò òîëüêî òðè çíà-
÷åíèÿ, à C è S � áåñêîíå÷íî ìíîãî ôóíêöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ìû èìååì:

JJ = S, J(JJ) = JS = C, J[J(JJ)] = JC = U

è ðåäóêöèÿ äåéñòâèòåëüíî îñóùåñòâëåíà. Îäíàêî â ñèëó åå ïðî-
èçâîëüíîãî õàðàêòåðà îíà åäâà ëè èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü6, ÷òî ïîñðåäñòâîì èíîãî, áîëåå åñòåñòâåí-
íîãî ñïîñîáà ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îò çíàêà
U. Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñîäåðæèò çíàê U è èìååòñÿ
âîçìîæíîñòü, êàê ìû âèäåëè ýòî âûøå äëÿ ëþáûõ ñèìâîëîâ,
ïîñðåäñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé îáîáùåííîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîñðåäñòâîì C è S, ïðåîá-
ðàçîâàòü åå òàêèì îáðàçîì, ÷òî U îêàæåòñÿ àðãóìåíòîì âñåãî

6Ñëåäóþùèå íèæå ðàññóæäåíèÿ ïðèíàäëåæàò ðåäàêòîðó Ã. Áåìàíó.
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âûðàæåíèÿ, ò.å. ïðèìåò âèä FU, ãäå F óæå íå áóäåò ñîäåðæàòü
U. Åñëè îïóñêàòü U êàê ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ, òî äåéñòâè-
òåëüíî ìîæíî îáîéòèñü òîëüêî C è S.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïðåäåëüíîãî ñâåäåíèÿ
îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ, òî ìîæíî óñòàíîâèòü òðåáî-
âàíèå ïîëíîñòüþ èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ ñêîáîê. Åñëè ìû èñõî-
äèì èç ôîðìû FU, òî áëàãîäàðÿ Z ìû ìîæåì çàïèñûâàòü F
áåç âñÿêèõ ñêîáîê. Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ ëîãè÷åñêóþ ôîðìó-
ëó ìîæíî çàïèñûâàòü êàê ïðîñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ
C,Z è S áåç ñêîáîê è òåì ñàìûì èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì âû-
ðàæàòü åå êàêèì-òî ÷èñëîì ýòèõ çíàêîâ.

×òî êàñàåòñÿ âîïðîñà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàññìîòðåííîãî ñâå-
äåíèÿ, òî ñ ÷èñòî ñèìâîëè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ î íåì ðå÷ü èäòè
íå ìîæåò, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ôîðìóëà êàê ñòàðîãî, òàê è íîâî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ äîïóñêàåò ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îäíàêî â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ñìûñëå îäíîçíà÷íîñòü âñå-
òàêè ìîæíî óñòàíîâèòü. Áóäåì íàçûâàòü �ðàâíîçíà÷íûìè� òà-
êèå ôîðìóëû ñòàðîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû
äðóã ê äðóãó òîëüêî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé, ò.å. áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ àêñèîì, è â êîòîðûõ îáîáùåííûé øòðèõ
Øåôôåðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ñâÿçêîé. Åñëè òåïåðü áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàâíîçíà÷íûìè òàêæå òå ôîðìóëû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî òèïîì ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî îäíîé è òîé æå ôîðìóëå
íîâîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå âñåì ôîðìóëàì, êîòîðûå ïîëó÷åíû
èç íåå ïîñðåäñòâîì ñèìâîëè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ, áóäóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü âñå è òîëüêî òå ôîðìóëû ñòàðîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðûå
ðàâíîçíà÷íû â ðàçúÿñíåííîì âûøå ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ñìîòðåííîå çäåñü ñâåäåíèå ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë îáëàäàåò òåì çà-
ìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî îíî íå çàâèñèò îò àêñèîì ëîãèêè.
(Ïîñòóïèëî 15. 3. 1924).


