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abstract. We consider the universe of sets for models for intuitionis-
tic set theory from [1] and [2] and proved some property of such universe.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå óíèâåðñóìà ìíîæåñòâ íåôîðìàëüíûì
îáðàçîì (äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñì. [1] èëè [2]). Óíè-
âåðñóì ∆ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî êëàññó îðäèíàëîâ òàê æå,
êàê óíèâåðñóì ôîí Íåéìàíà (êóìóëÿòèâíàÿ èåðàðõèÿ) èëè óíè-
âåðñóì Ã¼äåëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ (äëÿ âûïîëíèìîñòè
àêñèîìû âûáîðà). ∆ åñòü îáúåäèíåíèå ∆α, ãäå α � îðäèíàë
è êàæäîå ìíîæåñòâî èç óíèâåðñóìà ñîñòîèò èç ïàð <íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ìíîæåñòâî ìåíüøåãî ðàíãà óæå ïîñòðîåííîå>. Íà
ïðåäåëüíîì îðäèíàëå ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå âñåõ ðàíåå ïî-
ñòðîåííûõ ìíîæåñòâ (îáúåäèíåíèå ïî ìåíüøèì îðäèíàëàì), à
íà îðäèíàëå-ïîñëåäîâàòåëå áåðóòñÿ ïîäìíîæåñòâà óæå ïîñòðî-
åíííûõ ê äàííîìó øàãó ìíîæåñòâ, íî òîëüêî òàêèå, êîòîðûå íå
ðàçáèâàþò îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ≈ è äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé
ýêñòåíñèîíàëüíîñòè. Îïèøåì îòíîøåíèå ≈. Ìû ãîâîðèì, ÷òî
x ≈ y, åñëè âòîðûå ÷ëåíû óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ó x è y îäíè è
òå æå è åñëè ñóùåñòâóþò äâå ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè
(÷-ð.ô), îäíà èç êîòîðûõ ñâîäèò x ê y, à âòîðàÿ, íàîáîðîò, y ê
x. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ÷-ð.ô f(n,m) ñâîäèò x ê y, åñëè äëÿ âñÿêîé
ïàðû < n, z >∈ x!f(n,m) (çäåñü m � ôóíêöèÿ ýêñòåíñèîíàëüíî-
ñòè äëÿ ìíîæåñòâà z (ìíîæåñòâî z óæå ïîñòðîåíî ðàíåå è ó íåãî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ýêñòåíñèîíàëüíîñòè!)) è < f(n,m), z >∈ y.
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Ìû ãîâîðèì, ÷òî ÷-ð.ô g(n,m, p) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýêñòåíñèî-
íàëüíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà z, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ u è v (èç
íàøåãî óíèâåðñóìà ∆) è ÷-ð.ô h è q, åñëè < n, u >∈ z è u ≈ v
ñ ôóíêöèÿìè h è q, òî !g(n, h, q) è < g(n, h, q), v >∈ z. Êîíå÷íî,
âñþäó èìååì äåëî íå ñ ÷-ð.ô, à ñ èõ ã¼äåëåâûìè íîìåðàìè. Èòàê,
åñëè ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò óíèâåðñóìó, òî (ïî ïîñòðîåíèþ!)
ó íåãî åñòü ôóíêöèÿ ýêñòåíñèîíàëüíîñòè.
ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ âñÿêîé ÷-ð.ô f(n, h, q) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
x èç óíèâåðñóìà ∆ òàêîå, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åãî
ôóíêöèåé ýêñòåíñèîíàëüíîñòè.
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Íå ñóùåñòâóåò ÷-ð.ô òàêîé, êîòîðàÿ áûëà áû
ôóíêöèåé ýêñòåíñèîíàëüíîñòè äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç óíèâåð-
ñóìà ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ãðóïïû ôóíêöèé, êîòîðûå
èñ÷åðïûâàþò âñå ÷-ð.ô îò òðåõ àðãóìåíòîâ è äëÿ ôóíêöèè èç
êàæäîé ãðóïïû ïðèâåäåì íóæíîå ìíîæåñòâî èç óíèâåðñóìà ∆.
Ìåëêèå äåòàëè îáîñíîâàíèÿ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

1. ∃n,m, p¬!f(n,m, p). Òîãäà x = < n, ∅ >. Çàìåòèì, ÷òî äàí-
íîå ìíîæåñòâî èìååò ôóíêöèþ ýêñòåíñèîíàëüíîñòè (êà-
êóþ?), ò.å. ïðèíàäëåæèò óíèâåðñóìó è ÷òî ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ýêâèâàëåíòíî ñàìîìó ñåáå ñ ëþáûìè ôóíêöèÿìè.

2. ∃n,m, pf(n,m, p) 6= n. Òîãäà òðåáóåìîå ìíîæåñòâî x òî æå
ñàìîå, ÷òî èç ïóíêòà 1.

3. ∀n,m, pf(n,m, p) = n, ò.å. äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ m
è p ôóíêöèÿ f êàê ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííîé. Òðåáóåìîå ìíîæåñòâî òàêîâî: x =
< 0, z > |z ≈ y

⋃
< 1, y >, ãäå y 6= ∅ è y ïðèíàäëåæèò íà-

øåìó óíèâåðñóìó (z ≈ y îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷-ð.ô,
ñâîäÿùèå z ê y è y ê z). Ôóíêöèåé ýêñòåíñèîíàëüíîñòè ìíî-
æåñòâà x áóäåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ g(n,m,p), êîòîðàÿ äëÿ
âñåõ m è p g(n,m, p) = 0, â ÷àñòíîñòè, g(1,m, p) = 0 îáÿ-
çàòåëüíî. À òîãäà x è åñòü òðåáóåìîå ìíîæåñòâî, òàê êàê
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ïî ëþáûì ôèêñèðîâàííûì âòîðîìó è
òðåòüåìó àðãóìåíòàì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé.

q.e.d.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3. Äàííîå ñâîéñòâî óíèâåðñóìà (∆) ìîæíî ïî-
ïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíòðïðèìåðà ñèëüíî-
ãî ïðèíöèïà óíèôîðìèçàöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè
ýòîãî ïðèíöèïà îò òåçèñà ×¼ð÷à ñ âûáîðîì â èíòóèöèîíèñòñêîé
òåîðèè ìíîæåñòâ. Â çàïèñè ýòîãî êîíòðïðèìåðà ôîðìóëà ϕ íå
ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ (ðàíüøå óäàëîñü äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü
ñèëüíîãî ïðèíöèïà óíèôîðìèçàöèè îò òåçèñà ×¼ð÷à ñ âûáîðîì â
èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñ îáúåìíîñòüþ äëÿ ôîðìó-
ëû ϕ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì ðîâíî). Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
äàòü çàïèñü ýòîé ôîðìóëû â ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ.
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Çàìå÷àíèå. Â ñòàòüå ¾Èíòóèöèîíèñòñêàÿ àðèôìåòèêà ñ ïðèí-
öèïàìè Ìàðêîâà è Ð¿ (Âûïóñê 14 ¾Ëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé¿,
ñòð. 283�285) â ïðèâåäåííîé àâòîðîì ìîäåëè (øòðèõ-ðåàëèçóå-
ìîñòü Êëèíè) ïðèíöèï Ð ÍÅ ÂÛÏÎËÍßÅÒÑß (íåâîçìîæíî
äîêàçàòü âûâîäèìîñòü äëÿ ôîðìóëû â çàêëþ÷åíèè ïðèíöèïà Ð).
Äëÿ ïðèíöèïà Ì äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ âåðíûì, âåðíûì îñòà-
åòñÿ è ðåçóëüòàò: òåîðèÿ ÍÀ+Ì îáëàäàåò ñâîéñòâàìè äèçúþíê-
òèâíîñòè è ýêçèñòåíöèàëüíîñòè, òàê æå êàê è òåîðèÿ ÍÀ+Ð. Îáà
ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû â 1971 ã. èëè ðàíåå À.Ñ. Òðóë-
ñòðîé. Òåîðèÿ æå ÍÀ+Ì+Ð ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé àðèôìå-
òèêîé è ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîñòè ÍÅ ÎÁËÀÄÀÅÒ. Âñå çàìå-
÷àíèÿ âåðíû è ëåãêî ñëåäóþò èç èìåþùèõñÿ ôàêòîâ.


