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abstract. Some questions concerned the existence of independent
bases for consequence operations and sentential calculi are considered
in the present paper.
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1 Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû âîçíèêëî â êà÷åñòâå íåêîòîðîãî
¾äîïîëíèòåëüíîãî¿ ê ïîíÿòèþ ëîãèêè ñïîñîáà îïèñàíèÿ íåêîòî-
ðûõ ñâîéñòâ åñòåñòâåííîé ëîãèêè. Ïîíèìàíèå, â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå, ëîãèêè êàê íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë àêöåíòèðóåò
íàøå âíèìàíèå íà ñïîñîáíîñòè íåêîòîðûõ ôîðì âûñêàçûâàíèé
ñîõðàíÿòü ñâîþ èñòèííîñòü âíå çàâèñèìîñòè îò èõ èíòåðïðåòà-
öèè, â ñèëó ñàìîé èõ ôîðìû. Ïîíÿòèå æå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû
îáðàùàåò íàøå âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ëîãèêà ïîçâîëÿåò íàì
âûâîäèòü îäíè ïîëîæåíèÿ èç äðóãèõ, ò. å. àêöåíòèðóåò âíèìà-
íèå íà ëîãè÷åñêîì ñëåäîâàíèè. Ýòîò ïîäõîä âîçíèê, âèäèìî, â
ðàáîòàõ ß. Ëóêàñåâè÷à è À. Òàðñêîãî, ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî
óçíàòü, íàïðèìåð, èç [1] è [2]. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïóáëèêàöèé, íà-
õîäÿùèõñÿ â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà è èçäàííûõ íà ðóññêîì ÿçûêå
ìàë�î, òî àâòîð ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàë òåðìèíîëîãèþ èç èíòåðåñ-
íîãî îáçîðà À.Ñ. Êàðïåíêî [2] è ÷àñòè÷íî òó, êîòîðàÿ ñëîæèëàñü
ïðè îáñóæäåíèè èì ýòèõ âîïðîñîâ ñ ó÷àñòíèêàìè ñåìèíàðà ïî
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå â Òâåðñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå. Îñíîâíû-
ìè èñòî÷íèêàìè îïðåäåëåíèé è íåêîòîðûõ ôàêòîâ ïîñëóæèëè
ðàáîòû Ð. Âóéöèöêîãî [3] è [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 06�06�80380, 07�06�
00318 è 08�06�00414.
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Ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.
Ïðîïîçèöèîíàëüíûì àëôàâèòîì áóäåì íàçûâàòü ïàðó 〈V, Σ〉,

ãäå V � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûìè ïåðåìåííûìè, à Σ � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
êîíå÷íîìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûìè ñâÿçêàìè àëôàâèòà. Âñÿêèé òåðì, ïîñòðîåí-
íûé èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà 〈V,Σ〉, áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëîé.
ßçûêîì L áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë àëôàâèòà
〈V,Σ〉. Ôóíêöèþ Cn : 2L → 2L áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèåé ïðèñî-
åäèíåíèÿ ñëåäñòâèé íàä ÿçûêîì L, èëè, äëÿ êðàòêîñòè (è ýêî-
íîìèè áóìàãè), ïðîñòî ñëåäîâàíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ 2L

A1. X ⊆ Cn(X),

A2. Cn(X) = Cn(Cn(X)),

A3. X ⊆ Y ⇒ Cn(X) ⊆ Cn(Y ).

Ïîäñòàíîâêîé áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ε : L → L, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ ε : V → L. Îáîçíà÷èì
÷åðåç E ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê. Ñëåäîâàíèå Cn áóäåì íà-
çûâàòü ñòðóêòóðíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε è ëþáîãî
ìíîæåñòâà ôîðìóë X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

A4. ε(Cn(X)) ⊆ Cn(ε(X)).

Ïàðó 〈L, Cn〉, ãäå Cn � ñòðóêòóðíàÿ îïåðàöèÿ ïðèñîåäèíå-
íèÿ ñëåäñòâèé, áóäåì íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíîé äåäóêòèâíîé
ñèñòåìîé. Ïîñêîëüêó íå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ äåäóêòèâíûõ ñè-
ñòåì ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òî äàëåå ïðîïîçèöèîíàëüíûå
äåäóêòèâíûå ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü äåäóêòèâíûìè ñèñòåìà-
ìè. Åñëè ñëåäîâàíèå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû îáëàäàåò íåêîòîðûì
ñâîéñòâîì, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äå-
äóêòèâíàÿ ñèñòåìà.

Ñëåäîâàíèå áóäåì íàçûâàòü ôèíèòàðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà X âåðíî, ÷òî Cn(X) =

⋃
Y⊆X Cn(Y ), ãäå Y � êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàíèå áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì, åñëè
îíî ñòðóêòóðíî è ôèíèòàðíî.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ρ ⊆ 2L × L áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëîì,
à ëþáîé ýëåìåíò ýòîãî ïîäìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ñõåìîé.
Ïðàâèëî ρ íàçûâàåì ñòðóêòóðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
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ôîðìóë X è ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε âåðíî, ÷òî åñëè 〈X,α〉 ∈ ρ, òî
〈ε(X), ε(α)〉 ∈ ρ. Ïðàâèëî ρ áóäåì íàçûâàòü ôèíèòàðíûì, åñëè
äëÿ ëþáîé ñõåìû 〈X, α〉 ∈ ρ âåðíî, ÷òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëî ρ ïîðîæäåíî ñõåìîé 〈X,α〉, åñëè
ρ = {〈ε(X), ε(α)〉 | ε ∈ E}. Òàêîå ïðàâèëî áóäåì îáîçíà÷àòü ρX/α

(èëè, åñëè ýòî íå áóäåò âûçûâàòü íåäîðàçóìåíèé, ïðîñòî X/α) è
íàçûâàòü ñåêâåíöèåé. Ñåêâåíöèþ ρ∅/α áóäåì íàçûâàòü àêñèîìà-
òè÷åñêèì ïðàâèëîì, à ýëåìåíòû ýòîãî ïðàâèëà áóäåì íàçûâàòü
àêñèîìàìè. Ïðàâèëî áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ôèíèòàðíîé ñåêâåíöèåé, ïîýòîìó òàêîå ïðàâèëî áóäåì
íàçûâàòü òàêæå ñòàíäàðòíîé ñåêâåíöèåé.

Ìíîæåñòâî X ∈ 2L áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî
ïðàâèëà ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî Y ⊆ X è äëÿ ëþáîãî α ∈ L âåðíî,
÷òî åñëè 〈Y, α〉 ∈ ρ, òî è α ∈ X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëåäîâàíèå
C áàçèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâå ïðàâèë âûâîäà R (ñèìâîëè÷åñêè
îáîçíà÷àòü C = CnR), åñëè äëÿ ëþáîãî X ∈ 2L ìíîæåñòâî C(X)
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì X è çàìêíó-
òûì îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ïðàâèëà èç R. Ìíîæåñòâî ïðàâèë R
áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C. Áàçèñ R
ñëåäîâàíèÿ C áóäåì íàçûâàòü ñåêâåíöèàëüíûì (ñòàíäàðòíûì),
åñëè îí ñîñòîèò èç ñåêâåíöèé (ñòàíäàðòíûõ ñåêâåíöèé); ìû òàê-
æå áóäåì íàçûâàòü åãî áàçèñîì äåäóêòèâíîé ñèñòåìû 〈L, C〉.

Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî, ÷òî ñëåäîâàíèå Cn ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóð-
íûì (ñòàíäàðòíûì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò
ñåêâåíöèàëüíûé (ñòàíäàðòíûé) áàçèñ.

Äâà áàçèñà R è R′ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè â òîì ñëó-
÷àå, åñëè CnR = CnR′ . Èçâåñòíî [3], ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëåäîâàíèÿ
C ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà R, ÷òî C = CnR.
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Rl(C) =

⋃{Q : CnQ = C}.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Rl(C) áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëàìè ñëåäî-
âàíèÿ C. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Rl(C) îáðàçóåò áàçèñ ñëåäî-
âàíèÿ C. Äëÿ ìíîæåñòâà ïðàâèë âûâîäà R ïðàâèëà èç ìíîæå-
ñòâà Rl(CnR) áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëàìè âûâîäèìûìè èç ìíî-
æåñòâà ïðàâèë R.

Ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà R áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûì
áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C (äåäóêòèâíîé ñèñòåìû 〈L, C〉), åñëè R ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçèñîì C è äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà ρ ∈ R âåðíî, ÷òî ρ 6∈
Rl(CnR\{ρ}). Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-
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ñòâà ñòðóêòóðíûõ (ôèíèòàðíûõ) ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì
(ôèíèòàðíûì) ïðàâèëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
ñòðóêòóðíîãî (ôèíèòàðíîãî) ñëåäîâàíèÿ C ìû îáúåäèíèì âñå
ñòðóêòóðíûå (ôèíèòàðíûå) ïðàâèëà èç Rl(C), òî ïîëó÷èì ñòðóê-
òóðíîå (ôèíèòàðíîå) ïðàâèëî, êîòîðîå áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåçàâèñè-
ìûì áàçèñîì ýòîãî ñëåäîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î íåçà-
âèñèìîñòè èìååò ñìûñë ñòàâèòü òîëüêî äëÿ ñåêâåíöèàëüíûõ áà-
çèñîâ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè òîëüêî
ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ. Ïîýòîìó äàëåå âåçäå ñåêâåíöèÿ � ýòî ôè-
íèòàðííàÿ ñåêâåíöèÿ, à äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà � ýòî ñòàíäàðòíàÿ
äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà.

2 Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè
Çäåñü ìû äîêàæåì òåîðåìó î äåäóêòèâíîé êîìïàêòíîñòè, ò. å.
î òîì, ÷òî â äåäóêòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðàâèëà âûâîäÿòñÿ èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ïîñûëîê. Ýòîò ôàêò äîêàçàí äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì êëàññè÷åñêèõ, èíòóèöèîíèñòñêèõ è
äðóãèõ ëîãèê. Îäíàêî àâòîðó íå âñòðå÷àëîñü åäèíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî äåäóêòèâíîé êîìïàêòíîñòè, ïðîâåäåííîå äëÿ ëþáûõ äåäóê-
òèâíûõ ñèñòåì. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ýòî ëèøü ñëåäñòâèå åãî
íåäîñòàòî÷íîé íàñòîé÷èâîñòè â ëèòåðàòóðíûõ øòóäèÿõ.

Âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ ρ = α1, . . . , αn/α îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ fρ : Pn(L) × E → L, ãäå Pn(L) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ÿçûêà L. Ïîñêîëüêó ñëîæèëàñü òðà-
äèöèÿ ïîñûëêè ñåêâåíöèè çàïèñûâàòü â âèäå ñïèñêà, òî íàì áó-
äåò óäîáíåå ñîïîñòàâèòü ýòîé ôóíêöèè ôóíêöèþ fρ : Ln×E → L
òàêóþ, ÷òî fρ(α1, . . . , αn, ι) = α (ãäå ι � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòà-
íîâêà) è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε

εfρ(α1, . . . , αn, ι) = fρ(α1, . . . , αn, ε) = fρ(εα1, . . . , εαn, ι) = εα.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âåðíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (α1, . . . , αn)

〈(α1, . . . , αn, ε), εα〉 ∈ fρ ⇔ 〈(σ(α1, . . . , αn), ε), εα〉 ∈ fρ.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ ñåêâåíöèÿìè ÿçû-
êà L, îáîçíà÷èì F (L), à åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíê-
öèé f : Ln ×E → L, îáîçíà÷èì Fn(L).
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîâà â àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç ñëåäó-
þùèõ ìíîæåñòâ:

• SC = {f0
1 , f0

2 , . . . , fn
1 , . . .} � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèìâîëîâ, ãäå âåðõíèé èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë èìååò ìåñòíîñòü i + 1;

• F = {x1, . . . , xn, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ ôîðìóëüíûõ
ïåðåìåííûõ;

• E = {e1, . . . , en, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ ïîäñòàíîâîê;

• {(, )} � ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ìíîæåñòâî òåðìîâ âûâîäà T :

• åñëè x ∈ F , òî x ∈ T ;

• äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî åñëè t1, . . . , tn ∈ T , e ∈ E è
fn ∈ SC, òî fn(t1, . . . , tn, e) ∈ T .

Äëÿ òåðìîâ t1, . . . , tn ÷åðåç SC(t1, . . . , tn) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ÷åðåç F(t1, . . . , tn) �
ìíîæåñòâî âñåõ ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, à ÷åðåç E(t1, . . . , tn) �
ìíîæåñòâî âñåõ ñèìâîëîâ ïîäñòàíîâîê, âõîäÿùèõ â ýòè òåðìû.

Èíòåðïðåòàöèåé òåðìîâ áóäåì íàçûâàòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå
âëîæåíèå I ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ýòè òåðìû, êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• åñëè x ∈ F , òî I(x) = α ∈ L;

• åñëè fn ∈ SC, òî I(fn) ∈ Fn(L);

• åñëè e ∈ E , òî I(e) = ε ∈ E;

• äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî åñëè t1, . . . , tn ∈ T , e ∈ E è
fn ∈ SC, òî I(fn(t1, . . . , tn, e)) = I(fn)(I(t1), . . . , I(tn), I(e)).

Ôîðìóëó α áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèåì òåðìà t (èëè åãî èí-
òåðïðåòàíòîé) ïðè èíòåðïðåòàöèè I, åñëè I(t) = α. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ S è èíòåðïðåòàöèè I ÷åðåç I(S)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàíò ñèìâîëîâ èç S.
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Ïóñòü Q � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé. Ââåäåì îïåðàöèþ
TQ : P(L) → P(L) ñëåäóþùèì îáðàçîì: α ∈ TQ(X) åñëè è òîëü-
êî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì âûâîäà t è òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
I òåðìà t, ÷òî ïðè íåé âñå ôîðìóëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî òåðìà
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç X, âñå åãî ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç Q è α = I(t). Îïåðàöèþ TQ ìû áóäåì
íàçûâàòü îïåðàöèåé òåðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ ïî ìíîæåñòâó ñå-
êâåíöèé Q.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èìååò òåõíè÷åñêîå çíà÷åíèå.
ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü t1, . . . , tn � òåðìû, I1, . . . , In � èíòåðïðå-
òàöèè òàêèå, ÷òî α1 = I1(t1), . . . , αn = In(tn). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò òåðìû t′1, . . . , t

′
n è èíòåðïðåòàöèÿ I òàêèå, ÷òî α1 =

I(t′1), . . . , αn = I(t′n), ïðè÷åì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíòåðïðå-
òàöèè I ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ çíà÷åíèé èíòåð-
ïðåòàöèé I1, . . . , In.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òåðìû t1, . . . , tn íå ñîäåðæàò âõîæäå-
íèÿ îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ, êðîìå âñïîìîãàòåëüíûõ, èëè îäèíà-
êîâûå ñèìâîëû â èíòåðïðåòàöèÿõ I1, . . . , In èíòåðïðåòèðóþòñÿ
îäèíàêîâî, òî ïîëàãàåì I =

n⋃
i=1

Ii è t′i = ti. Ïóñòü íåêîòîðûé
ñèìâîë l â èíòåðïðåòàöèÿõ I1, . . . , In èìååò m ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé (m > 1). Òîãäà çàìåíÿåì êàæäîå åãî âõîæäåíèå â êàæäûé
èç òåðìîâ íà îäèí èç ñèìâîëîâ l′1, . . . , l

′
m èç òîãî æå ìíîæåñòâà

ñèìâîëîâ àëôàâèòà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò l, íå âñòðå÷àþùèõ-
ñÿ íè â îäíîì òåðìå t1, . . . , tn (åñëè l ∈ SC, òî ìåñòíîñòü íîâûõ
ñèìâîëîâ ñîâïàäàåò ñ ìåñòíîñòüþ l). Âñå âõîæäåíèÿ l, èìåþùèå
îäèíàêîâîå � ñêàæåì, j-îå çíà÷åíèå, � çàìåíÿåì ñèìâîëîì l′j .
Ñèìâîë l′j èíòåðïðåòèðóåì òàê æå, êàê è òîò, êîòîðûé çàìåíÿëè,
ò. å. ïîëàãàåì I ′i(l

′
j) = Ii(l).

Òàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âõîäÿùèå â ðàçíûå òåðìû ðàçíûå
ñèìâîëû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó ñèìâî-
ëîâ àëôàâèòà, â ðàçíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ ïðèíèìàþò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå. Òîãäà ìû çàìåíÿåì âñå âõîæäåíèÿ òàêèõ ñèìâîëîâ
íà îäèí è òîò æå ñèìâîë è çàäàåì íîâûå èíòåðïðåòàöèè I ′′i òàê,
÷òî êàæäàÿ èç íèõ ïðèñâàèâàåò ýòîìó ñèìâîëó çíà÷åíèå çàìå-
íåííûõ ñèìâîëîâ.

Â ðåçóëüòàòå âñå îäèíàêîâûå ñèìâîëû òåðìîâ t′′1, . . . , t
′′
n ïðè

èíòåðïðåòàöèÿõ I ′′1 , . . . , I ′′n áóäóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ îäèíàêîâî.



84 È.À. Ãîðáóíîâ

Òîãäà ïîëàãàåì I =
n⋃

i=1
I ′′i è t′i = t′′i . q.e.d.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñåêâåíöèé Q âåð-
íî, ÷òî TQ = CnQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî TQ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé.

Òàê êàê ôîðìóëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì âûâîäà,
òî X ⊆ TQ(X). Ïîêàæåì, ÷òî TQ(TQ(X)) = TQ(X). Âêëþ÷å-
íèå TQ(X) ⊆ TQ(TQ(X)) âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè
òåðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
TQ(TQ(X)) ⊆ TQ(X).

Ïóñòü α ∈ TQ(TQ(X)). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t è òàêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ I, ÷òî I(t) = α, I(SC(t)) ⊆ Q è I(F(t)) ⊆ TQ(X).
Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà äîêàæåì, ÷òî α ∈ TQ(X).

Ïóñòü t = xi, òîãäà I(xi) = α ∈ TQ(X).
Ïóñòü t = fn(t1, . . . , tn, e) è âåðíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òåðìû

t′1, . . . , t
′
n è èõ èíòåðïðåòàöèè I1, . . . , In òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

i (1 ≤ i ≤ n) Ii(t′i) = I(ti), ïðè÷åì Ii(SC(t′i)) ⊆ Q, à Ii(F(t′i)) ⊆
X. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 6, ñóùåñòâóþò òåðìû t′′1, . . . , t

′′
n è èí-

òåðïðåòàöèÿ I ′ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i (1 ≤ i ≤ n) Ii(t′i) =
I ′(t′′i ), ïðè÷åì îáëàñòü çíà÷åíèé èíòåðïðåòàöèè I ′ ñîâïàäàåò ñ
îáúåäèíåíèåì îáëàñòåé çíà÷åíèé èíòåðïðåòàöèé I1, . . . , In. Ïî-
ñòðîèì èíòåðïðåòàöèþ I ′′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíà ñîâïàäàåò
ñ I ′ äëÿ âñåõ ñèìâîëîâ èç òåðìîâ t′′1, . . . , t

′′
n. Ïóñòü gn ∈ SC, è

gn 6∈ SC(t′′1, . . . , t′′n), è ek ∈ E , è ek 6∈ E(t′′1, . . . , t
′′
n), òîãäà ïîëî-

æèì I ′′(gn) = I(fn) è I ′′(ek) = I(e). Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå òåðìà
t′ = gn(t′′1, . . . , t

′′
n, ek) ïðè èíòåðïðåòàöèè I ′′.

I ′′(t′) = I ′′(gn(t′′1, . . . , t
′′
n, ek)) =

= I ′′(gn)(I ′′(t′′1), . . . , I
′′(t′′n), I ′′(ek)) =

= I(fn)(I ′(t′′1), . . . , I
′(t′′n), I(e)) =

= I(fn)(I1(t′1), . . . , In(t′n), I(e)) =
= I(fn)(I(t1), . . . , I(tn), I(e)) =
= I(t) = α.

È ïðè ýòîì I ′′(SC(t′)) ⊆ Q è I ′′(F(t′)) ⊆ X. Çíà÷èò, α ∈ TQ(X).
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî åñëè Y ⊆ X, òî TQ(Y ) ⊆ TQ(X). Åñëè
α ∈ TQ(Y ), òî ñóùåñòâóþò òàêîé òåðì t è èíòåðïðåòàöèÿ I, ÷òî
I(t) = α è I(F(t)) ⊆ Y . Òîãäà I(F(t)) ⊆ X, è çíà÷èò, α ∈ TQ(X).

2) Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë X èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå: TQ(X) ⊆ CnQ(X). Äîêàçûâàòü áóäåì
èíäóêöèåé ïî ñòðîåíèþ òåðìà.

Åñëè ôîðìóëà α ∈ X, òî î÷åâèäíî, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò îáî-
èì ìíîæåñòâàì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α 6∈ X.

Ïóñòü α ∈ TQ(X), ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I òåð-
ìà fn((t1, . . . , tn), e) (ãäå t1, . . . , tn � òåðìû) òàêàÿ, ÷òî I(fn) ∈ Q
è äëÿ ëþáîãî i, I(ti) ∈ CnQ(X) (ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, âî ìíîæåñòâå Q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñåêâåí-
öèÿ ρ = γ1, . . . , γn/β, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ε = I(e)
âûïîëíåíî, ÷òî εβ = α è äëÿ ëþáîãî i, εγi = I(ti) ∈ CnQ(X).
Ìíîæåñòâî CnQ(X) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñåêâåíöèè ρ, ïîýòî-
ìó èç òîãî, ÷òî 〈{εγ1, . . . , εγn}, εβ〉 ∈ ρ, è äëÿ ëþáîãî i âåðíî,
÷òî εγi ∈ CnQ(X), ñëåäóåò, ÷òî α ∈ CnQ(X).

3) Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë X âåðíî, ÷òî
ìíîæåñòâî TQ(X) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïðàâèëà èç Q.

Ïóñòü â Q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñåêâåíöèÿ ∅/β, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîäñòàíîâêè ε εβ = α. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I
òåðìà f0(e) òàêàÿ, ÷òî I(f0) = ∅/β, I(e) = ε, è çíà÷èò, ôîðìóëà
α = I(f0(e)). Ñëåäîâàòåëüíî, α ∈ TQ(X).

Ïóñòü âî ìíîæåñòâå Q ñóùåñòâóåò ñåêâåíöèÿ ρ = γ1, . . . , γn/β
òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ε âûïîëíåíî, ÷òî εβ = α
è äëÿ ëþáîãî i εγi ∈ TQ(X). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òåð-
ìû t1, . . . , tn è èõ èíòåðïðåòàöèè I1, . . . , In òàêèå, ÷òî âåðíû ðà-
âåíñòâà εγ1 = I1(t1), . . . , εγn = In(tn), ïðè÷åì ôóíêöèîíàëüíûå
ñèìâîëû òåðìîâ èíòåðïðåòèðóþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q, à
ñèìâîëû ôîðìóëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíî-
æåñòâà X. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 6, ñóùåñòâóþò òåðìû t′1, . . . , t

′
n

è èíòåðïðåòàöèÿ I ′ òàêèå, ÷òî εγ1 = I ′(t′1), . . . , εγn = I ′(t′n), ïðè-
÷åì îáëàñòü çíà÷åíèé èíòåðïðåòàöèè I ′ ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíè-
åì îáëàñòåé çíà÷åíèé èíòåðïðåòàöèé I1, . . . , In. Åñëè ñåêâåíöèÿ
ρ âõîäèò â îáëàñòü çíà÷åíèé èíòåðïðåòàöèè I ′, òî ïóñòü fn �
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë òàêîé, ÷òî I ′(fn) = ρ. Åñëè ñåêâåíöèÿ
ρ íå âõîäèò â îáëàñòü çíà÷åíèé I ′, òî ïóñòü fn � ôóíêöèîíàëü-
íûé ñèìâîë, íå âõîäÿùèé â òåðìû t′1, . . . , t

′
n, è ïóñòü I � òàêàÿ
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èíòåðïðåòàöèÿ, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ I ′ äëÿ âñåõ ñèìâîëîâ èç òåð-
ìîâ t′1, . . . , t

′
n, à òàêæå I(fn) = ρ è I(e) = ι. Òîãäà εγ1 = I(t′1),

. . ., εγn = I(t′n), è çíà÷èò,

I(fn(t′1, . . . , t
′
n, e)) = I(fn)(I(t′1), . . . , I(t′n), I(e)) =

= fρ(εγ1, . . . , εγn, ι) = fρ(γ1, . . . , γn, ε) = εβ = α.

Çíà÷èò, α ∈ TQ(X).
Òàêèì îáðàçîì, TQ � ýòî îïåðàöèÿ ñëåäîâàíèÿ, çàìêíóòàÿ

îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðàâèë èç Q. Ïðè÷åì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
(ñòð. 80), äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë X ìíîæåñòâî CnQ(X)
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Òîãäà èç òîãî, ÷òî TQ(X) ⊆ CnQ(X),
ñëåäóåò, ÷òî TQ(X) = CnQ(X), è çíà÷èò, TQ = CnQ. q.e.d.

Èçâåñòíî, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ([3]).
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3. Ïðàâèëî ρ ∈ Rl(C), åñëè è òîëüêî åñëè
äëÿ ëþáûõ X è α âåðíî, ÷òî åñëè (X,α) ∈ ρ, òî α ∈ C(X).

Èñõîäÿ èç ýòîãî, íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñåêâåíöèé Q âåð-
íî, ÷òî ñåêâåíöèÿ R = X/α ∈ Rl(CnQ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå òåðì t è åãî èíòåðïðåòàöèÿ I, ÷òî
âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû òåðìà èíòåðïðåòèðóþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà Q, à âñå ôîðìóëüíûå ïåðåìåííûå èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ ôîðìóëàìè èç X è α = I(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3 è îïðå-
äåëåíèÿ ñåêâåíöèè, ρ = X/α ∈ Rl(CnQ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε âåðíî, ÷òî εα ∈ CnQ(εX) =
TQ(εX). Çíà÷èò, äëÿ òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè èìååì, ÷òî α ∈
TQ(X), à ïî îïðåäåëåíèþ òåðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ ýòî è îçíà÷à-
åò, ÷òî òàêîé òåðì è èíòåðïðåòàöèÿ ñóùåñòâóþò.

(⇐) Ïóñòü òàêîé òåðì è òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñóùåñòâóþò.
Òîãäà α ∈ TQ(X) = CnQ(X). Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε εα ∈ TQ(εX) = CnQ(εX). Åñëè α ∈ X, òî
ýòî î÷åâèäíî.

Äîïóñòèì, ÷òî α 6∈ X. Ïóñòü òåðì t èìååò âèä fn(t1, . . . , tn, e)
(ãäå t1, . . . , tn � òåðìû) è ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I òàêàÿ,
÷òî I(t) = α, I(F(t)) ⊆ X è I(fn) ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî, âî ìíî-
æåñòâå Q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñåêâåíöèÿ ρ = γ1, . . . , γn/β, ÷òî äëÿ
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íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ε1 = I(e) âûïîëíåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i,
ãäå 1 ≤ i ≤ n, ε1γi = I(ti) ∈ CnQ(X) è ε1β = α ∈ CnQ(X). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî i è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ε εI(ti) ∈ CnQ(εX) ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàê êàê ρ � ñåêâåíöèÿ, òî èç
òîãî, ÷òî 〈{ε1γ1, . . . , ε1γn}, ε1β〉 ∈ ρ, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîä-
ñòàíîâêè ε èìååò ìåñòî, ÷òî 〈{εε1γ1, . . . , εε1γn}, εε1β〉 ∈ ρ. Òàê
êàê ρ ∈ Q è εI(ti) = εε1γi ∈ CnQ(X), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
εε1β ∈ CnQ(εX), çíà÷èò, εα ∈ CnQ(εX). q.e.d.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 5. (Î êîìïàêòíîñòè) Ïóñòü ñòàíäàðòíàÿ ñåêâåí-
öèÿ ρ âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà ñòàíäàðòíûõ ñåêâåíöèé R, òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ R, ÷òî ρ
âûâîäèìî èç Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ρ ∈ R, òî ýòî î÷åâèäíî.
Ïóñòü ρ 6∈ R. Åñëè ñåêâåíöèÿ ρ âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà ñå-

êâåíöèé R, òî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñóùåñòâóåò
ñîîòâåòñòâóþùèé òåðì t è èíòåðïðåòàöèÿ I. Ïóñòü ìíîæåñòâî
Q = {µ ∈ R|∃f ∈ SC(t)(µ = I(f))}, òîãäà ρ âûâîäèìî èç Q è
Q ⊆ R. Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ â
òåðìå êîíå÷íî, òî ìíîæåñòâî Q êîíå÷íî. q.e.d.

3 Íåçàâèñèìàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü è ñâîéñòâà
ðåøåòêè äåäóêòèâíûõ ñèñòåì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç CL ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ
ñëåäñòâèé ÿçûêà L. Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ≤
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì, ÷òî C1 ≤ C2, åñëè è òîëüêî åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë X âåðíî, ÷òî C1(X) ⊆ C2(X).
Åñëè C1 ≤ C2, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C1 íå ñèëüíåå, ÷åì C2, à
C2 íå ñëàáåå, ÷åì C1. Ïðè ýòîì âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
([3]).
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6. Ïðîèçâîëüíîå ñëåäîâàíèå C1 íå ñèëüíåå,
÷åì ïðîèçâîëüíîå ñëåäîâàíèå C2, åñëè è òîëüêî åñëè âåðíî, ÷òî
Rl(C1) ⊆ Rl(C2).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ââåäåííîå âûøå îòíîøåíèå ≤, ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
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Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A îïðåäåëåí ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê ≤. Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A áóäåì íàçûâàòü öåïüþ,
åñëè âåðíî, ÷òî ∀x, y ∈ A((x ≤ y ∨ y ≤ x). Ýëåìåíò x ∈ A
áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà B, åñ-
ëè âåðíî, ÷òî ∀y ∈ B(y ≤ x)(∀y ∈ B(x ≤ y)). Ýëåìåíò x ∈ A
áóäåì íàçûâàòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (ñóïðåìóìîì) ìíîæå-
ñòâà B (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ (èíôèíóìîì)
ìíîæåñòâà B), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé (ñîîòâåòñòâåííî,
íàèáîëüøåé) âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ýòîãî ìíîæåñòâà, ò. å.
äëÿ x âåðíî, ÷òî ∀z ∈ A(∀y ∈ B(y ≤ z) → x ≤ z) (ñîîòâåòñòâåí-
íî, ∀z ∈ A(∀y ∈ B(z ≤ y) → z ≤ x)). Ýëåìåíò x ∈ B ⊆ A áóäåì
íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì) âî ìíîæåñòâå B, åñ-
ëè âåðíî ÷òî, ∀y ∈ B(y 6= x → x 6≤ y)(∀y ∈ B(y 6= x → y 6≤ x)).
Â öåïè åå ìàêñèìàëüíûé (ìèíèìàëüíûé) ýëåìåíò åäèíñòâåíåí
è ÿâëÿåòñÿ åå ñóïðåìóìîì (èíôèíóìîì). ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ðåø�åòêîé, åñëè ëþáîå
åãî ïîäìíîæåñòâî èìååò èíôèíóì è ñóïðåìóì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cs
L ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âñåõ

ñòàíäàðòíûõ ñëåäîâàíèé äàííîãî ÿçûêà L. Èçâåñòíî, ÷òî îíî
îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó ([4]). Ïîðÿäîê ≤, ââåäåííûé íà ñëå-
äîâàíèÿõ ôèêñèðîâàííîãî ÿçûêà, èíäóöèðóåò èçîìîðôíûé ïî-
ðÿäîê íà ìíîæåñòâå Ds

L âñåõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì äàííîãî ÿçû-
êà. À èìåííî ñ÷èòàåì, ÷òî 〈L, C1〉 ≤ 〈L, C2〉, åñëè è òîëüêî åñëè
C1 ≤ C2. Ïðè÷åì ðåøåòêà Ds

L èçîìîðôíà ðåøåòêå Cs
L, ïîýòîìó

â äàëüíåéøåì ìû èõ ðàçëè÷àòü íå áóäåì.
Íàøå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îïèðàòüñÿ íà ïîëîæåíèå, èçâåñò-

íîå êàê ëåììà Öîðíà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ∈ A ìà-
æîðèðóåòñÿ ýëåìåíòîì y ∈ A, åñëè x ≤ y.
ËÅÌÌÀ 7. (Ëåììà Öîðíà) Êàæäûé ýëåìåíò íåïóñòîãî ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A, â êîòîðîì êàæäàÿ öåïü
B èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó (ãîâîðÿò, ÷òî A èíäóêòèâíî óïîðÿ-
äî÷åíî), ìàæîðèðóåòñÿ íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì âî ìíîæå-
ñòâå A ýëåìåíòîì.

Ïîëîæèì, ÷òî a < b  a ≤ b ∧ a 6= b. Èíòåðâàëîì ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A, çàäàííûì ýëåìåíòàìè a, b ∈ A,
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî (a, b) = {x ∈ a | a < x < b}. Ýëå-
ìåíò b ∈ A áóäåì íàçûâàòü íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííè-
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êîì ýëåìåíòà a ∈ A, åñëè a < b è (a, b) = ∅. Ñëåäîâàíèå áóäåì
íàçûâàòü ôèíèòíî áàçèðóåìûì, åñëè îíî èìååò êîíå÷íûé áà-
çèñ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 8. (Îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé íåçàâèñèìîé áàçèðó-
åìîñòè) Ïóñòü ñëåäîâàíèå C2 èìååò íåçàâèñèìûé áàçèñ. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (C1, C2) ðåø�åòêè Cs

L âåðíî, ÷òî åñëè
ñëåäîâàíèå C1 ôèíèòíî áàçèðóåìî, òî ñëåäîâàíèå C2 èìååò â
ýòîì èíòåðâàëå íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � íåçàâèñèìûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ
C2 è Q � êîíå÷íûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ C1. Òîãäà, â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ 6, âåðíî, ÷òî Q ⊆ Rl(C2). Ïî òåîðåìå î êîìïàêòíîñòè,
âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ ìíîæåñòâà Q âûâîäèìà èç íåêîòîðîãî êîíå÷-
íîãî ïîäìíîæåñòâà ñåêâåíöèé S ⊆ R. Ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
R \ S = {ρ1, . . . , ρn, [. . .]}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ti ñëåäîâàíèå ñ áà-
çèñîì S ∪{ρ1, . . . , ρi−1, ρi+1, . . . , ρn, [. . .]}. Åñëè èíòåðâàë (Ti, C2)
ïóñò, òî ñëåäîâàíèå Ti è ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøå-
ñòâåííèêîì ñëåäîâàíèÿ C2. Åñëè æå ýòîò èíòåðâàë íå ïóñò, òî
âñÿêàÿ öåïü ýòîãî èíòåðâàëà âõîäèò â ñîñòàâ íåêîòîðîé ìàêñè-
ìàëüíîé â ýòîì èíòåðâàëå öåïè. Â ñèëó ïîëíîòû ðåøåòêè äëÿ
ëþáîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ñóùåñòâóåò ñóïðåìóì âñåõ åå ýëåìåí-
òîâ � ñëåäîâàíèå Cmax, � áàçèñ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì áàçèñîâ âñåõ ýëåìåíòîâ öåïè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñåêâåíöèÿ
ρi âõîäèò õîòü â êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñëåäîâàíèÿ Cmax, òî îíà
âûâîäèìà èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñåêâåíöèé, âõî-
äÿùèõ â áàçèñ íåêîòîðîãî ñëåäîâàíèÿ C èç äàííîé ìàêñèìàëü-
íîé öåïè èíòåðâàëà (Ti, C2). Íî â ýòîì ñëó÷àå C = C2, è çíà÷èò,
C2 ∈ (Ti, C2). Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ρi 6∈ Rl(Cmax), è
çíà÷èò, Cmax < C2.

Äîêàæåì, ÷òî èíòåðâàë (Cmax, C2) = ∅. Äîïóñòèì, ÷òî Cmax

íå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîì ñëåäîâàíèÿ
C2, ò. å. ñóùåñòâóåò ñëåäîâàíèå C, òàêîå, ÷òî Cmax < C < C2. Â
ýòîì ñëó÷àå öåïü, èìåþùàÿ ñâîèì ñóïðåìóìîì ñëåäîâàíèå Cmax,
íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. q.e.d.

4 Àáñîëþòíàÿ íåçàâèñèìàÿ áàçèðóåìîñòü è
îòíîñèòåëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ áàçèðóåìîñòü

Áàçèñ ñëåäîâàíèÿ áóäåì òàêæå íàçûâàòü àáñîëþòíûì áàçèñîì
ýòîãî ñëåäîâàíèÿ. Ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé Q áóäåì íàçûâàòü îò-
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íîñèòåëüíûì áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C2 íàä ñëåäîâàíèåì C1, åñëè
C2 = CnQ∪Rl(C1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ïðàâèë Q ÿâëÿ-
åòñÿ áàçèñîì C2 íàä C1 è ìíîæåñòâî ïðàâèë R ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ñëåäîâàíèÿ C1, òî âåðíî, ÷òî C2 = CnQ∪R. Íåçàâèñèìîå ìíîæå-
ñòâî ñåêâåíöèé áóäåì òàêæå íàçûâàòü àáñîëþòíî íåçàâèñèìûì.
Ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé Q áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûì íàä ìíî-
æåñòâîì ïðàâèë R, åñëè äëÿ ëþáîé ñåêâåíöèè ρ ∈ Q âåðíî,
÷òî ρ 6∈ Rl(CnR∪(Q\{ρ})). Ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé Q áóäåì íàçû-
âàòü íåçàâèñèìûì íàä ñëåäîâàíèåì C, åñëè äëÿ ëþáîé ñåêâåí-
öèè ρ ∈ Q âåðíî ñëåäóþùåå: ρ 6∈ Rl(CnRl(C)∪(Q\{ρ})). Çàìåòèì,
÷òî è â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî ïðàâèë R ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì ñëåäîâàíèÿ C è ìíîæåñòâî ïðàâèë Q íåçàâèñèìî íàä C, òî
îíî íåçàâèñèìî è íàä ìíîæåñòâîì R. Àáñîëþòíûé àáñîëþòíî
íåçàâèñèìûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ áóäåì íàçûâàòü åãî àáñîëþòíî
íåçàâèñèìûì áàçèñîì. Ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé Q áóäåì íàçûâàòü
îòíîñèòåëüíûì íåçàâèñèìûì áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C2 íàä ñëå-
äîâàíèåì C1, åñëè ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ
C2 íàä C1 è îíî íåçàâèñèìî íàä C1. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âçàè-
ìîñâÿçè àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé íåçàâèñèìûìè áàçèðóåìî-
ñòÿìè.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 9. Åñëè ñëåäîâàíèå C1 ôèíèòíî áàçèðóåìî è
ñëåäîâàíèå C2 èìååò íàä C1 íåçàâèñèìûé áàçèñ, òî C2 ÿâëÿåò-
ñÿ àáñîëþòíî íåçàâèñèìî áàçèðóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé R ÿâëÿåòñÿ ôè-
íèòíûì áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C1 è íå ïóñòîå ìíîæåñòâî ñåêâåí-
öèé Q îáðàçóåò îòíîñèòåëüíûé íåçàâèñèìûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ
C2 íàä C1. Ïîñêîëüêó C1 < C2, òî R ⊂ Rl(CnR∪Q). Êàê çà-
ìå÷åíî âûøå, C2 = CnQ∪R. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé
S = {ρ | ρ ∈ R ∧ ρ 6∈ Rl(CnQ∪R\{ρ})}. Â ñèëó òîãî, ÷òî S ∪ Q ⊆
R ∪ Q, èìååì âêëþ÷åíèå CnS∪Q ⊆ CnR∪Q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âñå ïðàâèëà èç ìíîæåñòâà R∪Q ∈ CnS∪Q, è ñëåäîâàòåëüíî âåð-
íî, ÷òî CnR∪Q ⊆ CnS∪Q. Çíà÷èò, CnS∪Q = CnR∪Q = C2. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî S ∪Q � àáñîëþòíûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ C2.

Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà. Äîïóñòèì, ÷òî íåêî-
òîðàÿ ïðèíàäëåæàùàÿ åìó ñåêâåíöèÿ ρ âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà
ñåêâåíöèé (S∪Q)\{ρ}. Òàê êàê CnS∪Q = CnR∪Q, ïîëó÷àåì, ÷òî
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Cn(S∪Q)\{ρ} = Cn(R∪Q)\{ρ}. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ ∈ Rl(Cn(R∪Q)\{ρ}).
Òîãäà ñåêâåíöèÿ ρ 6∈ S, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà, è
ρ 6∈ Q, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîñëåäíåãî íàä C1. Èç òîãî, ÷òî
ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäóåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î âû-
âîäèìîñòè ñåêâåíöèè ρ íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé S∪Q ÿâëÿåòñÿ àáñîëþò-
íî íåçàâèñèìûì áàçèñîì ñëåäîâàíèÿ C2. q.e.d.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10. Åñëè C2 � àáñîëþòíî íåçàâèñèìî áàçè-
ðóåìîå ñëåäîâàíèå è äëÿ ôèíèòíî áàçèðóåìîãî ñëåäîâàíèÿ C1

âåðíî, ÷òî îíî íå ñèëüíåå ñëåäîâàíèÿ C2, òî C2 íåçàâèñèìî áà-
çèðóåìî íàä C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C1 = C2, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïóñòü C1 6= C2 è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé R � ýòî áàçèñ
ñëåäîâàíèÿ C1, à àáñîëþòíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé
Q � ýòî áàçèñ ñëåäîâàíèÿ C2.

1) Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Q êîíå÷íî. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî ñåêâåíöèé P = Q \ Rl(C1). Åñëè P íåçàâèñèìî íàä C1, òî
P � èñêîìûé áàçèñ. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî îïðåäåëèì ñëåäó-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ. Ïåðåíóìåðóåì âñå ñåêâåí-
öèè èç ñïèñêà P íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Äîïóñòèì, ÷òî ñïèñîê
P = 〈ρ0, . . . ρm−1〉. Ïîëîæèì, ÷òî S0 = P . Äàëåå, äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî i ïîëîæèì

Si+1 =
{ Si \ {ρi}, åñëè ρi ∈ Rl(CnR∪(Si\{ρi})),

Si, åñëè ρi 6∈ Rl(CnR∪(Si\{ρi})).

Ìíîæåñòâî Sm áóäåò íåçàâèñèìûì íàä C1 è íå áóäåò ïóñòûì, òàê
êàê C1 6= C2. Âñå ñåêâåíöèè ìíîæåñòâà Q âûâîäèìû èç Sm ∪R,
è çíà÷èò, C2 ≤ CnSm∪R. Òàê êàê C1 ≤ C2, òî Sm ∪ R ⊆ Rl(C2),
è çíà÷èò, CnSm∪R ≤ C2. Òàêèì îáðàçîì, C2 = CnSm∪R. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñåêâàíöèè ñïèñêà Sm áóäóò îáðàçîâûâàòü èñêîìûé
áàçèñ.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâî Q áåñêîíå÷íî. Â ñèëó òåîðåìû î êîìïàêò-
íîñòè è êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà R ñóùåñòâóåò òàêîå ìèíèìàëü-
íîå ïî âêëþ÷åíèþ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñåêâåíöèé P , ÷òî P ⊂ Q
è R ⊆ Rl(CnP ), è òàêèì îáðàçîì, C1 ≤ CnP . Ìíîæåñòâî ñå-
êâåíöèé T = Q \ P íåçàâèñèìî íàä C1, òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî
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íåçàâèñèìî íàä CnP , à C1 ≤ CnP . Òàêèì îáðàçîì, T � íåçàâè-
ñèìûé áàçèñ ñëåäîâàíèÿ C2 íàä CnP . Åñëè CnP = C1, òî T �
èñêîìûé áàçèñ.

Ïóñòü CnP 6= C1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P ∪ T = Q. Äîïó-
ñòèì, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì íàä C1, ò. å. õîòÿ áû
îäíà ñåêâåíöèÿ, ñêàæåì ρ, âûâîäèìà èç îñòàëüíûõ. Òîãäà äëÿ
ýòîé ñåêâåíöèè âåðíî îäíî èç äâóõ: ρ ∈ T èëè ρ ∈ P .

Ïóñòü ρ ∈ T . Òîãäà ρ ∈ Rl(Cn(T\{ρ})∪P∪Rl(C1)). Â ñèëó òî-
ãî, ÷òî R ⊆ Rl(CnP ), ïîëó÷àåì, ÷òî ρ ∈ Rl(Cn(T\{ρ})∪Rl(CnP )).
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò àáñîëþòíîé íåçàâèñèìîñòè Q. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ρ 6∈ T , è çíà÷èò, ρ ∈ P . Òîãäà ïîëîæèì S0 = P . Â ñèëó
êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà P ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ S0, . . . , Sn, àíàëîãè÷íóþ òîé, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà â ïóíêòå
1) äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ìíîæåñòâî Sn ∪ T áóäåò íåçàâèñè-
ìûì íàä C1. Òàê êàê âñå ñåêâåíöèè èç (P \Sn) ⊆ Rl(CnSn∪T∪R),
òî C2 = CnSn∪T∪Rl(C1). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Sn∪T è áóäåò
ÿâëÿòüñÿ èñêîìûì íåçàâèñèìûì áàçèñîì C2 íàä C1. q.e.d.

Èç óòâåðæäåíèé 9 è 10 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
ÒÅÎÐÅÌÀ 11. Ñëåäîâàíèå C2 èìååò àáñîëþòíûé íåçàâèñèìûé
áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò íåçàâèñèìûé áà-
çèñ íàä ëþáûì ôèíèòíî áàçèðóåìûì ñëåäîâàíèåì, êîòîðîå íå
ñèëüíåå C2.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà àáñîëþòíîé íåçàâèñèìîé áàçèðóåìî-
ñòè è îòíîñèòåëüíîé íåçàâèñèìîé áàçèðóåìîñòè íàä ôèíèòíî
áàçèðóåìûìè äåäóêòèâíûìè ñèñòåìàìè îêàçûâàþòñÿ ñîâïàäà-
þùèìè.

5 Çàêëþ÷åíèå (äåäóêòèâíûå ñèñòåìû è ëîãèêè)
Ëîãèêîé ÿçûêà L áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôîðìóë, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïîäñòàíîâêè è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
ñåêâåíöèé, íàçûâàåìûõ ïîñòóëèðîâàííûìè äëÿ äàííîé ëîãèêè
ïðàâèëàìè âûâîäà. Ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó òàê ïîíè-
ìàåìûìè ëîãèêàìè è äåäóêòèâíûìè ñèñòåìàìè. Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ âñÿêîé ñòðóêòóðíîé îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé C
ìíîæåñòâî C(∅) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïîä-
ñòàíîâêè, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ëîãèêîé â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå.
Ïîñòóëèðîâàííûìè äëÿ ýòîé ëîãèêè ïðàâèëàìè âûâîäà ìîãóò
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ñ÷èòàòüñÿ ñåêâåíöèè èç ëþáîãî áàçèñà ñëåäîâàíèÿ C. Ýòó ëîãè-
êó áóäåì íàçûâàòü áàçîâîé ëîãèêîé ñëåäîâàíèÿ C.

Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, âîïðîñû î âçàèìîñâÿçè ñâîéñòâ
äåäóêòèâíûõ ñèñòåì è ñâîéñòâ èõ áàçîâûõ ëîãèê íåäîñòàòî÷íî
èçó÷åíû. Êàñàåòñÿ ýòî è ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè.

Òàê, íåèçâåñòíî, âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñëåäîâàíèå èìååò àáñî-
ëþòíî íåçàâèñèìûé áàçèñ, òî è åãî áàçîâàÿ ëîãèêà íåçàâèñèìî
àêñèîìàòèçèðóåìà. Íå èññëåäîâàíà è âåðíîñòü îáðàòíîãî óòâåð-
æäåíèÿ, íå ãîâîðÿ óæå î âçàèìîñâÿçè ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíûõ
àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è áàçèðóåìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷èòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ëî-
ãèê è äåäóêòèâíûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëèò ñâÿçàòü ìåæ-
äó ñîáîé îáà ¾äîïîëíèòåëüíûõ¿ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ëîãèêè.
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