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abstract. The subject of the inquiry is the nature and the structure
of the general universe of possible combinations of logical systems. Some
categorical constructions are introduced which along with the coproducts
underlying the �bring of logics describe the inner structure of the cate-
gory of logical systems. It is shown that categorically the universe of
universal logic turns out to be a paraconsistent complement topos.

Ââåäåíèå
Èíòåðåñ ê êîìáèíèðîâàíèþ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ ïðèâåë ê ïóáëèêàöèè ìíîæåñòâà ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó
âîïðîñó (ñì. [3, 13, 14, 19, 20]). Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ â
ýòîé îáëàñòè èñïîëüçóþòðàññëîåíèå � ñàìûé îáùèé ìåõàíèçì
êîìáèíèðîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííûé Ä. Ãàááà-
åì [10]. Ðàññëîåíèå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ íå òîëüêî ê ìîäàëüíûì
ñèñòåìàì, íî è â ñëó÷àå îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáëàñòü
ýòèõ ëîãèê äîñòàòî÷íî áîãàòà, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü íàèáî-
ëåå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ðàññëîåíèÿ è ñíàáäèòü íàñ áàçèñîì äëÿ
êîìáèíàöèé ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì íà÷èíàÿ îò èíòóèöîíèñòñêèõ è
çàêàí÷èâàÿ ìíîãîçíà÷íûìè ëîãèêàìè (âêëþ÷àÿ â ñåáÿ ìîäàëü-
íûå ñèñòåìû â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ) [4, 8, 10, 17, 21].

Â îáëàñòè îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì êîíñòðóèðîâàíèå ðàñ-
ñëîåíèÿ íå âûçûâàåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé. Áîëåå èíòåðåñíûì
ñëó÷àåì áûëî áû, ïî-âèäèìîìó, èññëåäîâàíèå ïðèðîäû è ñòðóê-
òóðû îáùåãî óíèâåðñóìà âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé âñåõ ëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. È çäåñü íà ïîìîùü ïðèõîäèò êîíöåïöèÿ óíèâåð-
ñàëüíîé ëîãèêè (ñì. [5, 6]), ïîçâîëÿþùàÿ âûäâèíóòü ãèïîòåçó
îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ïîäîáíîãî óíèâåðñóìà. Óíèâåðñàëüíàÿ
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ëîãèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ òåîðèþ ëîãèê, ðàññìàòðèâà-
åìûõ êàê îñîáàÿ ðàçíîâèäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïî
àíàëîãèè ñ òåì, êàê óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ðàññìàòðèâàåò êîí-
êðåòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïåðåõîäÿ íà òî÷êó çðåíèÿ óíè-
âåðñàëüíîé ëîãèêè, íåòðóäíî ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî òåîðåòè-
êî-êàòåãîðíûé ïîäõîä, êîãäà ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû îáúåäèíÿþòñÿ
â êàòåãîðèþ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñíàáæàåò íàñ íåêîòîðûì ôóí-
äàìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óíèâåðñóìà óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè.
Â ñòàòüå ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ êàòåãîðíûõ
êîíñòðóêöèé, êîòîðûå íàðÿäó ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè, ëåæàùèìè
â îñíîâå ðàññëîåíèÿ ëîãèê, îïèñûâàþò âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó
êàòåãîðèè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äåìîí-
ñòðàöèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî óíèâåðñóì óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè îêà-
çûâàåòñÿ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûì äîïîëíÿþùèì òîïîñîì.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóåòñÿ ïîíÿòèå êàòåãîðèè Log
ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îñ-
íîâíîãî èíñòðóìåíòà íà âñåì ïðîòÿæåíèè èññëåäîâàíèÿ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîïðîèçâåäåíèÿ â Log,
÷üÿ êîíñòðóêöèÿ ëåæèò â îñíîâàíèè òåõíèêè ðàññëîåíèÿ ëîãè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íåîãðàíè÷åííûå ðàññëîåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ, ïî ñóòè äåëà, êîïðîèçâåäåíèÿìè â Log.

Äåéñòâóÿ äóàëüíî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ êîïðîèçâåäåíèé, â
÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèé, ñïåöèàëü-
íûé ñëó÷àé òðåáóåìîé íàì êîíñòðóêöèè ðàññëîåííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ, è ïîíÿòèå óðàâíèòåëÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîãðàíè÷åííûå èíäåêñèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ â Log. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû
ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ êîýêñïîíåí-
öèàëà, äóàëüíîãî îáû÷íîìó ýêñïîíåíöèàëó â äåêàðòîâûõ êàòåãî-
ðèÿõ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âîçìîæíîé ïåðåâîäèìîñòè, îñíîâàííîå
íà òåõíèêå ñåìàíòèêè âîçìîæíîé ïåðåâîäèìîñòè, è ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî âîçìîæíûå ïåðåâîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýêñ-
ïîíåíöèàëû â Log. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäîáíîãî ïîäõîäà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíàÿ ïåðåâîäèìîñòü òðåõçíà÷íîé ëîãèêè P1

â êëàññè÷åñêóþ ëîãèêó.
Íàêîíåö, ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ äîïîëíÿþùåãî êëàñ-

ñèôèêàòîðà, ðàçðàáîòàííîãî Ê. Ìîðòåíñåíîì, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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Log ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿþùèì òîïîñîì, ò.å. äåêàðòîâîé êîçàìêíó-
òîé êàòåãîðèåé ñ äîïîëíÿþùèì êëàññèôèêàòîðîì ïîäîáúåêòîâ.
Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Ìîðòåíñåíó, äîïîëíÿþùèé òîïîñ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé ëîãèêå, îñíîâûâàþùåéñÿ íà áðàó-
ýðîâîé àëãåáðå, òàê æå êàê îáû÷íûé òîïîñ ñîîòâåòñòâóåò èíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêå, îñíîâûâàþùåéñÿ íà àëãåáðå Ãåéòèíãà, òî
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî Log ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿ-
þùèì òîïîñîì, ïîçâîëÿåò ðàçâèòü ïàðàëëåëü ñ õîðîøî èçâåñò-
íûì ðåçóëüòàòîì À. Òàðñêîãî î òîì, ÷òî ðåøåòêà âñåõ ýëåìåí-
òàðíûõ òåîðèé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ áðàóýðîâîé àëãåá-
ðîé.

1 Ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðîñòðàíñòâà òåîðèé
Îïèøåì îñíîâíîé ôîðìàëèçì, ñëóæàùèé ôóíäàìåíòîì äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ñëåäóÿ [7, p. 101-103], ðàññìîòðèì ëîãè-
÷åñêèé ÿçûê, êîòîðûé ñâîáîäíî ïîðîæäåí íåêîòîðîé ñèãíàòó-
ðîé, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ, êîíñòðóêòî-
ðû ðàçëè÷íîé ìåñòíîñòè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèãíàòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíäåêñèðî-
âàííîå ìíîæåñòâî Σ = {Σn}n∈N, ãäå êàæäîå Σn ÿâëÿåòñÿ n-àð-
íûì êîíñòðóêòîðîì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ âêëþ÷åíî â Σ0.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. ßçûê íàä äàííîé ñèãíàòóðîé Σ, êîòîðûé
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ LΣ, ñòðîèòñÿ èíäóêòèâíî îáû÷íûì ñïîñî-
áîì:

• Σ0 ⊆ LΣ;

• åñëè n ∈ N, ϕ1, . . . , ϕn ∈ LΣ è c ∈ Σn, òî c(ϕ1, . . . , ϕn) ∈
LΣ.

Áóäåì íàçûâàòü Σ-ôîðìóëàìè ýëåìåíòû LΣ, èëè ïðîñòî ôîð-
ìóëàìè, êîãäà Σ ÿñíî èç êîíòåêñòà.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïàðîé L =
〈Σ, `〉, ãäå Σ åñòü ñèãíàòóðà, à ` ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé â LΣ (â ñìûñëå Òàðñêîãî, ñì. [23]), òî
åñòü, `: 2LΣ → 2LΣ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè äëÿ êàæäûõ Γ,Φ ⊆ LΣ:
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Ýêñòåíñèâíîñòü: Γ ⊆ Γ`;

Ìîíîòîííîñòü: åñëè Γ ⊆ Φ, òî Γ` ⊆ Φ`;

Èäåìïîòåíòíîñòü: (Γ`)` ⊆ Γ`.

Çäåñü Γ` åñòü ìíîæåñòâî ñëåäñòâèé Γ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáùíî-
ñòè íå áóäåì òðåáîâàòü çäåñü è â äàëüíåéøåì, ÷òîáû îïåðàòîð
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé áûë ôèíèòíûì, è òåì áîëåå ñòðóêòóð-
íûì.

Ïîñêîëüêó íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âûðàçè-
òåëüíóþ ñèëó äàííîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, íàì ïðèäåòñÿ ññû-
ëàòüñÿ íà åå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè (ïðèìèòèâíûå èëè ïðîèçâîä-
íûå). Áóäåì ñ÷èòàòü ðàç è íàâñåãäà çàôèêñèðîâàííûì ìíîæå-
ñòâî Ξ = {ξi}i∈N ìåòàïåðåìåííûõ. Äëÿ äàííîé ñèãíàòóðû Σ è
k ∈ N áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Lk

Σ îïðåäåëåííûì èíäóê-
òèâíî:

• {ξ1, . . . , ξk} ⊆ Lk
Σ;

• Σ0 ⊆ Lk
Σ;

• åñëè n ∈ N, ϕ1, . . . , ϕn ∈ Lk
Σ è c ∈ Σn, òî c(ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Lk

Σ.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì LΣ = L0
Σ. Äëÿ äàííîãî ϕn ∈ Lk

Σ áóäåì
çàïèñûâàòü êàê ϕ(ξ1\ψ1, . . . , ξk\ψk) ôîðìóëó, ïîëó÷àåìóþ èç ϕ
îäíîâðåìåííîé çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ξ1 â ϕ íà ψi äëÿ
êàæäîãî i ≤ k.

Ïðîèçâîäíàÿ ñâÿçêà ìåñòíîñòè k ∈ N ÿâëÿåòñÿ λ-òåðìîì d =
λξ1, . . . , ξk.ϕ, ãäå ϕ ∈ Lk

Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DCk
Σ ìíîæåñòâî âñåõ

ïðîèçâîäíûõ k-ìåñòíûõ íàä Σ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè c ∈ Σn ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèìèòèâíîé ñâÿçêîé, òî îíà òàêæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïðîèçâîäíàÿ ñâÿçêà c = λξ1, . . . , ξk.c(ξ1, . . . , ξk). Äëÿ äàííîé
ïðîèçâîäíîé ñâÿçêè d = λξ1, . . . , ξk.ϕ áóäåì ïèñàòü d(ψ1, . . . , ψn)
âìåñòî ϕ(ξ1\ψ1, . . . , ξk\ψk).

Ðàçëè÷íûå ÿçûêè, ïîðîæäåííûå ðàçëè÷íûìè ñèãíàòóðàìè, ìî-
ãóò ïåðåâîäèòüñÿ äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ìîðôèçìà,
êîãäà ïðèìèòèâíûå ñâÿçêè îäíîé ñèãíàòóðû îòîáðàæàþòñÿ â
ïðîèçâîäíûå ñâÿçêè äðóãîé ñèãíàòóðû ñ ñîõðàíåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìåñòíîñòè.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Äëÿ äàííûõ ñèãíàòóð Σ1 è Σ2 ìîðôèçì
ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2 ÿâëÿåòñÿ N-èíäåêñèðîâàííûì ñåìåéñòâîì
ôóíêöèé h = {hn : Σn

1 → DCn
Σ2
}n∈N.

Äëÿ äàííîãî ìîðôèçìà ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2 îïðåäåëÿåì åãî
ñâîáîäíûå ðàñøèðåíèÿ h : Lk

Σ1
→ Lk

Σ2
äëÿ k ∈ N, ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

• h(ξi) = ξi, åñëè ξi ∈ Ξ;

• h(c) = h0(c), åñëè c ∈ Σ0
1;

• h(c(ϕ1, . . . , ϕn)) = h0(c)(h(ϕ1), . . . , h(ϕn)), åñëè c ∈ Σn
1 .

Ôóíêöèþ ïåðåâîäà h, óäîâëåòâîðÿþùóþ âûøåèçëîæåííûì
òðåáîâàíèÿì, áóäåì íàçûâàòü óíèôèöèðîâàííîé.

Ñèãíàòóðû è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êàòåãîðèþ Sig ñ òîæ-
äåñòâàìè idΣ : Σ1 → Σ2, òàêèìè, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N è
c ∈ Σn idn

Σ(c) = λξ1, . . . , ξk.c(ξ1, . . . , ξk), à êîìïîçèöèÿ ìîðôèç-
ìîâ ñèãíàòóð f : Σ1 → Σ2 è g : Σ2 → Σ3 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê
g ◦ f : Σ1 → Σ3, òàêàÿ, ÷òî (g ◦ f)n(c) = ξ1, . . . , ξn.g(ϕ), ïîëàãàÿ,
÷òî fn(c) = λξ1, . . . , ξn.ϕ.

Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ óíèôèöèðîâàííûõ ïåðåâîäîâ ñêàçû-
âàåòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå ïîíÿòèÿ ìîðôèçìà ìåæäó ëîãè÷åñêè-
ìè ñèñòåìàìè. Äëÿ äàííîé ôóíêöèè h : LΣ1 → LΣ2 ñ Φ ⊆ LΣ1

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî h[Φ] = {h(ϕ) : ϕ ∈ Φ}.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ìîðôèçì ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì h : L1 →
L2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîðôèçì ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2, òàêîé,
÷òî h[Φ`1 ] ⊆ h[Φ]`2 äëÿ êàæäîãî Φ ⊆ LΣ1 .

Ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êîíêðåòíóþ
êàòåãîðèþ Log íàä Sig. Óìåñòíî íàïîìíèòü ñëåäóþùóþ õîðîøî
èçâåñòíóþ ïîëåçíóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 6. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò ëîãè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à h : L1 → L2 � Log-ìîðôèçìîì. Òîãäà
h[Φ`1 ]`2 = h[Φ]`2 äëÿ êàæäîãî Φ ⊆ LΣ1.

Òåîðèåé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû L = 〈Σ,`〉 ÿâëÿåòñÿ, êàê îáû÷-
íî, ìíîæåñòâî Φ ⊆ LΣ, òàêîå, ÷òî Φ` = Φ. Îáîçíà÷èì êàê
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Th(L) ìíîæåñòâî âñåõ òåîðèé L. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Th(L), óïîðÿäî÷åííîå ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ, âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 7. Ïðîñòðàíñòâî òåîðèé åñòü ïîëíàÿ ðåøåò-
êà tsp = 〈Th,≤〉, òî åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê≤ íà ìíîæåñòâå Th,
òàêîé, ÷òî êàæäîå T ⊆ Th èìååò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü
(èëè ïåðåñå÷åíèå)

∨
T .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû L = 〈Σ,`〉 ñòðóê-
òóðà tspL = 〈Th(L), ⊆〉 âñåãäà áóäåò ïðîñòðàíñòâîì òåîðèé (ñì.,
íàïð., [11]). Áîëåå òîãî, ïåðåâîäû ÿçûêîâ, àññîöèèðîâàííûå ñ
ìîðôèçìàìè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, âñåãäà äåéñòâóþò íà îïåðàòî-
ðû ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîñòðàíñòâàõ òåîðèé ñîõðàíÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 8. Ïóñòü tsp1 = 〈Th1,≤1〉 è tsp2 = 〈Th2,≤2〉
áóäóò ïðîñòðàíñòâàìè òåîðèé. Ìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ òåîðèé
h : tsp1 → tsp2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ h : Th1 → Th2

òàêóþ, ÷òî h(
∨

1T ) =
∨

2 h[T ] äëÿ êàæäîãî T ⊆ Th.
Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñò-

íóþ ïîëåçíóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 9. Ïóñòü tsp1 = 〈Th1,≤1〉 è tsp2 = 〈Th2,≤2〉 áóäóò
ïðîñòðàíñòâàìè òåîðèé è h : tsp1 → tsp2 áóäåò ìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâ òåîðèé. Òîãäà h ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê, òî åñòü äëÿ
êàæäîãî Φ, Γ ∈ Th1, åñëè Φ ≤1 Γ, òî h(Φ) ≤2 h(Γ).

Ïðîñòðàíñòâà òåîðèé è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êàòåãîðèþ
Tsp ñ îáû÷íûìè òîæäåñòâàìè è êîìïîçèöèåé ôóíêöèé. Áîëåå
òîãî, îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà òåîðèé, èíäóöèðîâàííîãî ëîãè-
÷åñêîé ñèñòåìîé, ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî íà ñëó÷àé ôóíêòîðà.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 10. Îòîáðàæåíèÿ

• Th(h : L1 → L2) : tsp1 → tsp2, ñ Th(h)(Φ) = h[Φ]`2 â L2 =
〈Σ2, `2〉 äëÿ êàæäîãî Φ ∈ Th(L1),

îáðàçóþò ôóíêòîð Th : Log→Tsp.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Th ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîïðÿæåííûé

ôóíêòîð, íî ýòîò ôàêò íàì çäåñü íå ïîíàäîáèòñÿ.
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2 Êîïðîèçâåäåíèÿ è ðàññëîåíèÿ â Log
Â [4, p. 153] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàòåãîðèÿ Sig ÿâëÿåòñÿ õîðîøî
èçâåñòíîé êàòåãîðèåé N-èíäåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è ñîõðàíÿ-
þùèõ èíäåêñû îòîáðàæåíèé Set/N. Êàê ñëåäñòâèå, âåðíî ñëå-
äóþùåå ïðåäëîæåíèå:
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 11. Êàòåãîðèÿ Sig ÿâëÿåòñÿ (ìàëîé) êîïîë-
íîé êàòåãîðèåé.

Â ÷àñòíîñòè, â Sig èìåþòñÿ êîïðîèçâåäåíèÿ è àìàëüãàìû.
Ïåðâûå ïîçâîëÿþò íàì îáúåäèíèòü äâå ñèãíàòóðû ñ ðàçëè÷íûìè
êîíñòðóêòîðàìè, â òî âðåìÿ êàê ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ îáúåäèíåíèÿ êîíñòðóêòîðîâ. Îïðåäåëèì êîïðîèçâå-
äåíèÿ, òðåáóåìûé íàì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèè àìàëü-
ãàì è êîóðàâíèòåëü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìîðôèçìà) ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 12. Êîïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèãíàòóð Σ1 è Σ2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèãíàòóðó Σ1⊕Σ2, íàäåëåííóþ èíúåêöèÿìè
i1 : Σ1 → Σ1 ⊕ Σ2 è i2 : Σ2 → Σ1 ⊕ Σ2, òàêèìè, ÷òî äëÿ êàæäîãî
k ∈ N:

• (Σ1⊕Σ2)k ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì Σk
1 è Σk

2;

• ik1 è ik2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè Σk
1 è Σk

2 íà (Σ1⊕Σ2)k ñîîò-
âåòñòâåííî.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 13. Àìàëüãàìà äâóõ èíúåêòèâíûõ ìîðôèç-
ìîâ ñèãíàòóð ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëîì f1 : Σ → Σ1 è f2 :
Σ → Σ2 åñòü ñèãíàòóðà Σ1 ⊕f1Σf2 Σ2, íàäåëåííàÿ ìîðôèçìàìè
g1 : Σ1 → Σ1⊕f1Σf2 Σ2 è g2 : Σ2 → Σ1⊕f1Σf2 Σ2, òàêèìè, ÷òî äëÿ
êàæäîãî k ∈ N:

• (Σ1 ⊕f1Σf2 Σ2)k åñòü Σk ∪ ik1(Σ
k
1\f1(Σk)) ∪ ik2(Σ

k
2\f2(Σk));

• gk
1 (c1) =

{
ik1(c1), åñëè c1 /∈ fk

1 (Σk)
(fk

1 )−1(c1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
è àíàëîãè÷íî äëÿ gk

2 .

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 14. Êîóðàâíèòåëåì äâóõ ìîðôèçìîâ ñèãíà-
òóð ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëîì è êîíöîì f, g : Σ → Σ1 ÿâëÿåòñÿ



78 Â.Ë. Âàñþêîâ

ñèãíàòóðà Σ1/ ≡f,g, ñíàáæåííàÿ ìîðôèçìîì q : Σ1 → Σ1/ ≡f,g,
òàêèì, ÷òî

• (Σ1/ ≡f,g)k åñòü ôàêòîð-ìíîæåñòâî Σk
1(≡f,g)k, ãäå

(≡f,g)k ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà Σk

1, ñîäåðæàùèì {〈fk(c), gk(c)〉 : c ∈ Σk};
• qk(c1) ÿâëÿåòñÿ (≡f,g)k-êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ c1 ∈

Σk
1.

Àìàëüãàìû ñóùåñòâóþò, åñëè äàæå ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè. ×òî êàñàåòñÿ êîóðàâíèòåëÿ, òî
êàæäûé êîóðàâíèòåëü ÿâëÿåòñÿ, â ñóùíîñòè, ñåìåéñòâîì ñþ-
ðüåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøåì îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì
ñëåäóþùèé ôàêò: àìàëüãàìà äâóõ ìîðôèçìîâ f1 : Σ → Σ1 è f2 :
Σ → Σ2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âíà÷àëå êîïðî-
èçâåäåíèÿ Σ1 ⊕ Σ2, ñíàáæåííîãî èíúåêöèÿìè i1 : Σ1 → Σ1 ⊕ Σ2

è i2 : Σ2 → Σ1 ⊕ Σ2, à çàòåì êîíñòðóèðîâàíèåì êîóðàâíèòåëÿ
i1 ◦ f1 è i2 ◦ f2.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ðàññëîåíèé â Log ìû èñ-
ïîëüçóåì êîíñòðóêòîðû è îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé
èç îáåèõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàìåòèì, ÷òî ìåòàïåðåìåííûå èã-
ðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè òî÷íîé êîíñòðóêöèè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 15. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áó-
äóò ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà èõ íåîãðàíè÷åííûì ðàññëî-
åíèåì ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈Σ1,`1〉 ⊕ 〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1 ⊕
Σ2,`1⊕2〉, ãäå `1⊕2 åñòü îïåðàòîð ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé `1⊕2:
2Li1(Σ1)∪i2(Σ2) → 2Li1(Σ1)∪i2(Σ2) è i1, i2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè êî-
ïðîèçâåäåíèÿ Σ1 ⊕ Σ2.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 16. Íåîãðàíè÷åííûå ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êî-
ïðîèçâåäåíèÿìè â Log.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èíúåêöèè i1 è i2 ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìà-
ìè â Log ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5. 2) Óíèâåðñàëüíîñòü. Ïóñòü
h1 : 〈Σ1,`1〉 → 〈Σ3,`3〉, h2 : 〈Σ2,`2〉 → 〈Σ3,`3〉 áóäóò ïðîèçâîëü-
íûìè ìîðôèçìàìè â Log. Ïóñòü k : Σ1 ⊕ Σ2 → Σ3 áóäåò åäèí-
ñòâåííûì ìîðôèçìîì â Sig, òàêèì, ÷òî k ◦ i1 = h1 è k ◦ i2 = h2.
Òðèâèàëüíûì îáðàçîì k ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì â Log è îí åäèí-
ñòâåííûé òàêîé, ÷òî k ◦ i1 = h1 è k ◦ i2 = h. q.e.d.
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Êîãäà íàäî ñîâìåñòíî èñïîëüçîâàòü (îáúåäèíèòü) êîíñòðóê-
òîðû, òî ðàññëîåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ êàêîãî-òî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òåõíèêà
ïîäúåìà ìîðôèçìîâ ïî êîäåêàðòîâîìó êâàäðàòó ñíàáæàåò íàñ
ñðåäñòâàìè ïîëó÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà óðîâíå
ñèãíàòóð.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 17. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áó-
äóò ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è f1 : Σ → Σ1, f2 : Σ → Σ2 áóäóò
èíúåêòèâíûìè ìîðôèçìàìè ñèãíàòóð. Òîãäà èõ îãðàíè÷åííûì
ñîâìåùåííûì ðàññëîåíèåì ÿâëÿåòñÿ

〈Σ1,`1〉 ⊕f1Σf2 〈Σ2,`2〉 = q(〈Σ1,`1〉 ⊕ 〈Σ2,`2〉),
ãäå q : Σ1 ⊕ Σ2 → Σ1 ⊕f1Σf2 Σ2 ÿâëÿåòñÿ êîóðàâíèòåëåì
i1 ◦ f1 : Σ → Σ1 ⊕ Σ2 è i2 ◦ f2 : Σ → Σ1 ⊕ Σ2.

Ñîâìåùåíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ îòðàæàåòñÿ, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, íà ñèíòàêñèñå ðàññëîåííîé ëîãèêè. Íî ïîñêîëüêó äî-
ïóñêàåòñÿ ñîâìåùåíèå êàê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, òàê è
ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, òî ñîâìåùåíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
äàåò íàì ñïîñîá íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé ïóòåì ïîñòóëèðîâàíèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ëîãèêàìè. Ïðèìåðû (âíîñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ) ìîæíî íàéòè â [20].

3 Ïðîèçâåäåíèÿ è èíäåêñèðîâàíèå â Log
Îïÿòü, ïîñêîëüêó êàòåãîðèÿ Sig ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èç-
âåñòíóþ êàòåãîðèþ Set/N N-èíäåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è ñî-
õðàíÿþùèõ èíäåêñèðîâàíèå îòîáðàæåíèé, òî êàê ñëåäñòâèå
ñïðàâåäëèâûì áóäåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 18. Êàòåãîðèÿ Sig ÿâëÿåòñÿ (ìàëîé) ïîëíîé
êàòåãîðèåé.

Â ÷àñòíîñòè, â Sig èìåþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ è îáðàòíûå îáðàçû.
Äåéñòâóÿ äóàëüíî ñëó÷àþ êîïðîèçâåäåíèé, îïðåäåëèì ïðîèçâå-
äåíèÿ, ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òðåáóåìûõ íàì îáðàòíûõ îáðàçîâ è
óðàâíèòåëü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 19. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèãíàòóð Σ1 è Σ2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèãíàòóðó Σ1 ⊗ Σ2, ñíàáæåííóþ ïðîåêöèÿìè
pr1 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ1 è pr2 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ2, òàêèìè, ÷òî äëÿ
êàæäîãî k ∈ N:
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• (Σ1 ⊗ Σ2)k åñòü Σk
1 × Σk

2;

• prk
1 è prk

2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè ïðîåêöèÿìè (Σ1 ⊗Σ2)k

â Σk
1 è Σk

2 ñîîòâåòñòâåííî.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 20. Îáðàòíûé îáðàç äâóõ èíúåêòèâíûõ ìîð-
ôèçìîâ ñèãíàòóð ñ îäèíàêîâûì êîíöîì f1 : Σ1 → Σ è f2 :
Σ2 → Σ åñòü ñèãíàòóðà Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2, ñíàáæåííàÿ ìîðôèçìà-
ìè g1 : Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2 → Σ1 è g2 : Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2 → Σ2, òàêèìè, ÷òî
äëÿ êàæäîãî k ∈ N:

• (Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2)k åñòü {〈prk
1(〈c1, c2〉), prk

2(〈c1, c2〉) : fk
1 (c1) =

fk
2 (c1)}

• gk
1 (〈c1, c2〉) = c1, g

k
2 (〈c1, c2〉) = c2.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 21. Óðàâíèòåëü äâóõ ñèãíàòóð ñ îäèíàêîâûì
íà÷àëîì è êîíöîì f, g : Σ1 → Σ2 ÿâëÿåòñÿ ñèãíàòóðîé Σ, ñíàá-
æåííîé ìîðôèçìîì q : Σ → Σ1, òàêèì, ÷òî

• Σk ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì {c ∈ Σk
1 : fk(c1) = gk(c1)};

• fk ◦ qk = gk ◦ qk.

Ñëåäóþùèé ôàêò ïðèãîäèòñÿ â äàëüíåéøåì: îáðàòíûé îáðàç
äâóõ ìîðôèçìîâ f1 : Σ1 → Σ è f2 : Σ2 → Σ ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åí âíà÷àëå ïîñòðîåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ Σ1⊗Σ2, ñíàáæåííîãî
ïðîåêöèÿìè pr1 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ1 è pr2 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ2, à çàòåì
ïîëó÷åíèåì óðàâíèòåëÿ f1 ◦ pr1 è f2 ◦ pr2.

Ðàññìîòðåíèå íåîãðàíè÷åííîãî èíäåêñèðîâàíèÿ (unconstrained
labelling) â Log (ïîíÿòèå èíäåêñèðîâàííûõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì
ñì. â [17] ) òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ êîíñòðóêòîðîâ è îïåðàòîðîâ
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé èç îáåèõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàìåòèì,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòàïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî äëÿ òî÷íîñòè
êîíñòðóêöèè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 22. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà èõ íåîãðàíè÷åííîå èíäåêñèðîâà-
íèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 〈Σ1,`1〉 ⊗ 〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1 ⊗ Σ2,`1⊗2〉,
ãäå `1⊗2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé `1⊗2:
2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) → 2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) , à pr1, pr2 ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîåêöèÿìè ïðîèçâåäåíèÿ Σ1 ⊗ Σ2.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23. Íåîãðàíè÷åííûå èíäåêñèðîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè â Log.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðîåêöèè pr1 è pr2 ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìà-
ìè â Log ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5. 2) Óíèâåðñàëüíîñòü. Ïóñòü
h1 : 〈Σ3,`3〉 → 〈Σ1,`1〉, h2 : 〈Σ3,`3〉 → 〈Σ2,`2〉 áóäóò ïðîèçâîëü-
íûìè ìîðôèçìàìè â Log. Ïóñòü k : Σ3 → Σ1 ⊗ Σ2 áóäåò åäèí-
ñòâåííûì ìîðôèçìîì â Sig, òàêèì, ÷òî pr1◦k = h1 è pr2◦k = h2.
Òðèâèàëüíûì îáðàçîì k ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì â Log è ýòî åäèí-
ñòâåííûé ìîðôèçì, òàêîé, ÷òî pr1 ◦k = h1 è pr2 ◦k = h2. q.e.d.

Åñëè íàì íóæíî îòîæäåñòâèòü êîíñòðóêòîðû, òî ìû íàêëà-
äûâàåì îãðàíè÷åíèå íà èíäåêñèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìà-
ìè. Ñðåäñòâàìè ïîëó÷åíèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ íà óðîâíå ñèãíàòóð
ñíàáæàåò íàñ òåõíèêà ïîäúåìà ìîðôèçìîâ ïî äåêàðòîâîìó êâàä-
ðàòó.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 24. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è f1 : Σ1 → Σ, f2 : Σ2 → Σ áóäåò èíúåê-
òèâíûì ìîðôèçìîì ñèãíàòóð. Òîãäà èõ îãðàíè÷åííûì èíäåêñè-
ðîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ 〈Σ1,`1〉⊗f1Σf2〈Σ2,`2〉 = q(〈Σ1,`1〉⊗〈Σ2,`2〉),
ãäå q : Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2 → Σ1 ⊗ Σ2 ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì f1 ◦ pr1 :
Σ1 ⊗ Σ2 → Σ è f2 ◦ pr2 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ.

Îòîæäåñòâëåíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðåæäå âñåãî îòðà-
æàåòñÿ íà ñèíòàêñèñå ëîãèêè ñ èíäåêñèðîâàíèåì. Íî ïîñêîëüêó
ìû äîïóñêàåì îòîæäåñòâëåíèå êàê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèìâî-
ëîâ, òàê è ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, òî îòîæäåñòâëåíèå ëîãè÷å-
ñêèõ îïåðàòîðîâ ìîæåò ñíàáäèòü íàñ ñïîñîáîì ôîðìóëèðîâêè
íåêîòîðîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ëîãèêàìè.
ÏÐÈÌÅÐ 25. k-äåäóêòèâíûå ñèñòåìû.

2-ìåðíàÿ äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà (èëè 2-äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà
äëÿ êðàòêîñòè) [11, p. 51] ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé ñèñòåìîé 〈Σ,`2〉,
ãäå Σ = Σ1 ⊗ Σ1 è `2: 2LΣ1×Σ1 → 2LΣ1×Σ1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé, òàêèì, ÷òî

• åñëè 〈ϕ,ψ〉 ∈ Π, òî Π `2 〈ϕ,ψ〉,

• åñëè äëÿ êàæäîé 〈ϕ,ψ〉 ∈ Φ, Π `2 〈ϕ,ψ〉 è Φ `2 〈δ, ε〉, òî
Π `2 〈δ, ε〉,

• åñëè Φ `2 〈ϕ,ψ〉 è Φ ⊆ Π, òî Π `2 〈ϕ,ψ〉.
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Äëÿ êàæäîãî k > 0 k-äåäóêòèâíûå ñèñòåìû èëè k-ìåðíûå äå-
äóêòèâíûå ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì çàìåíû â îïðåäåëåíèè
2-äåäóêòèâíîé ñèñòåìû ïàð ôîðìóë ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ôîð-
ìóë äëèíû k (k-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) è ïðîèçâîäÿ äðóãèå î÷å-
âèäíûå èçìåíåíèÿ.
ÏÐÈÌÅÐ 26. Ñëåäóÿ îáùåìó ðåöåïòó äëÿ èíäåêñèðîâàííîé äå-
äóêöèè â [22] ðàññìîòðèì ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû:

• L2 = 〈Σ2,`2〉, ãäå Σ0
2 åñòü ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà-

÷åíèé ñ âûäåëåííûì çíà÷åíèåì >, Σ1
2 = {¤◦} è `2 ñîîò-

âåòñòâóåò ≤ (ñëåäîâàòåëüíî, β `2 >, è ìû áóäåì ïèñàòü
β1 = β2 â òîì ñëó÷àå, êîãäà β1 `2 β2 è β2 `2 β1);

• L1 = 〈Σ1,`1〉, ãäå Σ0
1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðîïîçèöèî-

íàëüíûõ ïåðåìåííûõ, Σ1
1 = {¬, ¤},Σ2

1 = {⊃,∧,∨} è `1

åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôðàãìåíò îïåðàòîðà ïðèñîåäèíåíèÿ
ñëåäñòâèé ìîäàëüíîé ëîãèêè.

Íåîãðàíè÷åííîå èíäåêñèðîâàíèå L1 ñ ïîìîùüþ L2 ïîëó÷àåò-
ñÿ â ðàìêàõ ñèñòåìû 〈Σ1,`1〉 ⊗ 〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1 ⊗ Σ2,`1⊗2〉, ãäå
Σ1⊗Σ2�ôîðìóëû èìåþò ôîðìó β : ϕ (÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííîå
çíà÷åíèå ϕ áîëüøå èëè ðàâíî β). `1⊗2: 2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) →
2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåä-
ñòâèé, òàêèì, ÷òî (çàïèñûâàåì β :: ϕ, åñëè äëÿ êàæäîãî β1 ìû
èìååì β1 = β2 : ϕ):

• β : ϕ ∈ Π, òîãäà Π `1⊗2 β : ϕ,

• åñëè äëÿ êàæäîé β : ϕ ∈ Φ, Π `1⊗2 β : ϕ è Φ `1⊗2 δ : ψ, òî
Π `1⊗2 δ : ψ,

• åñëè Φ `1⊗2 β : ϕ è Φ ⊆ Π, òî Π `1⊗2 β : ϕ,

• åñëè äëÿ êàæäîé β1 : ϕ ∈ Φ, β1 : ϕ `1⊗2 β2 : ϕ, òî β2 : ϕ ∈
Φ,

• ¤◦β :: ϕ `1⊗2 β :: ϕ,

• β : ¤ϕ `1⊗2 ¤◦β :: ϕ.
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Ñîäåðæàòåëüíî ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ îçíà÷àþò, ÷òî ôîðìóëà
¤ϕ èñòèííà, ïî ìåíüøåé ìåðå, âî ìíîæåñòâå ìèðîâ β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà ϕ èñòèííà âî âñåõ ìèðàõ, äîñòè-
æèìûõ äëÿ ìèðîâ èç β, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò ¤◦β.

4 Êîýêñïîíåíöèàëû è âîçìîæíàÿ ïåðåâîäèìîñòü
â Log

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåïðåîäîëèìûìè òðóäíî-
ñòÿìè, åñëè ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü ýêñïîíåíöèðîâàíèå â Log
îáû÷íûì îáðàçîì. Äåëî â òîì, ÷òî îáùåïðèíÿòîå ïîíèìàíèå
ýêñïîíåíöèàëà AB êàê ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæåíèé èç B â A
(ïî êðàéíåé ìåðå â Set) â íàøåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ¾ëîãèêå¿
âñåõ ïåðåâîäîâ èç îäíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Îäíàêî
òðóäíî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå î òàêîé êîíñòðóêöèè èëè
ïîíÿòèè. Ïîýòîìó íàì ñëåäóåò ëèáî îòêàçàòüñÿ îò ïðîäîëæåíèÿ
èññëåäîâàíèÿ, ëèáî ñìåíèòü íàïðàâëåíèå ðàññìîòðåíèÿ.

Âûõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äóàëüíûõ ïîíÿòèé. Ìû
ãîâîðèì, ÷òî êàòåãîðèÿ äîïóñêàåò êîýêñïîíåíöèðîâàíèå, åñëè â
íåé ñóùåñòâóåò êîïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ è äëÿ äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ a, b âñåãäà èìååòñÿ îáúåêò ab, íàçûâàå-
ìûé êîýêñïîíåíöèàëîì, è ñòðåëêà ev◦ : b → ab + a (êîîöåíêà),
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà c è ñòðåëêè g : b → c + a ñóùå-
ñòâóåò ñòðåëêà ğ : ab → c, òàêàÿ, ÷òî (ğ + ida) ◦ ev◦ = g.

Êàê ïðèìåð êàòåãîðèè ñ ýêñïîíåíöèðîâàíèåì îáû÷íî ðàññìàò-
ðèâàþò àëãåáðó Ãåéòèíãà, âçÿòóþ êàòåãîðíî (òî åñòü êàê êàòå-
ãîðèþ ïðåäïîðÿäêà ñ ïðîèçâåäåíèÿìè è êîïðîèçâåäåíèÿìè), ãäå
ýêñïîíåíöèàëîì áóäåò èìïëèêàöèÿ Ãåéòèíãà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïñåâ-
äîäîïîëíåíèåì a îòíîñèòåëüíî b (ñì. [1]). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
êàòåãîðèè ñ êîýêñïîíåíöèðîâàíèåì â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü àëãåáðó Áðàóýðà, ãäå â ðîëè êîýêñïîíåíöèàëà âû-
ñòóïàåò áðàóýðîâñêàÿ èìïëèêàöèÿ a ⇐= b, ÿâëÿþùàÿñÿ ïñåâäî-
ðàçíîñòüþ b è a (ñì., íàïðèìåð, [2]). Íàêîíåö, ïðèìåðîì êàòå-
ãîðèè ñ ýêñïîíåíöèðîâàíèåì è êîýêñïîíåíöèðîâàíèåì áóäåò òàê
íàçûâàåìàÿ àëãåáðà Ãåéòèíãà�Áðàóýðà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
àëãåáðó Ãåéòèíãà, ïîïîëíåííóþ áðàóýðîâñêîé èìïëèêàöèåé (ñì.
[18]).

Êîíå÷íî, â êàòåãîðèè Set êîíñòðóêöèÿ êîýêñïîíåíöèàëà áó-
äåò âûãëÿäåòü ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé, íàïðèìåð, ìû ìîæåì èñ-
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ïîëüçîâàòü ñ ýòîé öåëüþ òàê íàçûâàåìûå àíòèôóíêöèè (ñîãëàñ-
íî [16] àíòèôóíêöèÿ g⊥ : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøå-
íèåì ìåæäó X è Y , ÷üèì îáðàòíûì îòíîøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ
g : Y → X). Âîîáùå, åñëè ìû ìîæåì ñ êàæäûì ïåðåâîäîì èç
îäíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû â äðóãóþ ñâÿçàòü îòíîøåíèå (àíòè-
ôóíêöèþ), òî ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü êîíñòðóê-
öèþ êîýêñïîíåíöèàëà. À â ñëó÷àå, êîãäà àíòèôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé ôóíêöèåé (åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îòíîøåíèé), êîíñòðóêöèÿ
êîýêñïîíåíöèàëà ïðåâðàùàåòñÿ â êîíñòðóêöèþ, ïîëó÷åííóþ ñ
ïîìîùüþ îáðàòíûõ ôóíêöèé.

Òåõíèêà ñåìàíòèêè âîçìîæíîé ïåðåâîäèìîñòè (ñì. [9]) ïîä-
ñêàçûâàåò íàì êîíñòðóêöèþ êîýêñïîíåíöèàëà â Log.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 27. Êîýêñïîíåíöèàëîì äâóõ ñèãíàòóð Σ1 è Σ2

ÿâëÿåòñÿ ñèãíàòóðà Σ2Σ1 ñ ôóíêöèåé êîîöåíêè ev◦ : Σ1 → Σ2Σ1⊕
⊕Σ2 òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N:

• (Σ2Σ1)k åñòü ìíîæåñòâî O = {On}n∈N ðåëÿöèîííûõ áè-
íàðíûõ îïåðàòîðîâ è ÿçûê ðåëÿöèîííûõ ôîðìóë LO ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî o(c2, c1) äëÿ âñåõ o ∈ O è
c1 ∈ Σk

1, c2 ∈ Σk
1;

• (ev◦)k ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ïðè÷åì (ev◦)k(c1) = o(c2, c1)
èëè (ev◦)k(c1) = c2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ãäå o ∈ O , c1 ∈
Σk

1, c2 ∈ Σk
1).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 28. Êîýêñïîíåíöèðîâàíèåì ìîðôèçìà ñèãíà-
òóð g : Σ1 → Σ3⊕Σ2 ÿâëÿåòñÿ ñèãíàòóðà Σ2Σ1⊕Σ2 ñ ìîðôèçìîì
ğ : Σ2Σ1 → Σ3, òàêèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N:

• (ğ + idΣ2) ◦ ev◦ = g;

• gk(c1) =
{

(ev◦)k(c1), åñëè(ev◦)k(c1) ∈ Σk
2

ğ((ev◦)k(c1)) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

×òîáû ðàññìîòðåòü âîçìîæíóþ ïåðåâîäèìîñòü â Log, íàì
òðåáóþòñÿ êîíñòðóêòîðû è îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé
èç îáåèõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Âíîâü ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå ìåòàïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ñäåëàòü êîíñòðóê-
öèþ òî÷íîé.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 29. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áó-
äóò ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà âîçìîæíîé ïåðåâîäèìîñòüþ
èç L1 â L2 áóäåò 〈Σ2Σ1 ⊕ Σ2,`(1,2)〉, ãäå `(1,2) îçíà÷àåò `(1,2):

2
L

ev◦(Σ1)∪Σ2Σ1 → 2
L

ev◦(Σ1)∪Σ2Σ1 è ev◦ åñòü ìîðôèçì êîîöåíêè â
Sig.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 30. Âîçìîæíûå ïåðåâîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ êî-
ýêñïîíåíöèàëàìè â Log.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Êîîöåíêà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ìîðôèç-
ìîì â Log ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5. 2) Óíèâåðñàëüíîñòü. Ïóñòü
g : Σ1 → Σ3⊕Σ2 áóäóò ìîðôèçìàìè â Log. Ïóñòü ğ : Σ2Σ1 → Σ3

áóäåò åäèíñòâåííûì ìîðôèçìîì â Sig, òàêèì, ÷òî (ğ + idΣ2) ◦
ev◦ = g. Òðèâèàëüíûì îáðàçîì ğ ÿâëÿåòñÿ òàêèì åäèíñòâåííûì
ìîðôèçìîì â Log, ÷òî (ğ + idΣ2) ◦ ev◦ = g. q.e.d.

Ìû ìîæåì óëó÷øèòü è óòî÷íèòü ïåðåâîä, íàëàãàÿ îãðàíè÷å-
íèÿ íà ñâîáîäíûå ðàñøèðåíèÿ ìîðôèçìîâ ìåæäó äâóìÿ äàííû-
ìè ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.
ÏÐÈÌÅÐ 31. Âîçìîæíàÿ ïåðåâîäèìîñòü òðåõçíà÷íîé ëîãèêèP1

â êëàññè÷åñêóþ ëîãèêó.
Ðàññìîòðèì ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû (ñì. [9]):

• L3 = 〈Σ1,`1〉 (òðåõçíà÷íîå ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîå èñ÷èñ-
ëåíèå P1), ãäå Σ0

1 åñòü ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ, Σ1

1 = {¬3}, Σ2
1 = {⊃3,∧3,∨3} è `1 ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè P1;

• LPC = 〈Σ2,`2〉 (êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà), ãäå Σ0
2 åñòü ìíî-

æåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, Σ1
2 = {¬}, Σ2

2 =
= {⊃,∧,∨} è `2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåä-
ñòâèé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ïåðåâîä g : L3 → L3 ⊕ LPC ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü â
÷àñòè, êàñàþùåéñÿ Σ2, êàê g(¬3) = ¬, g(⊃3) =⊃, g(∧3) = ∧,
g(∨3) = ∨. Ñâîáîäíîå ðàñøèðåíèå ìîðôèçìà g : Σ1 → Σ3 ⊕ Σ2

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

• g(p) = p äëÿ àòîìàðíîãî p,

• g(¬3ϕ) = ¬g(ϕ) äëÿ íåàòîìàðíîé ϕ,
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• g(ϕ ⊃3 ψ) = g(ϕ) ⊃ g(ψ).

Ñâîáîäíàÿ ïåðåâîäèìîñòü L3 â LPC åñòü ýêñïîíåíöèàë
〈Σ2Σ1 ⊕ Σ2,`(1,2)〉 è ìû îïðåäåëÿåì

• ğ(o1(ϕ, p)), ğ(o2(ψ, p)), g[Γ] `3⊗2 p â ñëó÷àå, åñëè ğ(o1(ϕ, p)),
g[Γ] `3⊗2 p èëè ğ(o2(ψ, p)), g[Γ] `3⊗2 p (äëÿ àòîìàðíîãî p),

• ğ(o1(ϕ, p)), ğ(o2(ψ, p)), g[Γ] `3⊗2 g(¬3p) åñëè ğ(o1(ϕ, p)),
g[Γ] `3⊗2 g(¬3p) èëè ğ(o2(ψ, p)), g[Γ] `3⊗2 g(¬3p) (äëÿ àòî-
ìàðíîãî p),

• ğ(o1(σ,¬3ϕ)), ğ(o2(ψ,¬3ϕ)), g[Γ] `3⊗2 g(¬3ϕ) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ğ(o1(σ,¬3ϕ)), ğ(o2(ψ,¬3ϕ)), g[Γ] 03⊗2 g(ϕ)
(äëÿ íåàòîìàðíîé ϕ),

• ğ(o1(σ, ϕ ⊃3 ψ)), ğ(o2(τ, ϕ ⊃3 ψ)), g[Γ] `3⊗2 g(ϕ ⊃3 ψ) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ğ(o1(σ, ϕ ⊃3 ψ)), ğ(o2(τ, ϕ ⊃3

ψ)), g[Γ] 03⊗2 g(ϕ) èëè ğ(o1(σ, ϕ ⊃3 ψ)), ğ(o2(τ, ϕ ⊃3 ψ)),
g[Γ] `3⊗2 g(ψ) (äëÿ ëþáûõ ϕ è ψ).

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîäîáíûå óñëîâèÿ äàþò íàì ñèíòàêñè÷å-
ñêóþ âåðñèþ ñåìàíòèêè âîçìîæíîé ïåðåâîäèìîñòè èç [9], åñëè
ìû îïðåäåëèì Γ `∗1 A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g[Γ] `3⊗2 g(B)
äëÿ âñåõ ïåðåâîäîâ g.

5 Log êàê äîïîëíÿþùèé òîïîñ
Íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ ìû ìîæåì ïðèéòè ê
âûâîäó, ÷òî Log ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå áèïîëíîé êàòåãîðè-
åé (â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó L1 = 〈Σ,`〉, ãäå Σ0

1 = {>} è Σk
1 = ∅ äëÿ

k > 0, à ` ÿâëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî ∅` = {>}, â òî âðåìÿ êàê çà
íà÷àëüíûé îáúåêò ïðèíèìàåòñÿ ïóñòàÿ ñèãíàòóðà). Åäèíñòâåí-
íîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â îòëè÷èå îò Set
ìû ïîëó÷àåì íå äåêàðòîâó çàìêíóòîñòü (ïîñêîëüêó Log íå äî-
ïóñêàåò ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ), íî ëèøü êîäåêàðòîâó çàìêíóòîñòü.
Êîíå÷íî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ýêñïîíåíöèàë, ñòðîÿ åãî èç òåõ îò-
íîøåíèé èç êîíñòðóêöèè êîýêñïîíåíöèàëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûìè îòíîøåíèÿìè (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé äóàëèçà-
öèåé ìîðôèçìîâ). Íî â ýòîì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàë îêàçûâàåòñÿ
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÷àñòè÷íîé êîíñòðóêöèåé � ñèòóàöèÿ, ñðàçó æå îòëè÷àþùàÿñÿ
îò îáû÷íîãî êàòåãîðíîãî ñïîñîáà ðàññìîòðåíèÿ.

Òåì íå ìåíåå ýòî åùå íå îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, íåñìîòðÿ
íà òî ÷òî äåêàðòîâà êîçàìêíóòîñòü Log, ïî-âèäèìîìó, çàêðûâà-
åò äîðîãó äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ â íóæíîì íàì íàïðàâ-
ëåíèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî íåò íè ìàëåéøåé âîçìîæ-
íîñòè ïîëó÷èòü ñòðóêòóðó òîïîñà â Log, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ òîïîñà, ïîñëåäíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêàðòîâî
çàìêíóòóþ êàòåãîðèþ ñ êëàññèôèêàòîðîì ïîäîáúåêòîâ.

Íî çäåñü íà ïîìîùü ïðèõîäèò èíòåðåñíûé ôàêò, êàñàþùèéñÿ
êëàññèôèêàòîðà ïîäîáúåêòîâ: Ê.Ìîðòåíñåí â [15] ââåë ïîíÿòèå
äîïîëíÿþùåãî êëàññèôèêàòîðà êàê èíñòðóìåíòà ðàññìîòðåíèÿ
ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîñòè â òåîðèè òîïîñîâ. Åãî îïðåäåëåíèå âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 32. Â êàòåãîðèè C äîïîëíÿþùèé êëàññèôèêà-
òîð ÿâëÿåòñÿ C-ñòðåëêîé false : 1 → Ω, ãäå äëÿ ëþáîé ìî-
íîñòðåëêè f : a ½ b èìååòñÿ îäíà è òîëüêî îäíà C-ñòðåëêà
b → Ω, îáîçíà÷àåìàÿ χ̄f , ïðåâðàùàþùàÿ ñëåäóþùóþ äèàãðàììó
â àìàëüãàìèðîâàíèå â C,

fa - b

χ̄f

?
1 - Ω

?

false

Ìîðòåíñåí ïîêàçàë, ÷òî äîïîëíÿþùèé êëàññèôèêàòîð â òîïîñå
Set íåîòëè÷èì (ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-êàòåãîðíûõ ìåòîäîâ) îò
ñòàíäàðòíîãî êëàññèôèêàòîðà ïîäîáúåêòîâ, ÷òî îíè èçîìîðô-
íû. Òàêèì îáðàçîì, â Set âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ïàðàíåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòü ââèäó íàëè÷èÿ îáîèõ òèïîâ êëàññèôèêàòîðîâ ïîäîáú-
åêòîâ. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 33. Äîïîëíÿþùèå òîïîñû îòâå÷àþò ïàðàíå-
ïðîòèâîðå÷èâîé ëîãèêå, îñíîâûâàþùåéñÿ íà áðàóýðîâîé àëãåáðå,
àíàëîãè÷íî òîìó êàê òîïîñû îòâå÷àþò èíòóöèîíèñòñêîé ëî-
ãèêå, îñíîâûâàþùåéñÿ íà àëãåáðå Ãåéòèíãà.

Ïîñêîëüêó òîïîñû îòâå÷àþò èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå, îòðà-
æàÿ ñòðóêòóðó àëãåáðû Ãåéòèíãà â ñòðîåíèè êëàññèôèêàòîðà
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ïîäîáúåêòîâ, òî â äîïîëíÿþùåì òîïîñå äîïîëíÿþùèé êëàññè-
ôèêàòîð îòðàæàåò ñîîòâåòñòâåííî ñòðóêòóðó áðàóýðîâîé àëãåá-
ðû. Îòñþäà íàì òðåáóåòñÿ êàê ðàç äîïîëíÿþùèé êëàññèôèêà-
òîð, à ïîñêîëüêó Log íå ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòîé êàòåãî-
ðèåé, òî, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ïðèñóòñòâèå îáû÷íîãî êëàññèôèêà-
òîðà ïîäîáúåêòîâ íåîáÿçàòåëüíî. Èíûìè ñëîâàìè, Log äîëæíà
áûòü ëèøü äîïîëíÿþùèì òîïîñîì, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò äåêàðòî-
âî êîçàìêíóòóþ êàòåãîðèþ ñ äîïîëíÿþùèì êëàññèôèêàòîðîì.
Êàê ñëåäñòâèå íàì íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî äèàãðàììó äî-
ïîëíÿþùåãî êëàññèôèêàòîðà Ìîðòåíñåíà.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 34. Log ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿþùèì òîïîñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Ω = 〈Σ,`〉, ãäå Σ0
1 = {>,⊥}, Σ1

1 =
{¬},Σ2

1 = { ⇐= ,∧,∨}, à ` ñîîòâåòñòâóåò ≤ â áðàóýðîâîé àëãåáðå
(â ÷àñòíîñòè, ∅` = {⊥}). Ïîñêîëüêó 1 = 〈Σ,`〉, ãäå Σ0

1 = {>} è
Σk

1 = ∅ äëÿ k > 0, à ` òàêîâ, ÷òî ∅` = {>}, òî false(>) =⊥.
Îñòàëüíîå î÷åâèäíî. q.e.d.

Âûðàæàÿñü áîëåå òî÷íî, Log áóäåò ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûì
äîïîëíÿþùèì òîïîñîì. Ôàêòè÷åñêè ýòà ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà
íàêëàäûâàåòñÿ íà óíèâåðñóì óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè, åñëè ìû â
êà÷åñòâå ïîñëåäíåé ïîäðàçóìåâàåì îáùóþ òåîðèþ ëîãè÷åñêèõ
ñèñòåì. È êîíå÷íî æå, ïîëó÷åííàÿ ñòðóêòóðà íå èñ÷åðïûâàåò
âñåõ âîçìîæíîñòåé äàëüíåéøåãî àíàëèçà, îêîí÷àòåëüíî çàêðû-
âàÿ òåìó èññëåäîâàíèÿ.
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