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abstract. In this paper, we prove functional completeness of the
four-valued logic of Rogowski by reduction to several well-known fun-
ctionally complete systems by using J. Slupecki's completeness criterion.
We also indicate the bases of this logic.

Ëîãèêà íàïðàâëåííîñòè è èçìåíåíèÿ, ñîçäàííàÿ Ðîãîâñêèì, �
÷åòûðåõçíà÷íàÿ [8]. Îí àêñèîìàòèçèðîâàë ýòó ëîãèêó, äîêàçàë
åå êîððåêòíîñòü, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü, ïîëíîòó è íåçàâèñèìîñòü
ñèñòåìû àêñèîì.

Ìíå íå èçâåñòíû ðàáîòû, â êîòîðûõ ýòà ëîãèêà ðàññìàòðèâà-
ëàñü áû êàê ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Çàäàòü ëîãèêó êàê ôóíê-
öèîíàëüíóþ ñèñòåìó � îçíà÷àåò óêàçàòü ñèñòåìó èñõîäíûõ
ôóíêöèé è îïåðàöèþ (ñóïåðïîçèöèþ) íàä ìíîæåñòâîì èñõîäíûõ
ôóíêöèé òàê, ÷òîáû ïîñðåäñòâîì ýòèõ ôóíêöèé è èõ ñóïåðïîçè-
öèé áûëè îïðåäåëÿåìû âñå äðóãèå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå îïå-
ðàöèè ñóïåðïîçèöèè áóäåò äàíî íèæå. Ïðè èññëåäîâàíèè ëîãè-
êè Ðîãîâñêîãî êàê ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìû áóäåì çàíèìàòüñÿ
äâóìÿ åñòåñòâåííûìè çàäà÷àìè. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ýòîé ëîãèêè ôóíêöèîíàëüíî
ïîëíîé, âî-âòîðûõ, âûäåëèì ëèøü òå áàçèñû â ìíîæåñòâå âñåõ
ôóíêöèé ëîãèêè Ðîãîâñêîãî, êîòîðûå îïðàâäàíû (íå ðàçðóøàþò
ñîäåðæàòåëüíîé îñíîâû ýòîé ëîãèêè).

Èñõîäíûìè ñèíòàêñè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè ëîãèêè íàïðàâëåííî-
ñòè èçìåíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èìïëèêàöèÿ è îïåðàòîð âîçíèêíîâåíèÿ
¾B¿, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ ¾âîçíèêàåò òàê, ÷òî. . . ¿, ãäå âìåñòî òî-
÷åê ïîäñòàâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, ò.å. â ýòîé
ëîãèêå èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûé ñïèñîê ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ áóêâ. ×åðåç èñõîäíûå ïîíÿòèÿ îïðåäåëåíèÿìè ââîäÿòñÿ
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äðóãèå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è îïåðàòîðû. Äàäèì íåêîòîðûå âàæ-
íûå îïðåäåëåíèÿ ëîãèêè íàïðàâëåííîñòè.

(D1) ∼ p ≡Df BBp � ¾íå åñòü òàê, ÷òî p¿;

(D2) Èp ≡Df B ∼ p � ¾èñ÷åçàåò òàê, ÷òî p¿;

(D3) p ∧ g ≡Df∼ (p →∼ g);

(D4) Tp ≡Df p∧È(p ∧ Bp) ∧ B(p∧Èp) � ñèëüíîå óòâåðæäåíèå:
¾èñòèííî, ÷òî p¿;

(D5) p ∨ g ≡Df∼ (∼ p∧ ∼ g) =∼ p → g;

(D6) Óp ≡Df T (p ∨Bp) � ¾óæå åñòü òàê, ÷òî p¿;

(D7) Ep ≡Df T (p∨Èp) � ¾åùå åñòü òàê, ÷òî p¿.

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêà íàïðàâëåííîñòè èç-
ìåíåíèÿ äåäóêòèâíî ñèñòåìàòèçèðóåò âûñêàçûâàíèÿ î ïåðåõîäå
â ãåãåëåâñêîì ñìûñëå (íàïðàâëåííûå èíòåðâàëû). Îíè âûäåëÿ-
þòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè âûñêàçûâàíèé (åñòü òàê, ÷òî p;
íå åñòü òàê, ÷òî p), (íå åñòü òàê, ÷òî p; åñòü òàê, ÷òî p). Îïå-
ðàòîðû B,È , E,Ó , êàê ðàç è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ ïåðåõîäà. Ñåìàíòè÷åñêîå çíà÷åíèå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è
îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ òàáëèöàìè èñòèííîñòè.

Âûäåëåííûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ¾3¿ � èñòèíà. Îñòàëüíûå
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ òàê: ¾2¿ � ïîäèñòèíà;
¾1¿ � ïîäëîæü; ¾0¿ � ëîæü.

Òàáëèöà 1
p ∼ p Tp Bp Èp Óp Ep p → g 3 2 1 0
3 0 3 1 2 3 3 3 3 2 1 0
2 1 0 3 0 3 0 2 3 2 1 1
1 2 0 0 3 0 3 1 3 2 2 2
0 3 0 2 1 0 0 0 3 3 3 3

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî êàê ôóíêöèîíàëü-
íîé ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ f(x1, · · · , xn) îò n-àðãóìåíòîâ íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèåé ÷åòûðåõçíà÷íîé ëîãèêè, åñëè åå àðãóìåíòû îïðå-
äåëåíû íà ìíîæåñòâå Ã4 = {3, 2, 1, 0} è ñàìà ôóíêöèÿ ïðèíè-
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ìàåò çíà÷åíèå èç òîãî æå ìíîæåñòâà. Ôóíêöèè ëîãèêè Ðîãîâ-
ñêîãî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ åå òàáëèöàìè èñòèííîñòè, ò.å.
â êàæäîé ñòðî÷êå òàáëèöû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òó èëè èíóþ
ôóíêöèþ, âíà÷àëå çàäàåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ôóíêöèè, çà-
òåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïîñòðî÷íûõ íàáîðàõ. Åñëè ôóíêöèÿ f
è ôîðìóëà Ô èìåþò îäíó è òó æå òàáëèöó èñòèííîñòè, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà Ô ïðåäñòàâëÿåò (ðåàëèçóåò) ôóíêöèþ f .
Ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû Ô1 è Ô2, ïðåäñòàâëÿþùèå îäíó è òó æå
ôóíêöèþ, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ò.å. Ô1 è Ô2 èìåþò ñîâ-
ïàäàþùèå òàáëèöû èñòèííîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â îòëè÷èå îò
òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåíèå äàííîé ôóíêöèè
ôîðìóëîé íå åäèíñòâåííî.

Íèæå îòîæäåñòâëÿþòñÿ çíàêè è íàçâàíèÿ íåêîòîðûõ ëîãè÷å-
ñêèõ ñâÿçîê è îïåðàòîðîâ ëîãèêè Ðîãîâñêîãî ñî çíàêàìè è íà-
çâàíèÿìè ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì ñèñòåìó èñõîäíûõ ôóíêöèé óêàçàííîé ëîãèêè ÷å-
ðåç F = {→, B}.

Ñóïåðïîçèöèåéôóíêöèé íàçûâàåòñÿ îáðàçîâàíèå íîâûõ ôóíê-
öèé èç ìíîæåñòâà èñõîäíûõ ôóíêöèé ÷åðåç à) îïåðàöèþ ïåðå-
èìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (â ÷àñòíîñòè, èõ îòîæäåñòâëåíèÿ) è á)
îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè íåêîòîðîé ôóíêöèè âìåñòî àðãóìåíòîâ
êàêîé-òî ôóíêöèè � èñõîäíîé èëè îáðàçîâàííîé èç èñõîäíûõ �
(â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàíîâêîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè âìåñòî ñîá-
ñòâåííîãî àðãóìåíòà)(ñì.: [2, ñ. 33]).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé îò n-àðãóìåíòîâ (n =
0, 1, 2, · · · , n − 1) ëîãèêè Ðîãîâñêîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç R4. Êîí-
ñòàíòíûå ôóíêöèè (êîíñòàíòû) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè,
çàâèñÿùèå îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àÿ è íóëü
ïåðåìåííûõ [1, ñ. 88]. Îáðàçóåì ñóïåðïîçèöèÿìè îòäåëüíûå ôóíê-
öèè èç R4. Íåêîòîðûå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé êîïèðóþò âûøå-
óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ.

1. ∼ x = (3− x) � îòðèöàíèå;

2. È(x) = B(∼ x) � ¾èñ÷åçàåò, ÷òî. . . ¿;

3. x ∨ y = màõ(x, y) � äèçúþíêöèÿ;

4. x ∧ y = min(x, y) � êîíúþíêöèÿ.
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Ââåäåì êîíñòàíòíûå ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå
íà âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ êàêîå-òî îäíî çíà÷åíèå: 3, ëèáî 2,
ëèáî 1, ëèáî 0. Ââåäåì ñîãëàøåíèå: â ìíîãîêðàòíûõ ïîäñòàíîâ-
êàõ ôóíêöèè B(x) (è ôóíêöèèÈ(x)) íà ìåñòî ñîáñòâåííîãî àðãó-
ìåíòà ñêîáêè îïóñêàþòñÿ, íàïðèìåð B(B(x)) çàïèñûâàåòñÿ êàê
BB(x), êðîìå òîãî, î÷åâèäíûå ñêîáêè òàêæå îïóñêàþòñÿ.

5. 3 = x ∨B(x) ∨BB(x) ∨BBB(x) � êîíñòàíòà 3;

6. 1 = B(3) � êîíñòàíòà 1;

7. 0 = B(1) � êîíñòàíòà 0;

8. 2 = B(0) � êîíñòàíòà 2.

Îïðåäåëèì â R4 ôóíêöèè Ðîññåðà-Òþðêåòòà.

9. J3(x) = BB[x → [B(x → BBB(x)) → B(x → B(x))]];

10. J2(x) = J3(B(x));

11. J1(x) = J3(BBB(x));

12. J0(x) = J3(BB(x)).

Ââåäÿ ïåðåìåííóþ i, ïðèíèìàþùóþ âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà Ã4 = {0, 1, 2, 3}, ìû ïîëó÷èì èçâåñòíóþ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ:

Ji(x) =





3, åñëè x = i

0, åñëè x 6= i.

Îïðåäåëèì ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé Ðîññåðà-
Òþðêåòòà äðóãèå ôóíêöèè, èãðàþùèå îãðîìíóþ ðîëü â ëîãèêå
Ðîãîâñêîãî.

13. Ó(x) = J2(x) ∨ J3(x); � ¾óæå åñòü òàê, ÷òî. . . ¿.

14. E(x) = J1(x) ∨ J3(x), � ¾åùå åñòü òàê, ÷òî. . . ¿.

15. x∩ y = (Ó (x) ∧ E(y)) ∨ (E(x)∧Ó (y)), � ¾x è âìåñòå ñ òåì
y¿.
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16. x∩ ∼ x = J1(x) ∨ J2(x), � ¾x è âìåñòå ñ òåì íå-x¿ �
ãåãåëåâñêàÿ êîíúþíêöèÿ.

Ïðîâåðêà âñåõ ðàâåíñòâ (1)�(16) îñóùåñòâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè è ñòðîåíèþ ñóïåðïî-
çèöèé (ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ), ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ââîäÿòñÿ
ôóíêöèè (ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ).

Äàëüøå ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðîâåðêå ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíî-
òû R4. Ïðèñïîñîáèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè
òåîðåì ê ñèìâîëàì ëîãèêè èçìåíåíèÿ è íàïðàâëåííîñòè, êîòî-
ðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà.

Ñèñòåìà ôóíêöèé F = {→, B} â R4 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íî ïîëíîé, åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç R4 ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé
ôóíêöèé èç F ýòîé ñèñòåìû [7, ñ. 58].

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k-çíà÷íûõ, â òîì ÷èñëå è 4-çíà÷íûõ ëîãèê,
èìååòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðîâåðêè ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé.
Êîìïàêòíîå îïèñàíèå ýòèõ ñïîñîáîâ äàíî, íàïðèìåð, â [1, ñ. 97].

Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè âñåõ ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ â R4: ñèñòåìà ôóíêöèé èç R4 ïîëíà â R4 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ. Ïîíÿòèå ïðåäïîëíîãî êëàññà ñòàíäàðòíîå [7,
ñ. 78�79]. Ýòîò ñïîñîá ïðàêòè÷åñêè ìàëîïðèãîäåí, òàê êàê íàäî
ôàêòè÷åñêè èìåòü âñå ïðåäïîëíûå êëàññû, êîòîðûõ ó íàñ íåò;
èõ ÷èñëî ðàâíî 82 (ñì.: [3, ñ. 106]).

Âòîðîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì
ñâåäåíèÿ ê çàâåäîìî ïîëíûì ñèñòåìàì.

Íàêîíåö, òðåòèé ñïîñîá ïðîâåðêè ñèñòåì ôóíêöèé íà ïîëíî-
òó ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé è ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ è ïðèíèìàþùàÿ âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ã4. Ýòè
ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèÿì (ïðèçíàêàì) ïîë-
íîòû: êðèòåðèÿì Å. Ñëóïåöêîãî, Ñ.Â. ßáëîíñêîãî, À. Ñàëîìàà.
Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî êðèòåðèé À. Ñàëîìàà ê íàøåìó ñëó÷àþ
íåïðèìåíèì, òàê êàê îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè ïîëíîòû
ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, èìåþùèõ íå ìåíåå 5-òè èñòèííîñòíûõ çíà-
÷åíèé. Íóæíûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé
F = {→, B} â R4 ïðîâåäåì ìåòîäîì ñâåäåíèÿ ê çàâåäîìî ïîë-
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íûì ñèñòåìàì ïîñðåäñòâîì êðèòåðèÿ Ñëóïåöêîãî.
Äîêàçàòåëüñòâî ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû ñ ïîìîùüþ ìåòî-

äà ñâåäåíèÿ ê çàâåäîìî ïîëíûì ñèñòåìàì ïîêîèòñÿ íà òåîðåìå,
ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé èìååòñÿ â [5, ñ. 30�31].
Îíà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ äâóõçíà÷íîé ëîãèêè, íî àâòîìàòè÷å-
ñêè ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè, òàê êàê ïîíÿòèå ñó-
ïåðïîçèöèè ôóíêöèé îäèíàêîâî äëÿ äâóõçíà÷íûõ è ìíîãîçíà÷-
íûõ ëîãèê.
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü äàíû äâå ñèñòåìû ôóíêöèé èç ÷åòûðåõ-
çíà÷íîé ëîãèêè (à) F1 = {f1, f2, . . . } è (á) F = {g1, g2, . . . }, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (à) ïîëíà è êàæ-
äàÿ åå ôóíêöèÿ ïîëó÷åíà ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé
èç ñèñòåìû (á). Òîãäà ñèñòåìà (á) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé F = {→, B} â R4 ôóíêöèî-
íàëüíî ïîëíàÿ.

Èìååì ñèñòåìó (á) F = {→, B} â R4, íàäî íàéòè òàêóþ ñèñòå-
ìó (à), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíî ïîëíîé. Â ìíîæåñòâå R4 òàêàÿ ïîäñèñòåìà èìååòñÿ:
ýòî 4-çíà÷íûé âàðèàíò ñèñòåìû Ðîññåðà è Òþðêåòòà.

(a). F1 = {x ∨ y, x ∧ y, J3(x), J2(x), J1(x), J0(x), 3, 2, 1, 0}.
Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (à) ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèåé ôóíê-

öèé èç ñèñòåìû (á): ýòî ðàâåíñòâà (3)�(12). Äîêàçàòåëüñòâî
ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû ñèñòåìû F1 [4, ñ. 48] ïîêîèòñÿ íà òîì
ôàêòå, ÷òî â ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêå èìååòñÿ àíàëîã ñîâåðøåííîé
äèçúþíêòèâíî íîðìàëüíîé ôîðìû (ñ.ä.í.ô.).

f(x1, . . . , xn) =
∨

(δ1,...,δn)

[(Jδ1(x1)∧ . . .∧Jδn(xn))∧f(δ1, . . . , δn) 6= 0]

Äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì 4-çíà÷íûì íàáîðàì δ1, . . . , δn

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëè-
íó n. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â 2-çíà÷íîé ëîãèêå [5, ñ.
15-16]. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ åñòü ôîðìóëà ëîãèêè Ðî-
ãîâñêîãî íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé èç F1, ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ôóíê-
öèÿ, êîòîðóþ ïðåäñòàâëÿåò ôîðìóëà. Ëþáàÿ, îòëè÷íàÿ îò òîæ-
äåñòâåííî ëîæíîé, ôîðìóëà ëîãèêè Ðîãîâñêîãî, êîòîðàÿ ïðåä-
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ñòàâëÿåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), ïðåîáðàçóåìà â ñ.ä.í.ô., è òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû F = {→, B} è F1 = {x∨y, x∧y, J3(x),
J2(x), J1(x), J0(x), 3, 2, 1, 0} óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåîðå-
ìû 1, çíà÷èò ñèñòåìà F = {→, B} ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîë-
íîé.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñèñòåìà Ïîñòà Ï4 = {¬,∨} � ôóíêöè-
îíàëüíî ïîëíàÿ [5, ñ. 48-50]. Ñâåäåì ïðîâåðêó ïîëíîòû F =
{→, B} ê ïîëíîòå Ï4. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèçúþíêöèÿ
x ∨ y = max(x, y) åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé èç F = {→, B},
ýòà äèçúþíêöèÿ ðàâíîçíà÷íà ïîñòîâñêîé äèçúþíêöèè. Íî â ëî-
ãèêàõ Ðîãîâñêîãî è Ïîñòà ðàçëè÷íûå òèïû îòðèöàíèÿ. Â ïåðâîé
èñïîëüçóåòñÿ îòðèöàíèå â âèäå ñèììåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé (∼ x = 3 − x), âî âòîðîé � öèêëè÷å-
ñêîãî ñäâèãà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé (¬x = x + 1(mod 4)). Íà-
äî îïðåäåëèòü ïîñòîâñêîå îòðèöàíèå ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèè
ôóíêöèé èç F = {→, B}.
¬x = (J0(x)∧È(x)) ∨ ((J1(x)∧ ∼ x) ∨ J2(x)) = (J0(x) →

B(x)) → (BB(J2(x)) → BB(J1(x) → x))

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ
òàáëèö èñòèííîñòè ïî ñòðóêòóðå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé â ïðà-
âîé ÷àñòè, ò.å. ïîëó÷èì x = {0, 3, 2, 1} ïðè x = {3, 2, 1, 0}. Òàêèì
îáðàçîì, ñèñòåìà (à) Ï4 = {¬,∨} è ñèñòåìà (á) F = {→, B} âû-
ïîëíÿþò óñëîâèÿ òåîðåìû 1, çíà÷èò F = {→, B} ôóíêöèîíàëüíî
ïîëíà.

Â ëîãèêå Ðîãîâñêîãî öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàþò
îäíîìåñòíûå (îäíîàðãóìåíòíûå) ôóíêöèè B(x), È(x), Ó (x),
E(x). Íî äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû R4 ìåòîäîì ñâåäåíèÿ ê çàâå-
äîìî ïîëíûì ñèñòåìàì íè÷åãî íå ãîâîðèò î ôóíêöèîíàëüíûõ
ñâîéñòâàõ óïîìÿíóòûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé ëîãèêè èçìåíå-
íèÿ è íàïðàâëåííîñòè. Êðèòåðèé Å. Ñëóïåöêîãî, äîïîëíåííûé
óñëîâèÿìè íà ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå çàäàþòñÿ
òåîðåìîé Ñ. Ïèêàð (Sophie Piccard), ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, èñ-
ñëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïîëíîòó â ìíîæåñòâå îäíîìåñòíûõ
ôóíêöèé.

Äàäèì íóæíûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ Ñëóïåöêîãî îáî-
çíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê R4.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(1)
4 ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé

â R4, èõ ÷èñëî ðàâíî 44 = 256; S4 � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðèíèìàåò âñå ÷åòûðå çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè, èõ ÷èñëî ðàâíî
4! = 24; ýòîìó ìíîæåñòâó, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè
B(x), È(x), ∼ x. Íî ôóíêöèè Ó(x) è E(x) ïðèíàäëåæàò äðóãîìó
ìíîæåñòâó: ìíîæåñòâó îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, ¾âûïóñêàþùèõ¿
õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé èñòèííîñòè èç Ã4.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ âûïóñêàåò õîòÿ
áû îäíî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, åñëè ñîâîêóïíîñòü åå çíà÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Ã4 = {0, 1, 2, 3},
ò.å. f(Ã4) 6=Ã4. Ìíîæåñòâî îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, âûïóñêàþ-
ùèõ õîòÿ áû îäíî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, åñòü äîïîëíåíèå ìíî-
æåñòâà ðàçíîçíà÷íûõ ôóíêöèé â ìíîæåñòâå âñåõ îäíîìåñòíûõ
ôóíêöèé: CS4 = R(1)

4 \S4.
Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn) èç R4 ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xk, åñëè íàéäóòñÿ äâà íàáîðà èñòèííîñò-
íûõ çíà÷åíèé α1 = (α1, . . . , αk−1, β1, αk+1, . . . , αn) è α2 = (α1, . . . ,
αk−1, β2, αk+1, . . . , αn), β1 6= β2 òàêèõ, ÷òî f(α1) 6= f(α2) [7, ñ. 57].
Ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) íàçîâåì ñóùåñòâåííîé, åñëè îíà ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé è ïðèíèìàåò
âñå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ã4.
ÒÅÎÐÅÌÀ 3 (êðèòåðèé Å. Ñëóïåöêîãî). Cèñòåìà ôóíêöèé
R(1)

4 ∪ {→} ïîëíà â R4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
→ ñóùåñòâåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàíî â [9]. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü,
÷òî ñèñòåìà F = {→, B} ïîäïàäàåò ïîä êðèòåðèé Ñëóïåöêîãî.
¾Ïîäïàäàåò¿ îçíà÷àåò, ÷òî F èìååò âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè è
ôóíêöèÿ → ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Ñàìà æå ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïîëíîòà, ò.å. ñóùåñòâîâàíèå âñåõ îñòàëüíûõ ôóíêöèé (íàðÿäó ñ
îäíîìåñòíûìè) â R4, ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé.

Ëåãêî ïðîâåðèòü ïî òàáëèöå èñòèííîñòè, ÷òî ôóíêöèÿ → ñó-
ùåñòâåííàÿ. Ïî êðèòåðèþ Ñëóïåöêîãî íàäî ôàêòè÷åñêè èìåòü
âñå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, èõ ÷èñëî, êàê îòìå÷àëè, ðàâíî
256. Íåêîòîðûå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè â R4 ïîñòðîåíû, íî ÷òîáû
ïîëó÷èòü âåñü ñïèñîê îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé R(1)

4 ïîñðåäñòâîì
ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé èç F = {→, B}, íàäî ïðîâåñòè îãðîìíîå
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÷èñëî âû÷èñëåíèé. ×òîáû èçáåæàòü óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé,
Ñ. Ïèêàð ïðåäëîæèëà íåñêîëüêî ñèñòåì îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â R(1)

4 . Ïîçæå îáñóæäàëèñü è äðó-
ãèå ñèñòåìû ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé, äîñòàòî÷íûå äëÿ
ïîðîæäåíèÿ âñåõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé [4]. Èñïîëüçóåì ôóíê-
öèè Ïèêàð, ñëåäóÿ [5, ñ. 64-65], íî èçìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 4 (Ñ. Ïèêàð). Âñå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî èç
R4 ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû ÷åòûðüìÿ ôóíêöèÿìè.

J0i(x) =





i, åñëè x = 0;
0, åñëè x = i(i = 1, 2, 3);
x â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

h(x) =





1, åñëè x = 0;
x, åñëè x 6= 0.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè â R(1)
4 èìåþòñÿ, ò.å. îïðåäåëèì

ýòè ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé ëîãèêè Ðîãîâ-
ñêîãî:

f01(x) = (x ∧B(x))∨ ∼ [(∼ x ∧B(x)) ∨ J1(x) ∨ J2(x)];
f02(x) = [(x∧ ∼ x)∧È(x)]∨ ∼ [J1(x) ∨ J2(x) ∨ (È(x)∧ ∼ x)];
f03(x) = [(x∧ ∼ x)∧È(x)]∨ ∼ [J1(x) ∨ J3(x) ∨ (x∧ ∼ x)];
h(x) = x ∨ ((È(x) ∧B(x) ∧ J0(x)).
Ïðîâåðêà ðàâåíñòâ ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé

ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ òåîðåìîé Ñ. Ïèêàð, è ïî ñòðóêòóðå ñó-
ïåðïîçèöèé ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ.

Ñèñòåìà ôóíêöèé foi = (f01, f02, f03) ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî S4

âñåõ ðàçíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Äîêàæåì ïîëíîòó ñèñòåìû ôóíêöèé {foi} = {f01, f02, f03} â

S4 èíäóêöèåé ïî i(1 ≤ i ≤ 3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû èñ-
ïîëüçóåì ñâîéñòâî ôóíêöèé foi(x), çàäàâàåìîå èõ îïðåäåëåíèÿ-
ìè: foi(x) ≡ x, åñëè x 6= i è x 6= 0. Ê òîìó æå èç ÷åòûðåõçíà÷-
íîñòè ôóíêöèé ëîãèêè Ðîãîâñêîãî ÿñíî, ÷òî foi(x) ≡ x èìååò
ìåñòî íà äâóõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà (îòëè÷íûõ îò ¾0¿ è ¾i¿).

Óñòàíîâèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ s(x) èç S4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ s(x) ≡ x ïðè x > i 6= 3 (è õ < i, åñëèi = 3) ïîðîæäàåòñÿ
ñèñòåìîé ôóíêöèé foi.
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Áàçèñ èíäóêöèè: i = 1. Òîãäà óñëîâèå s(x) ≡ x ïðè x > 1
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ s(x) òîæäåñòâåííà íà ïîñòðî÷íûõ íàáî-
ðàõ àðãóìåíòîâ ¾2¿ è ¾3¿. Èç òðåõ ôóíêöèé {f01, f02, f03} òîëüêî
ôóíêöèÿ f01 ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âûäåëåííûõ óêà-
çàííûì ñâîéñòâîì, òàê êàê ôóíêöèÿ f02 (ïî åå îïðåäåëåíèþ)
íå ñîõðàíÿåò òîæäåñòâî s(x) ≡ x íà àðãóìåíòå ¾2¿, à ôóíêöèÿ
f03 (ïî îïðåäåëåíèþ) íå ñîõðàíÿåò òîæäåñòâî s(x) ≡ x íà àðãó-
ìåíòå ¾3¿. Òåì ñàìûì áàçèñ èíäóêöèè äîêàçàí.

Èíäóêòèâíîå äîïóùåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì ïîä-
ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç S4, ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé f02. Íàäî äî-
êàçàòü, ÷òî îñòàëüíûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà S4 ïîðîæäàþòñÿ
f03, ò.å. i = 3.

Ñíà÷àëà íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîðîæäà-
åìûõ ôóíêöèåé f03, îòëè÷àåòñÿ (íå ïåðåñåêàåòñÿ) îò òåõ ìíî-
æåñòâ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ôóíêöèÿìè f01 è f02.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f03 íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèåé ôóíêöèé f01 è f02, ò.å. f03(x) 6= f01(f02(x))[f03(x) 6=
f02(f01(x))]. Èç áàçèñà èíäóêöèè èçâåñòíî, ÷òî âñå ôóíêöèè, çà-
äàííûå f01, ñîõðàíÿþò òîæäåñòâî s(x) ≡ x íà çíà÷åíèÿõ àðãó-
ìåíòîâ ¾2¿ è ¾3¿, ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ èìååì, ÷òî âñå
ôóíêöèè, ïîðîæäåííûå ôóíêöèåé f02, äàþò òîæäåñòâî s(x) ≡ x
íà çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ ¾3¿ è ¾1¿. Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ ôóíê-
öèé èç ýòèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé ñîõðàíÿåò òîæäåñòâî íà àðãó-
ìåíòå ñî çíà÷åíèåì ¾3¿. Íî f03 íå ñîõðàíÿåò òîæäåñòâî (ïî îïðå-
äåëåíèþ f03) íà àðãóìåíòå ñî çíà÷åíèåì ¾3¿. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, ïîðîæäàåìîå f03, íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ìíîæåñòâà-
ìè ôóíêöèé, ïîðîæäàåìûõ ôóíêöèÿìè f01 è f02. Óñëîâèå s(x) ≡
x ïðè x < 3 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé òîæäåñòâåí-
íî íà íàáîðàõ àðãóìåíòîâ ñî çíà÷åíèåì ¾2¿ è ¾1¿. Íî ìíîæå-
ñòâî ôóíêöèé, âûäåëåííîå ýòèì óñëîâèåì, ïîðîæäàåòñÿ ôóíê-
öèåé f03. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé {foi} =
{f01, f02, f03} â S4 çàâåðøåíî.

Ôóíêöèè Â(x),È(x),∼ x è ¬x � ðàçíîçíà÷íûå ôóíêöèè, è,
ñòàëî áûòü, âûðàçèìû ôóíêöèÿìè èç foi: B(x) = f01(f03(f02(x)));
È(x) = f02(f03(f01(x))); ∼ x = f03(f02(f01(f02(x))); ¬x =
f03(f02(f01(x))).

Ôóíêöèÿ h(x) (ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé èç S4) ïîçâîëÿ-
åò çàäàòü ëþáóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà CS4, ò.å. ìíîæåñòâî
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ôóíêöèé, âûïóñêàþùèõ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå èñòèííîñòè èç
ìíîæåñòâà Ã4 = {0, 1, 2, 3}. Âûäåëèì òå ôóíêöèè èç S4, êîòî-
ðûå íàì îñîáî ïîíàäîáÿòñÿ â ïîðîæäåíèè ìíîæåñòâà ôóíêöèé
èç CS4: È(x), B(x), ∼ (x), f12(x) = f01(f02(f01(x))), f13(x) =
f01(f03(f03(x))).

f12(x) =





1, åñëè x = 2;
2, åñëè x = 1;
x â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ.

f13(x) =





1, åñëè x = 3;
3, åñëè x = 1;
x â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, âûïóñêàþùèõ õîòÿ áû îäíî çíà÷å-
íèå èñòèííîñòè èç ìíîæåñòâà Ã4 = {0, 1, 2, 3}, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
â òàêèõ ôóíêöèÿõ èìååòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïîâòîðÿþùèõ-
ñÿ (îäèíàêîâûõ) çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè. Íàïðèìåð, â ôóíêöèÿõ
f1(x) = (1, 2, 1, 3), f2(x) = (1, 2, 3, 2), f3(x) = (3, 2, 3, 1) âûïóùå-
íî çíà÷åíèå ¾0¿ è ñîîòâåòñòâåííî ïîâòîðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ (1, 1),
(2, 2) è (3, 3).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî j (1 ≤ j ≤ 3), ãäå
j � ÷èñëî, âûïóñêàåìûõ â ôóíêöèÿõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé.
Óñòàíîâèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ p(x) èç CS4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ¾èìåòü îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ¿, çàäàåòñÿ
ôóíêöèåé h(x) (ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé èç CS4).

Áàçèñ èíäóêöèè j = 1. Èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: (à). Âûïóñêàåò-
ñÿ çíà÷åíèå ¾0¿ è ïîâòîðÿþòñÿ â ôóíêöèÿõ èñòèííîñòíûå çíà-
÷åíèÿ � (1, 1), (2, 2) è (3, 3), ò.å. p0(x) = p1

0(x) ∪ p2
0(x) ∪ p3

0(x),
ãäå íèæíèé èíäåêñ óêàçûâàåò êàêîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âû-
ïóñêàåòñÿ, à âåðõíèå èíäåêñû ïîêàçûâàþò, êàêèå èñòèííîñòíûå
çíà÷åíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
â êîòîðîì âûïóùåíî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ¾0¿, ñîñòîèò èç òðåõ
ïîäìíîæåñòâ ôóíêöèé. (á). Âûïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ¾1¿ è ïîâòî-
ðÿþòñÿ â ôóíêöèÿõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ � (0, 0), (2, 2) è
(3, 3), ò.å. p1(x) = p0

1(x) ∪ p2
1(x) ∪ p3

1(x). (â). Âûïóñêàåòñÿ çíà-
÷åíèå ¾2¿ è ïîâòîðÿþòñÿ â ôóíêöèÿõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ �
(0, 0), (1, 1) è (3, 3), ò.å. p2(x) = p0

2(x) ∪ p1
2(x) ∪ p3

2(x). (ã). Âûïóñ-
êàåòñÿ çíà÷åíèå ¾3¿ è ïîâòîðÿþòñÿ â ôóíêöèÿõ èñòèííîñòíûå
çíà÷åíèÿ � (0, 0), (2, 2) è (1, 1), ò.å. p3(x) = p0

3(x)∪ p2
3(x)∪ p1

3(x).
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (à). Ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà ôóíê-
öèè h(x) êàæäóþ ôóíêöèþ èç êëàññà S4. Òîãäà â òàê ïîëó÷åí-
íîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé ïîÿâÿòñÿ ïàðû òàêèõ ôóíêöèé, êîòî-
ðûå ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèé. Íàïðèìåð,
ðàçëè÷íûå ôóíêöèè â S4 sk(x) = (3, 0, 2, 1) è sk(x) = (3, 1, 2, 0)
â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè îêàæóòñÿ îäèíàêîâûìè � h(sk(x)) =
h(se(x)) = (3, 1, 2, 1). Îñòàâèì ïî îäíîé ôóíêöèè èç êàæäîé ïà-
ðû. Õîòÿ ìîæíî äåéñòâîâàòü èíà÷å: èç S4 ïðåäâàðèòåëüíî âûáè-
ðàþòñÿ ôóíêöèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óêàçàííûå ïîâòîðû ïðè
ïîäñòàíîâêå âìåñòî àðãóìåíòà h(x) íå âñòðå÷àëèñü. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì êëàññ p1

0(x) âñåõ ôóíêöèé, â êîòîðûõ âî âñåâîçìîæ-
íûõ êîìáèíàöèÿõ ïîâòîðÿåòñÿ çíà÷åíèå ¾1¿, òàê êàê ìíîæåñòâî
S4, èç êîòîðîãî ñîáñòâåííî è ïîëó÷èëè p1

0(x) ïîñðåäñòâîì h(x),
ñîäåðæèò (ââèäó ïîëíîòû S4) ôóíêöèè ñ âñåâîçìîæíûìè ïî-
ñòðî÷íûìè íàáîðàìè èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ¾0¿ è ¾1¿. Îñòà-
ëîñü ïîëó÷èòü p2

0(x) è p3
0(x). Ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà ôóíê-

öèè f12(x) êàæäóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà p1
0(x), â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì âñå ôóíêöèè êëàññà p2
0(x). Ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà

ôóíêöèè f13(x) êàæäóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà p1
0(x), â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì âñå ôóíêöèè êëàññà p3
0(x). Ñëó÷àé (à) äîêàçàí, ò.å.

p0(x) = p1
0(x) ∪ p2

0(x) ∪ p3
0(x).

(á). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåì ôóíêöèþ
È(x) = f02(f03(f01(x))) è âñå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå â ñëó÷àå (à).
Ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà È(x) êàæäóþ ôóíêöèþ èç ìíîæå-
ñòâà p1

0(x), ïîëó÷èì âñå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç p3
1(x), ò.å. ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé, â êîòîðûõ âûïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ¾1¿ è ïîâòî-
ðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ (3, 3). Ñîêðàùåííî ýòè ïîäñòàíîâêè çàïèøåì
È(p1

0(x)) = p3
1(x). Äàëüøå ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà È(x)

êàæäóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà p2
0(x), ïîëó÷èì âñå ìíîæåñòâî

ôóíêöèé èç p0
1(x), ò.å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé, â êîòîðûõ âûïóñ-

êàåòñÿ çíà÷åíèå ¾1¿ è ïîâòîðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ (0, 0). Ñîêðàùåí-
íî ýòè ïîäñòàíîâêè çàïèøåì È(p2

0(x)) = p0
1(x). Íàêîíåö, ïîä-

ñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà È(x) êàæäóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà
p3
0(x), ïîëó÷èì âñå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç p2

1(x), ò.å. ìíîæå-
ñòâî ôóíêöèé, â êîòîðûõ âûïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ¾1¿ è ïîâòî-
ðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ (2, 2). Ñîêðàùåííî ýòè ïîäñòàíîâêè çàïèøåì
È(p3

0(x)) = p2
1(x). Ñëó÷àé (á) çàâåðøåí, ò.å. èìååì p1(x) = p0

1(x)∪
p2
1(x) ∪ p3

1(x).
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(â). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåì ôóíêöèþ
B(x) = f01(f03(f02(x))) è âñå ôóíêöèè ñëó÷àÿ (à). Âñå íóæíûå
ïîäñòàíîâêè çàïèøåì ñîêðàùåííî: B(ð1

0(x)) = p0
2(x)); B(p2

0(x)) =
p3
2(x)); B(p3

0(x)) = p1
2(x)), ò.å. áûëè ïîëó÷åíû âñå ôóíêöèè, â êî-

òîðûõ âûïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ¾2¿ è ïîâòîðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ (0, 0),
(1, 1) è (3, 3) � p2(x) = p0

2(x) ∪ p1
2(x) ∪ p3

2(x).
(ã). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåì ôóíê-

öèþ ∼ x = f03(f02(f01(f02(x)))) è âñå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå
â ñëó÷àå (à). Âñå íóæíûå ïîäñòàíîâêè çàïèøåì ñîêðàùåííî:
∼ (p1

0(x)) = p2
3(x); ∼ (p2

0(x)) = p1
3(x); ∼ (p3

0(x)) = p0
3(x), ò.å. ïîëó-

÷èëè âñå ôóíêöèè, â êîòîðûõ âûïóùåíî çíà÷åíèå ¾3¿ è ïîâòîðÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿ (0, 0), (1, 1) è (2, 2) � p3(x) = p0

3(x)∪p2
3(x)∪p1

3(x).
Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëó÷àè áàçèñà èíäóêöèè äîêàçàíû.
Èíäóêòèâíîå äîïóùåíèå i = 2. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èìåþòñÿ âñå

ôóíêöèè, âûïóñêàþùèå ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ (ëèáî 0 è 1, ëèáî 0 è
2, è ò.ä.), ìîæåì ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, âûïóñêà-
þùèõ òðè çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè ((0, 1, 2), ëèáî (0, 1, 3) ëèáî (0,
2, 3), ëèáî (1, 2, 3)), ò.å. ïîëó÷èì âñå êîíñòàíòíûå ôóíêöèè.

Ñðåäè ôóíêöèé, âûïóñêàþùèõ äâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿ,
èìåþòñÿ ôóíêöèè, âûïóñêàþùèå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ¾2¿ è
¾3¿, íàïðèìåð ôóíêöèÿ fk = (0, 1, 1, 1). Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé
h(fk(x)) äàåò êîíñòàíòó 1, ò.å. ôóíêöèþ, âûïóñêàþùóþ èñòèí-
íîñòíûå çíà÷åíèÿ (0, 2, 3). Íåòðóäíî ïîëó÷èòü îñòàâøèåñÿ êîí-
ñòàíòíûå ôóíêöèè.

Òàê êàê ôóíêöèè Ó (x) è E(x) âûïóñêàþò èñòèííîñòíûå çíà-
÷åíèÿ ¾1¿ è ¾2¿, òî èõ ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð ïîñðåä-
ñòâîì òàêèõ ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé: Ó (x) = ¬ (¬ (h ∼ (h(x))))
è E(x) = ¬ (¬ (f12(h(∼ h(B(x)))))).

Èòàê, ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç F = {→, B} áûëà îïðåäå-
ëåíà ñèñòåìà îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé {foi, h(x)}, êîòîðàÿ ïîðîæ-
äàåò ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé R(1)

4 . Ôóíêöèÿ →
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé F = {→, B}
óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Å. Ñëóïåöêîãî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíî ïîëíîé â R4.

Äîêàæåì, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Å. Ñëóïåöêîãî, ÷òî ñèñòåìà
ôóíêöèé F3 = {→,Ó , E} íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé â
R4. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîêàçàòü, ÷òî F3 ïîðîæäàåò íå âñå ìíîæå-
ñòâî îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, à ëèøü åãî ÷àñòü, ò.å. ñîáñòâåííîå
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ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R(1)
4 .

Ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé èç F3 îáðàçóåì íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòî-
ìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò êîíñòàíòà 3 (íàïðèìåð, ïîëó÷åííàÿ
ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé → è Ó : Ó (x) →Ó (x)), òîæäåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ (3 → x ≡ x), à òàêæå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé,
âûïóñêàþùèå çíà÷åíèÿ ¾0¿ èëè ¾1¿, èëè ¾2¿ è ïðèíèìàþùèå
ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ ñòðî÷êàõ çíà÷åíèÿ ¾3¿. Íî ìû íå ïî-
ëó÷èì íè îäíîé îäíîìåñòíîé ôóíêöèè, â êîòîðîé âûïóñêàåòñÿ
çíà÷åíèå ¾3¿ èç E4. Ïîêàæåì ýòî. Ïî àíàëîãèè ñ òðåõçíà÷íîé
ëîãèêîé [6, ñ. 110] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò èñ-
òèííîñòíîå çíà÷åíèå 3, åñëè f(3, 3, . . . , 3) = 3. Âñå òðè ôóíêöèè
{→,Ó , E} ñîõðàíÿþò èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå 3, òîãäà è ñóïåðïî-
çèöèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîõðàíÿåò èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå 3 (äîêà-
çàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ñëó÷àå äâóõçíà÷íîé ëîãèêè (ñì.: [5,
ñ. 34])). Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, ïîðîæäà-
åìûõ ñèñòåìîé ôóíêöèé èç F3 = {→,Ó , E}, íåò, ïî ìåíüøåé
ìåðå, ôóíêöèé, âûïóñêàþùèõ èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ¾3¿ èç Ã4.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F3 = {→,Ó , E} íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî
ïîëíîé.
ÒÅÎÐÅÌÀ 5. F = {→, B} åñòü áàçèñ R4.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ââåäåì ðÿä èçâåñòíûõ ïî-
íÿòèé. Ïóñòü F ⊂ R4. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé F íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå [F ], êîòîðîå ñîñòîèò èç ôóíê-
öèé ìíîæåñòâà F è ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
ôóíêöèé ìíîæåñòâà F ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèè. Åñëè [F ] =
F , òî F íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé F íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì, åñëè [F ] = R4. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé F+ íàçûâà-
åòñÿ íåïîëíûì â R4, åñëè [F+] 6= R4. Áàçèñîì íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, ò.å. òàêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé,
óäàëåíèå èç êîòîðîé ëþáîé ôóíêöèè äåëàåò ñèñòåìó íåïîëíîé.

Çàôèêñèðóåì, ÷òî ñèñòåìà F = {→, B} ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíî ïîëíîé. Åå ïîëíîòà áûëà óñòàíîâëåíà ìåòîäîì ñâåäåíèÿ
ê çàâåäîìî ïîëíûì ñèñòåìàì è ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ Å. Ñëó-
ïåöêîãî.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) F 1 = {B}; 2) F 2 = {→}. Â ïåðâîì
ñëó÷àå èìååì [B(x)] = {B(x),∼ x,È(x), x}, ò.å. ëþáàÿ ñóïåðïî-
çèöèÿ ôóíêöèè B(x) äàåò îäíó èç ÷åòûðåõ óêàçàííûõ ôóíêöèé.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [F 1] 6= R4. Áîëåå òî÷íî, [F 1] 6= S4, ò.å. F 1

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äàæå â ìíîæåñòâå ðàçíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
(S4 ⊂ R(1)

4 ⊂ R4). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî [F 2] 6= R4.
Ñóììèðóåì: F = {→, B} � ïîëíàÿ ñèñòåìà, F 1 = {B} è F 2 =

{→} � íåïîëíûå, çíà÷èò, F = {→, B} åñòü áàçèñ â R4.
Óêàæåì åùå ïÿòü áàçèñíûõ ñèñòåì ôóíêöèé ëîãèêè Ðîãîâñêî-

ãî. Íà çàäàíèå áàçèñîâ ââåäåì îãðàíè÷åíèÿ, äèêòóåìûå ñîäåð-
æàòåëüíûìè ïðåäïîñûëêàìè ëîãèêè èçìåíåíèÿ è íàïðàâëåííî-
ñòè. Â ëîãèêå Ðîãîâñêîãî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèñòåìàòèçè-
ðóþòñÿ ãåãåëåâñêèå âûñêàçûâàíèÿ î ïåðåõîäå ïðåäìåòà èç îä-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå; ôóíêöèè B,Ó , E,È êàê ðàç è ïðåä-
íàçíà÷åíû äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé, â êîòîðûõ
÷òî-òî óòâåðæäàåòñÿ ëèáî îòðèöàåòñÿ î ñâîéñòâàõ ïåðåõîäà. Ñè-
ñòåìà ôóíêöèé F3 = {→,Ó , E} íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â R4, òàê
êàê îíà � ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå � íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â
R4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè Ó (x) è E(x) îïðåäåëèìû ÷å-
ðåç èìïëèêàöèþ è ôóíêöèè B(x) èëè È(x), ïîýòîìó âêëþ÷åíèå
èõ â áàçèñ èçáûòî÷íî. Ôóíêöèè B(x) è È(x) âçàèìîîïðåäåëè-
ìû � È(x) = B(∼ x); B(x) =È(∼ x), è ñîâïàäàþò êàê çàì-
êíóòûå êëàññû [B(x)] = {B(x),∼ x,È(x), x} = [È(x)]. Ââèäó
ýòîãî ñðåäè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â áàçèñ, äîëæíû áûòü ýòè ôóíê-
öèè. Ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé îáðàçóþò áàçèñ: F1 = {∨, B};
F2 = {∧, B}; F3 = {→,È}; F4 = {∨,È}; F5 = {∧,È} � ïðè
ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ (D3) è (D5). Ìîæíî ïîëó÷èòü
è äðóãèå áàçèñû, íàïðèìåð: {→ (ïëþñ) ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà
îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, ÷åðåç êîòîðûå âûðàçèìà ôóíêöèÿ B(x)
èëè È(x)}, íî âûçûâàåò áîëüøèå ñîìíåíèÿ, ÷òî åùå êàêàÿ-ëèáî
ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü îáîñ-
íîâàíà ñîäåðæàòåëüíûìè ïðåäïîñûëêàìè ëîãèêè èçìåíåíèÿ è
íàïðàâëåííîñòè.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ãàâðèëîâ Ã.Ï., Ñàïîæåíêî À.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìà-

òèêå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.
[2] Ãèíäèêèí Ñ.Ã. Àëãåáðà ëîãèêè â çàäà÷àõ. Ì.: Íàóêà, 1972.
[3] Êàðïåíêî À.Ñ. Ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè. Ëîãèêà è êîìïüþòåð. Âûï. 4. Ì.: Íàó-

êà, 1997.
[4] Ñàëîìàà À. Íåêîòîðûå êðèòåðèè ïîëíîòû äëÿ ìíîæåñòâ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷-

íîé ëîãèêè // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Âûï. 8. Ì.: Ìèð, 1964. Ñ. 7-32.
[5] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. Ì.: Íàóêà, 1986.



132 Í.È. Ñòåøåíêî

[6] ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ãàâðèëîâ Ã.Ï., Êóäðÿâöåâ Â.Ã. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè è
êëàññû Ïîñòà. Ì.: Íàóêà, 1966.

[7] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñòðîåíèÿ â k-çíà÷íîé ëîãèêå // Òðóäû
ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ. 1958. Ò. 51. Ñ. 5-142.

[8] Rogowski L.S. Logika kierunkowa a heglowska teza o sprzeczno�sci
zmiany. Toru�n, 1969.

[9] Slupecki J. A criterion of fullness of many-valued systems of propositional
logic // Studia logica. Vol. XXX. 1972. P. 153-157.


