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abstract. We consider the Continuous Logic and its algebras and
present the basic laws of quasiboolean algebra of continuous logic. We
also discuss the di�erence between �nite-valued logic and continuous
logic.

1 Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
íåïðåðûâíîé ëîãèêè ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äëÿ êî-
ëè÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ óñòðîéñòâ è ñèñòåì. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì â äàííîé ñòàòüå-îáçîðå äàíî îáùåå îïèñàíèå íåïðå-
ðûâíîé ëîãèêè, åå çàäà÷ è ìåòîäîâ, è îïðåäåëåíû åå îñíîâíûå
îïåðàöèè. Îïèñàíà àëãåáðà íåïðåðûâíîé ëîãèêè, ïåðå÷èñëåíû
åå îñíîâíûå ôóíêöèè ñ 1, 2 è 3 ïåðåìåííûìè. Èçëîæåíû çà-
êîíû ýòîé ëîãèêè, îòìå÷åíî èõ îòëè÷èå îò çàêîíîâ äèñêðåòíîé
äâóçíà÷íîé ëîãèêè. Ïðåäñòàâëåíû ïðîáëåìû ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ
íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé îò çàäàííîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ è ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Ïî-
êàçàíî îòëè÷èå ýòèõ ôîðì îò ñîîòâåòñòâóþùèõ â äâóçíà÷íîé ëî-
ãèêå. Îïèñàíû ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ
ôóíêöèé è èõ äåêîìïîçèöèè íà ôóíêöèè ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïå-
ðåìåííûõ. Îòìå÷åíû îñîáåííîñòè ýòèõ ïðîöåäóð ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè â äâóçíà÷íîé ëîãèêå. Äàíû ïîñòàíîâêè è ìå-
òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà è ñèíòåçà íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Èçëîæåíû îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ëîãèêè. Ïîêàçàíî íàëè÷èå ó
ëþáîé íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ
íå ñóùåñòâóåò. Îïèñàíà ïðîáëåìà ïîëíîòû äëÿ íåïðåðûâíîé ëî-
ãèêè, èìåþùèåñÿ çäåñü ðåçóëüòàòû è èõ îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ
â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.
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Íåïðåðûâíàÿ ëîãèêà (ÍË) ââîäèòñÿ êàê åñòåñòâåííîå îáîáùå-
íèå äèñêðåòíîé ëîãèêè (ÄË). Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî çàêîíîâ
ÄË îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ ÍË. Îäíàêî îïåðàöèþ îòðèöàíèÿ ÍË
íåëüçÿ îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà äîïîëíåíèåì, êàê, íà-
ïðèìåð, â äâóçíà÷íîé ëîãèêå, ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëèñü çàêîíû
èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ïðîòèâîðå÷èÿ. Ïîýòîìó ñòðóêòóðíî
ÍË ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äâóçíà÷íîé ÄË. Ýòî è íåïðå-
ðûâíîñòü ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì îòëè÷èÿì ÍË
îò ÄË â íîìåíêëàòóðå ðåøàåìûõ çàäà÷ è ìåòîäèêå èõ ðåøåíèÿ.
Íà ñåãîäíÿ ÍË ñëîæèëàñü êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ íàó÷íàÿ äèñöè-
ïëèíà, õàðàêòåð êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïîòðåáíîñòÿìè åå ãàðìî-
íè÷íîãî ðàçâèòèÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû è ïîòðåáíî-
ñòÿìè åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé, îõâàòûâàþùèõ ÷óòü ëè
íå âñå îáëàñòè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: ìàòåìàòèêà (àïïðîê-
ñèìàöèÿ ôóíêöèé, ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ ìíîæåñòâ, òåîðèÿ ÷èñåë,
èíòåðâàëüíûé àíàëèç); òåõíèêà (ðàñ÷åò ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé;
ñèíòåç ôóíêöèîíàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ è ÀÖÏ, ðàñ÷åò àíàëîãî-
âûõ è öèôðîâûõ óñòðîéñòâ, ìîäåëèðîâàíèå ôîðìû äåòàëåé; íà-
äåæíîñòü, äèàãíîñòèêà è òåõíè÷åñêîå îáñëóæèâàíèå); ñèñòåìû
(òåîðèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è àíàëèç
ñöåí, ïðèíÿòèå ðåøåíèé, îáðàáîòêà èíôîðìàöèè, ñèíõðîíèçà-
öèÿ); ýêîíîìèêà (äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ, òåîðèÿ ðàñïèñàíèé,
ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì), áèîëîãèÿ (ìîäåëèðîâà-
íèå íåéðîííûõ ñòðóêòóð), ñîöèîëîãèÿ (ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè-
êè ïîâåäåíèÿ êîëëåêòèâà); ïîëèòîëîãèÿ (ìîäåëèðîâàíèå äèíà-
ìèêè îáùåñòâà), èñòîðèÿ (ìîäåëèðîâàíèå ïîòîêîâ èñòîðè÷åñêèõ
ñîáûòèé). Âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ îáëàñòÿõ ïðèìåíåíèå ÍË
ïîçâîëèëî ëèáî âïåðâûå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è, ëèáî ïðèéòè ê ðåøåíèþ, ñóùåñòâåííî ëó÷øåìó, ÷åì èçâåñò-
íûå, â îòíîøåíèè îáîçðèìîñòè ïðè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è
è/èëè òðóäîåìêîñòè åå ðåøåíèÿ.

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ÍË ÿâëÿþòñÿ: 1) ïåðå÷èñëåíèå âñåõ
ôóíêöèé ÍË ñ äàííûì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ; 2) ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé ÍË â ñòàíäàðòíîé ôîðìå (â ò.÷. îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå); 3) âûäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ÍË; 4) ìèíèìèçà-
öèÿ è äåêîìïîçèöèÿ ôóíêöèé ÍË; 5) àíàëèç è ñèíòåç ôóíêöèé
ÍË; 6) ðåøåíèå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ÍË; 7) äèôôåðåíöèðî-
âàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé ÍË; 8) óñòàíîâëåíèå ïîëíîòû
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ñèñòåìû ôóíêöèé ÍË. Çàäà÷è 1�4 ïî ïîñòàíîâêå (è ÷àñòè÷íî ïî
ìåòîäàì ðåøåíèÿ) àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì ÄË.
Çàäà÷è 5�8 ñïåöèôè÷íû äëÿ ÍË.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ÍË èñïîëüçóþò ðÿä ïðÿ-
ìûõ ìåòîäîâ: 1) âû÷èñëåíèå òàáëèöû çíà÷åíèé ëîãè÷åñêîãî âû-
ðàæåíèÿ; 2) ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ âûðà-
æåíèé; 3) ñî÷ëåíåíèå ÷àñòíûõ ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé â îáùåå;
4) ðàñ÷ëåíåíèå îáùåãî ëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ íà íåñêîëüêî
÷àñòíûõ. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþò ìåòîä ïîãðóæåíèÿ àëãåáðû
ÍË â áîëåå îáùóþ äèñòðèáóòèâíóþ ñòðóêòóðó, ñ ïðèâëå÷åíèåì
ìåòîäîâ òåîðèè ñòðóêòóð.

2 Îáùåå îïèñàíèå íåïðåðûâíîé ëîãèêè
Ïóñòü C = [A,B] çàìêíóòûé èíòåðâàë ñ ñåðåäèíîé M = (A +
B)/2. Îñíîâíûå îïåðàöèè ÍË îïðåäåëÿþòñÿ íà C â âèäå

(1)
a ∨ b = max(a, b) (äèçúþíêöèÿ),
a ∧ b = min(a, b) (êîíúþíêöèÿ),

a = 2M − a (îòðèöàíèå).

Çíàê ∧ ÷àñòî íå ñòàâèòñÿ. Ðåæå â êà÷åñòâå áàçîâûõ âûáèðàþò
îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ a ⊃ b = (a + b) ∧ B, èìïëèêàöèè a → b =
a ∨ b, ýêâèâàëåíòíîñòè (a ≡ b) = (a ∨ b)(a ∨ b), íåýêâèâàëåíòíî-
ñòè (a 6 ≡b) = ab ∨ ab, Øåôôåðà a|b = ab, Âåááà a ↓ b = a ∨ b,
ïðîòèâîðå÷èÿ (a 6= a) = aa, òàâòîëîãèè (a ≡ a) = a ∨ a, çàïðåòà
(a→b) = ab. Àëãåáðû, îáðàçóåìûå ìíîæåñòâîì C âìåñòå ñ òåìè
èëè èíûìè áàçîâûìè îïåðàöèÿìè íà íåì, íàçûâàþòñÿ àëãåáðà-
ìè ÍË. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà Cn → C, â ôîðìå ñóïåðïîçèöèè
êîíå÷íîãî ÷èñëà áàçîâûõ îïåðàöèé äàííîé àëãåáðû ÍË, ïðèìå-
íåííûõ ê àðãóìåíòàì x1, ..., xn ∈ C, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ÍË.
×èñëî ôóíêöèé ÍË êîíå÷íî, õîòÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé âèäà
Cn → C ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííàÿ àëãåáðà ÍË � êâàçèáóëåâà àëãåáðà

(2) ∆ = (C;∨,∧, ).

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé ëîãèêè â àëãåáðå (2) íà ëþáîì
íàáîðå àðãóìåíòîâ a1, ..., an ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îäíîãî èç àð-
ãóìåíòîâ èëè åãî îòðèöàíèÿ. Ïîýòîìó çàäàòü òàêóþ ôóíêöèþ



Íåïðåðûâíàÿ ëîãèêà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 93

ìîæíî òàáëèöåé çíà÷åíèé, â êîòîðîé êàæäîìó âàðèàíòó óïî-
ðÿäî÷åíèÿ çíà÷åíèé ìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå òîò àðãóìåíò ai èëè åãî îòðèöàíèå ai, çíà÷åíèå êîòîðîãî
ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ. Îò òàáëè÷íîãî ìîæíî ïåðåéòè ê àíàëèòè-
÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñî÷ëåíåíèÿ.
Îáðàòíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ðàñ÷ëåíåíèÿ.

×èñëî P (n) ôóíêöèé ÍË îò n àðãóìåíòîâ â êâàçèáóëåâîé àë-
ãåáðå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì n âåñüìà áûñòðî: P (0) = 2, P (1) =
6, P (2) = 84, P (3) = 43918. Äëÿ n = 0 ýòè ôóíêöèè-êîíñòàíòû

(3) y0 = A, y1 = B.

Äëÿ n = 1 ýòî êîíñòàíòû y0, y1 è åùå 4 ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòà x

(4) y2 = x, y3 = x, y4 = x ∨ x, y5 = xx.

Äëÿ n = 2 ýòî 2 êîíñòàíòû (3), 8 ôóíêöèé (4), çàâèñÿùèõ îò
îäíîãî àðãóìåíòà (x1 èëè x2), 10 ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ
àðãóìåíòîâ

(5)
y10 = x1 ∨ x2, y11 = x1x2, y12 = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x2),
y13 = x1x2 ∨ x1x2, y14 = x1x2, y15 = x1 ∨ x2,
y16 = x1 ∨ x2, y17 = x1 ∨ x2, y18 = x1x2, y19 = x1x2,

è åùå 64 ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò 2 àðãóìåíòîâ, ïîëó÷àåìûå ñó-
ïåðïîçèöèåé ïåðå÷èñëåííûõ 20 ôóíêöèé, ëèáî ñîñòàâëåíèåì òàá-
ëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè è ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê åå àíàëè-
òè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Äëÿ n = 3 ôóíêöèè ÍË âêëþ÷àþò
âñå óïîìÿíóòûå âûøå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îò 2
àðãóìåíòîâ, è âñå ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå îò 3 àðãó-
ìåíòîâ. Èç ïîñëåäíèõ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû äèçúþíêöèÿ è
êîíúþíêöèÿ

(6) y = x1 ∨ x2 ∨ x3 = max(x1, x2, x3),
y = x1x2x3 = min(x1, x2, x3),

ìåäèàíà è åå îòðèöàíèå (èíâåðñèÿ)

(7) y = med(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3,

y = med(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3,
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ôóíêöèè Øåôôåðà è Âåááà

(8) y = x1x2x3, y = x1 ∨ x2 ∨ x3,

ýëåìåíòàðíûå òðåõìåñòíûå äèçúþíêöèÿ è êîíúþíêöèÿ

(9) y = x1 ∨ x1 ∨ x2 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x3, y = x1x1x2x2x3x3.

Îñòàëüíûå ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå îò 3 àðãóìåí-
òîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèåé ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ôóíê-
öèé ëèáî ñîñòàâëåíèåì òàáëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè è ïîñëåäóþ-
ùèì ïåðåõîäîì ê åå àíàëèòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Àíàëîãè÷-
íî ñòðîÿòñÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèè ÍË îò áîëüøåãî ÷èñëà àðãó-
ìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî P (n) ôóíêöèé ÍË îò n àðãóìåíòîâ ðàñòåò
ïðè óâåëè÷åíèè n ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì ÷èñëî Q(n) ôóíêöèé
äâîè÷íîé ëîãèêè. Íàïðèìåð, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q(0) = 2, Q(1) =
4, Q(2) = 16, Q(3) = 256, ïîëó÷àåì

P (n)
Q(n)

=





1 , n = 0,
1,5 , n = 1,
5,25 , n = 2,

171,55 , n = 3.

Ïîýòîìó èçó÷àòü ñâîéñòâà ôóíêöèé ÍË ïóòåì èõ ïåðåáîðà,
êàê ýòî äåëàåòñÿ â äâîè÷íîé ëîãèêå, íåëüçÿ. Òàê ÷òî îãðàíè÷è-
âàþòñÿ èçó÷åíèåì íàèáîëåå âàæíûõ òèïîâûõ ôóíêöèé ÍË.

Îñíîâíûå îïåðàöèè ÍË âïåðâûå ðàññìîòðåë P. Ìàê-Íîòîí.
Îáùåå îïèñàíèå ÍË è åå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðàçðàáîòàëè
Ñ.À. Ãèíçáóðã, Â.È. Ëåâèí, Ï.Í. Øèìáèðåâ. Îáçîð ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàáîò ïðèâåäåí â [1, 2, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

3 Çàêîíû íåïðåðûâíîé ëîãèêè
ÍË åñòü íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ÄË íà ñëó÷àé íåïðåðûâ-
íîãî ìíîæåñòâà-íîñèòåëÿ C. Ïîýòîìó áîëüøèíñòâî çàêîíîâ ÄË
ñîõðàíÿåòñÿ è â ÍË:

a ∨ a = a, aa = a (òàâòîëîãèÿ),(10)
a ∨ b = b ∨ a, ab = ba (ïåðåìåñòèòåëüíûé),(11)
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(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), (ab)c = a(bc)(12)
(ñî÷åòàòåëüíûé),

a(b ∨ c) = ab ∨ ac, a ∨ bc = (a ∨ b)(a ∨ c)(13)
(ðàñïðåäåëèòåëüíûé),

a ∨ b = ab, ab = a ∨ b (äå Ìîðãàíà),(14)
a ∨ ab = a, a(a ∨ b) = a (ïîãëîùåíèå),(15)

a = a (äâîéíîå îòðèöàíèå),(16)

aA = A, aB = a, a ∨A = a, a ∨B = B(17)
(äåéñòâèÿ ñ êîíñòàíòàìè),

aa(b ∨ b) = aa, aa ∨ (b ∨ b) = b ∨ b(18)
(Êëèíè).

Îäíàêî çàêîíû ïðîòèâîðå÷èÿ è èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî ÄË
çäåñü íå äåéñòâóþò è çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå çàêîíû

(19) aa = M − |a−M | , a ∨ a = M + |a−M | .

Òàê êàê îïåðàöèè ÍË ïðèìåíÿþòñÿ ê íåïðåðûâíûì âåëè÷è-
íàì, åñòåñòâåííî èõ ïðèìåíåíèå ñîâìåñòíî ñ àëãåáðàè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè íàä íåïðåðûâíûìè âåëè÷èíàìè: ñëîæåíèåì è óìíî-
æåíèåì.

Ïðè êîìáèíèðîâàíèè îïåðàöèé ÍË ñî ñëîæåíèåì è óìíîæå-
íèåì ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå çàêîíû � ðàñïðåäåëèòåëüíûé ïðè ñî÷å-
òàíèè äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì

(20)

a + (b ∨ c) = (a + b) ∨ (a + c),
a + (b ∧ c) = (a + b) ∧ (a + c);
a− (b ∨ c) = (a− b) ∧ (a− c),
a− (b ∧ c) = (a− b) ∨ (a− c);

a · (b ∨ c) = a · b ∨ a · c, a · (b ∧ c) = a · b ∧ a · c;
−a · (b ∨ c) = (−a · b) ∧ (−a · c),
−a · (b ∧ c) = (−a · b) ∨ (−a · c);

ãäå a, b, c ïîëîæèòåëüíû;

çàêîí ñïóñêà îòðèöàíèÿ íà ñëàãàåìûå

(21) a + b = a− b = b− a
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è äð. Îïåðàöèè ÍË âûðàæàþòñÿ ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíûõ îïåðà-
öèé � åäèíè÷íîé ôóíêöèè I(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0

èëè ìîäóëÿ |x|.
Òàê, äèçúþíêöèÿ è êîíúþíêöèÿ ÍË âûðàæàþòñÿ â âèäå

(22) a ∨ b = 0, 5[a + b + |a− b|], a ∧ b = 0, 5[a + b− |a− b|].

Ïðîâåðêà çàêîíîâ (10)�(22) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáîðîì âñåõ
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ óïîðÿäî÷åíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ è
óñòàíîâëåíèåì äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ðàâåíñòâ ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè.

Âîçìîæíîñòü âûðàæåíèÿ îïåðàöèé ÍË ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå
îïåðàöèè (ñì. ôîðìóëû (1), (22)) îçíà÷àåò íàëè÷èå ñâÿçåé ìåæ-
äó àëãåáðîé è ëîãèêîé.

Îáîáùàÿ ÄË, ñàìà ÍË åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé äèñòðèáóòèâíîé
ñòðóêòóðû ñ ïñåâäîäîïîëíåíèåì (òî åñòü ñ îïåðàöèåé îòðèöàíèÿ,
êîòîðàÿ íå åñòü äîïîëíåíèå, òàê êàê íå âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû èñ-
êëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ïðîòèâîðå÷èÿ). Çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ
ïåðåìåííûõ ÍË, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó [A,B], èìåþò èí-
òåðïðåòàöèþ, ñõîäíóþ ñ ÄË: ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå x = A (x = B)
ñ÷èòàåòñÿ ìåðîé èñòèííîñòè àáñîëþòíî ëîæíîãî (àáñîëþòíî èñ-
òèííîãî) âûñêàçûâàíèÿ, ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ x, A < x <
B, ñ÷èòàþòñÿ ìåðîé èñòèííîñòè ëþáîãî äðóãîãî âûñêàçûâàíèÿ.

Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàêîíû ÍË äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ C =
[0, 1] óêàçàë P. Ìàê-Íîòîí. Â îáùåì âèäå çàêîíû ÍË èçó÷àëè
Ñ.À. Ãèíçáóðã, Â.È. Ëåâèí è Å.È. Áåðêîâè÷. Îáçîð ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â [1, 2, 4, 6, 8, 12].

4 Ïåðå÷èñëåíèå è ñòàíäàðòèçàöèÿ
íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé

Íàèáîëåå òðàäèöèîííûìè äëÿ ëîãèêè çàäà÷àìè ÍË ÿâëÿþòñÿ
ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ôóíêöèé ÍË ñ äàííûì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ è
ïðåäñòàâëåíèå èõ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ôóíêöèé ÍË â àëãåáðå (2) òðåáóåò óêà-
çàòü äëÿ íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóõýòàïíóþ ïðîöåäóðó: 1) ïåðå÷èñ-
ëåíèå òàáëèö çíà÷åíèé ôóíêöèé (òàáëèöû äëÿ âñåõ ôóíêöèé



Íåïðåðûâíàÿ ëîãèêà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 97

èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ âàðèàíòîâ óïîðÿäî÷å-
íèÿ àðãóìåíòîâ x1, ..., xn è èõ îòðèöàíèé x1, ..., xn, îòëè÷àÿñü
ðàñïðåäåëåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèé, ðàâíûõ xi èëè xi, ìåæäó
âàðèàíòàìè); 2) ïåðåõîä îò òàáëèö ê ñîîòâåòñòâóþùèì àíàëèòè-
÷åñêèì âûðàæåíèÿì ìåòîäîì ñî÷ëåíåíèÿ. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä
ïðè n > 3 çàòðóäíèòåëåí. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþò-
ñÿ îïðåäåëåííûìè êëàññàìè ôóíêöèé ÍË, êîòîðûå âûäåëÿþò ïî
ïðèçíàêó ñõîäñòâà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè ôóíêöèé ÄË,
ïðîñòîòû ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû, âàæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíûõ ôîðì ôóíêöèè ÍË â àëãåáðå (2) ïðè-
íèìàþò äèçúþíêòèâíóþ è êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíûå ôîðìû
(ÄÍÔ è ÊÍÔ). Îíè îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ôîðì äâóçíà÷-
íîé ÄË òåì, ÷òî èõ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè (äèçúþíêöèè)
ìîãóò âìåñòå ñ àðãóìåíòîì xi âêëþ÷àòü è åãî îòðèöàíèå xi (ñì.,
íàïðèìåð, (9)). Ïåðåõîä îò ëþáîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ôóíêöèè ÍË ê åå ÄÍÔ èëè ÊÍÔ àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâó-
þùåìó äëÿ ôóíêöèè äâóçíà÷íîé ÄË. Îí ñîñòîèò â ñëó÷àå ÄÍÔ
â: 1) ñïóñêå îòðèöàíèé íà áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ñîãëàñíî
çàêîíàì (14), (16); 2) ðàñêðûòèè ñêîáîê ñîãëàñíî 1-ìó çàêîíó
(13), â ñëó÷àå ÊÍÔ � â: 1) òàêîì æå ñïóñêå îòðèöàíèé; 2) ââåäå-
íèè ñêîáîê ñîãëàñíî çàêîíó (13). Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè èñïîëüçóþò çàêîíû (10), (15), (18).
ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïåðåéäåì îò ôóíêöèè ÍË, çàäàííîé àíàëèòè÷åñêè,
ê åå ÄÍÔ.

(x1x2 ∨ x2x3)x1x4 = (x1x2 ∨ x2x3)(x1 ∨ x4) =
= x1x2 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 = x1x2 ∨ x1x2x3 ∨ x2x3x4.

Â êà÷åñòâå îäíîçíà÷íûõ ñòàíäàðòíûõ (êàíîíè÷åñêèõ) ôîðì
ôóíêöèé ÍË ïðèíèìàþò êàíîíè÷åñêèå ÄÍÔ è ÊÍÔ. ÄÍÔ îä-
íîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ ÍË, åñëè îíà òóïèêîâàÿ (íåñî-
êðàòèìàÿ) äèçúþíêöèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíê-
öèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ íåðàçëîæèìà â
äèçúþíêöèþ êîíúþíêöèé, åñëè îíà ôóíäàìåíòàëüíà, ò.å. íåïðî-
òèâîðå÷èâà (íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî xi è xi) èëè ïðîòèâîðå-
÷èâà, íî ñîäåðæèò âñå àðãóìåíòû äàííîé ôóíêöèè, â ïðÿìîì
xi èëè èíâåðñíîì xi âèäå. Îòñþäà � àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ëþ-
áîé ÄÍÔ ôóíêöèè ÍË ê êàíîíè÷åñêîé ÄÍÔ: 1) âûäåëèòü â
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ÄÍÔ âñå ôóíäàìåíòàëüíûå êîíúþíêöèè; 2) êàæäóþ íåôóíäà-
ìåíòàëüíóþ êîíúþíêöèþ k (îíà ïðîòèâîðå÷èâà è ñîäåðæèò íå
âñå àðãóìåíòû ôóíêöèé) ïðåäñòàâèòü äèçúþíêöèåé ôóíäàìåí-
òàëüíûõ êîíúþíêöèé, äëÿ ÷åãî âçÿòü åå êîíúþíêöèþ ñ ïîäõî-
äÿùåé äèçúþíêöèåé âèäà xj ∨ xj (÷òî íå èçìåíèò âåëè÷èíû k,
ñîäåðæàùåé xixi 6 M , èáî xj ∨ xj > M) è ðàñêðûòü ñêîáêè;
3) èç êàæäîé ïàðû ñðàâíèìûõ (â îòíîøåíèè 6) êîíúþíêöèé
ÄÍÔ èñêëþ÷èòü ìåíüøóþ. Ïîëó÷åííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ÄÍÔ ïî
ñìûñëó (íî íå ïî ôîðìå) àíàëîãè÷íà ñîâåðøåííîé ÄÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè.
ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ÍË, çàäàííóþ â ÄÍÔ, ê
êàíîíè÷åñêîé ÄÍÔ:

y = x2x4 ∨ x1x2x3x4 ∨ x1x2x2x3x3.

Çäåñü ïåðâûå äâå êîíúþíêöèè � ôóíäàìåíòàëüíûå. Òðåòüÿ êîíú-
þíêöèÿ � íåôóíäàìåíòàëüíàÿ, ïðè óìíîæåíèè íà x4 ∨ x4

ðàçëàãàåòñÿ â x1x2x2x3x3x4∨ ∨x1x2x2x3x3x4. Ïîëó÷åííûå äâå
ôóíäàìåíòàëüíûå êîíúþíêöèè ïîãëîùàþòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ
ôóíäàìåíòàëüíûìè êîíúþíêöèÿìè çàäàííîé ÄÍÔ ôóíêöèè y.
Îêîí÷àòåëüíî êàíîíè÷åñêàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè

y = x2x4 ∨ x1x2x3x4.

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé ëîãèêè, îòëè÷íàÿ îò ôóíäàìåí-
òàëüíîé êîíúþíêöèè, ðàçëîæèìà, ò.å. êëàññ íåðàçëîæèìûõ (ýëå-
ìåíòàðíûõ) ôóíêöèé ÍË â àëãåáðå (2) ñîñòîèò èç îäíèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ êîíúþíêöèé.

Çàäàíèå è ïåðå÷èñëåíèå ôóíêöèé ÍË èçó÷àëè Ê.Ì. Êëàðê,
Ä. Äþáóà, À. Ïðàä, À. Êàíäåëü, Â.È. Ëåâèí, Ì. Ìóêàéäîíî,
Ï.Í. Øèìáèðåâ (ñì. îáçîðû [3, 5, 6, 8, 9, 10, 11]). Ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé ÍË â ñòàíäàðòíîé ôîðìå èññëåäîâàëè Ô.Ï. Ïðåïàðàòà,
À. Êàíäåëü, Ä. Äþáóà, À. Ïðàä, Â.È. Ëåâèí, Ï.Í. Øèìáèðåâ
(ñì. îáçîðû [3, 6, 8, 9]).

5 Ìèíèìèçàöèÿ è äåêîìïîçèöèÿ
íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèé ÍË ïðåñëåäóåò òó æå öåëü, ÷òî è ìèíè-
ìèçàöèÿ ôóíêöèé ÄË � ïðèâåäåíèå ôóíêöèé ê ôîðìå ñ ìèíè-
ìàëüíûì ÷èñëîì âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ.
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Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèé ÍË â àëãåáðå (2) ðàçðàáîòàíà ëèøü
äëÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ÄÍÔ. Åå çàäà÷à � íàéòè ÄÍÔ
ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì âõîæäåíèé âñåõ áóêâ xi, xi. Ïðîöåäóðà
ìèíèìèçàöèè àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé äëÿ áóëåâûõ ôóíê-
öèé: 1) îòûñêàíèå âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíúþíêöèé ôóíêöèè
ÍË f (îíè èãðàþò ðîëü ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ áóëå-
âîé ôóíêöèè) è ïðåäñòàâëåíèå f â êàíîíè÷åñêîé òóïèêîâîé ôîð-
ìå; 2) îòûñêàíèå âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ôóíêöèè (êàê îáû÷íî,
èìïëèêàíòîé ôóíêöèè f ñ÷èòàåì ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ k,
òàêóþ, ÷òî k 6 f ; åñëè k íå ïîãëîùàåòñÿ äðóãèìè èìïëèêàíòà-
ìè, îíà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé); 3) íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ïî-
êðûòèÿ ìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíúþíêöèé ìíîæåñòâîì
ïðîñòûõ èìïëèêàíò (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ èìïëèêàíòíûõ òàá-
ëèö). Ñîäåðæàíèå øàãîâ 1, 2 ñïåöèôè÷íî äëÿ ôóíêöèé ÍË. Î
øàãå 1 ñêàçàíî âûøå. Î øàãå 2. Â åãî îñíîâå � ïîíÿòèå êîí-
ñåíñóñà ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ki: åñëè k1 = xia, k2 = xib,
ãäå a, b � êîíúþíêöèè äðóãèõ áóêâ, òî êîíñåíñóñ k1 è k2 � ýòî
ìíîæåñòâî òàêèõ ïðîòèâîðå÷èâûõ êîíúþíêöèé: 1) ab, (åñëè îíà
ïðîòèâîðå÷èâà); 2) êîíúþíêöèè xixiab, i = 1, n (åñëè ab íåïðî-
òèâîðå÷èâà). Åñëè k1, k2 íå ïðåäñòàâëåíû â óêàçàííîì âèäå íè
ïðè êàêîì i, êîíñåíñóñ = 0.
ÏÐÈÌÅÐ 3. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé k1 = x1x2x3, k2 =
x2x3 êîíñåíñóñ {x1x2x2, x1x3x3}. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíê-
öèé k1 = x1x2x3, k2 = x2x3 êîíñåíñóñ {x1x2x3x3, x1x2x2, x1x1x2}.

Îòûñêàíèå âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ôóíêöèè ÍË f , ïðåäñòàâ-
ëåííîé â òóïèêîâîé ÄÍÔ f = ∨

i
ki, âûïîëíÿåòñÿ ïî òàêîìó àë-

ãîðèòìó: 1) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (ki, kj) îáðàçóåòñÿ êîíñåíñóñ; 2)
ê äèçúþíêöèè ∨

i
ki äîáàâëÿþòñÿ âñå êîíúþíêöèè, ïîëó÷åííûå

íà øàãå 1; 3) óäàëÿþòñÿ âñå êîíúþíêöèè ka, âõîäÿùèå â äðóãèå
êîíúþíêöèè kb (ò.å. ka 6 kb). Øàãè 1�3 ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ íîâûõ
ïàð (ki, kj) äî òåõ ïîð, ïîêà âûðàæåíèå ôóíêöèè f íå ïåðåñòà-
íåò èçìåíÿòüñÿ. Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå f = ∨

i
k̃i â êà÷åñòâå

êîíúþíêöèé k̃i áóäåò ñîäåðæàòü âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíê-
öèè f .

Â ñâÿçè ñ áûñòðûì ðîñòîì ÷èñëà ôóíêöèé ÍË ïðè óâåëè÷å-
íèè ÷èñëà èõ àðãóìåíòîâ è ñëîæíîñòüþ èõ ìèíèìèçàöèè âàæíîå
çíà÷åíèå èìååò çàäà÷à äåêîìïîçèöèè ýòèõ ôóíêöèé.
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Äåêîìïîçèöèåé ôóíêöèè ÍË f(x), x = (x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå f â âèäå êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ÍË ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ
(23) f(x) = F [fm(xm), ..., f1(x1), xi], xi ⊂ x, i = 0,m.

Åñëè ìíîæåñòâà xi, i = 0,m íå ïåðåñåêàþòñÿ, äåêîìïîçèöèÿ íà-
çûâàåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåðàçäåëèòåëü-
íîé. Ïðåäñòàâëåíèå (23) ñ m = 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äåêîì-
ïîçèöèåé. Íà ñåãîäíÿ èçâåñòåí ëèøü àëãîðèòì ïîèñêà ïðîñòîé
äåêîìïîçèöèè ôóíêöèè ÍË â àëãåáðå (2).

Âîïðîñû ìèíèìèçàöèè è äåêîìïîçèöèè ôóíêöèé íåïðåðûâ-
íîé ëîãèêè èññëåäîâàëè À. Êàíäåëü, Ä. Äþáóà, À. Ïðàä,
Ï.Í. Øèìáèðåâ (ñì. îáçîðû [3, 8, 9, 10]).

6 Àíàëèç è ñèíòåç íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Àíàëèç è ñèíòåç ôóíêöèé ÍË îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ çàäà÷
â ÄË.

Ïóñòü Dx � îáëàñòü çíà÷åíèé âåêòîðà àðãóìåíòîâ
x = (x1, ..., xn), Df � îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè ÍË f(x) è
èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

(24) (x ∈ Dx) ⇔ (f(x) ∈ Df ).

Àíàëèçîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íàõîæäåíèå â ñîîòâåòñòâèè
ñ (24) îáëàñòè Dx ïî çàäàííûì îáëàñòè Df è ôóíêöèè f(x). Ñèí-
òåçîì ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî çàäàííûì îáëà-
ñòÿì Dx è Df òàêîé ôóíêöèè ÍË f , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñîîòâåò-
ñòâèå (24). Îñíîâíûå ìåòîäû àíàëèçà ðàçðàáîòàíû äëÿ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, êîãäà f � ìíîãîìåñòíàÿ äèçúþíêöèÿ èëè êîíúþíêöèÿ,
à Df � ïîëóèíòåðâàë èëè èíòåðâàë. Îíè îñíîâàíû íà ñëåäóþ-
ùèõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ

(25)

(
n∨

i=1
xi > a

)
⇔ (x1 > a èëè ... èëè xn > a);

(
n∨

i=1
xi 6 b

)
⇔ (x1 6 b, ..., xn 6 b);

(
n∧

i=1
xi > a

)
⇔ (x1 > a, ..., xn > a);

(
n∧

i=1
xi 6 b

)
⇔ (x1 6 b èëè ... èëè xn ≤ b).
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ÍË f è åå îáëà-
ñòè Df ïðèìåíÿþò ôîðìàëüíûå ìåòîäû, ðàçáèâàÿ Df íà ïîä-
îáëàñòè � ïîëóèíòåðâàëû, ðåøàÿ äëÿ êàæäîé ñîîòâåòñòâóþùèå
íåðàâåíñòâà (ñì. �7) è îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû. Èíîãäà àíàëèç
ôóíêöèè f(x) ïîíèìàþò êàê îòûñêàíèå ïî çàäàííûì f è îáëà-
ñòÿì Dx1 , ..., Dxn äëÿ àðãóìåíòîâ x1, ..., xn (ñîñòàâëÿþùèì â ñî-
âîêóïíîñòè îáëàñòü Dx) ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Df (24). Ýòà
ïîñòàíîâêà îáðàòíà ðàññìàòðèâàåìîé âûøå, à åå ðåøåíèå ïðîùå.
Îíî îñíîâàíî íà ýêâèâàëåíòíîñòÿõ

(a 6 x1 6 b, c 6 x2 6 d) ⇔
(a ∨ c 6 x1 ∨ x2 6 b ∨ d, ac 6 x1x2 6 bd),
(a 6 x 6 b) ⇔ (2M − b 6 x 6 2M − a).

(26)

Çàäà÷à ñèíòåçà ôóíêöèè ÍË â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò åäèí-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ, à àëãîðèòì åå òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåèçâåñòåí.
Âîçìîæíûé ïóòü îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ òàêîâ: 1) îòáðîñèòü òðåáî-
âàíèå x 6 Dx; 2) âûáðàòü êàêóþ-ëèáî òèïîâóþ ôóíêöèþ f(x);
3) ïðîàíàëèçèðîâàòü f(x) ïî çàäàííûì óñëîâèÿì f ∈ Df , íàé-
òè ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå äëÿ x : x ∈ D′

x; 4) åñëè Dx ⊆ D′
x,

òî f(x) � ðåøåíèå çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïåðåõîä ê
ñëåäóþùåé ôóíêöèè f(x) è ò.ä. Òàêîé ïåðåáîð ïðè áîëüøîì n
íåâîçìîæåí, è òîãäà îòêàçûâàþòñÿ îò òðåáîâàíèÿ x ∈ Dx, ïîëó-
÷àÿ çàäà÷ó ñèíòåçà: ïîñòðîèòü ïî çàäàííîé îáëàñòè Df ôóíêöèþ
f(x), òàêóþ, ÷òî f(x) ∈ Df . Íî ëþáàÿ (êðîìå êîíñòàíò) ôóíêöèÿ
ÍË f(x) ïðè ïîäõîäÿùåì x ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå â
C. Â èòîãå ïîëó÷àåì îáû÷íóþ çàäà÷ó àíàëèçà: íàéòè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (24) îáëàñòü Dx ïî çàäàííîé îáëàñòè Df è âûáðàííîé
ôóíêöèè f .

Ïðîáëåìàìè àíàëèçà è ñèíòåçà íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ ôóíê-
öèé çàíèìàëèñü À. Êàíäåëü [3], À. Êîôôìàí [5], Ï.È. Øèìáèðåâ
[9], Â.È. Ëåâèí [13, 15].

7 Ðåøåíèå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íåïðåðûâíîé
ëîãèêè

Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ÍË ïî ñìûñëó àíàëîãè÷íû óðàâíåíè-
ÿì è íåðàâåíñòâàì ÄË. Îäíàêî ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ îñîáûå, â
ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ÍË îïåðèðóåò íåïðåðûâíûìè ìíîæåñòâàìè.
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Óðàâíåíèåì (íåðàâåíñòâîì) ÍË íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå (íåðà-
âåíñòâî):

(27) f(a, x) 5 F (a, x),

ãäå f è F � çàäàííûå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ÍË, a = (a1, ..., ak) �
âåêòîð ïàðàìåòðîâ, x = (x1, ..., xn) � âåêòîð íåèçâåñòíûõ. ×àñò-
íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) (27) íàçûâàåòñÿ ëþáîé
âåêòîð x, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî)
(27), à îáùèì ðåøåíèåì � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ÍË êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ÷èñëó íåèç-
âåñòíûõ n è ïî ñëîæíîñòè ôóíêöèé ÍË ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé,
ïðåäñòàâëåííûõ â ñòàíäàðòíîé òóïèêîâîé ÄÍÔ. Ïîëíîå óðàâ-
íåíèå (íåðàâåíñòâî) ñ 1 íåèçâåñòíûì â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

(28) ax ∨ a′x ∨ bxx ∨ c 5 dx ∨ d′x ∨ lxx ∨ e.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ è èõ îòðèöàíèé â îäíîé ýëå-
ìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ñòàíäàðòèçèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (íåðà-
âåíñòâà) íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîì I. Äëÿ (28) I = 2. Óðàâíåíèÿ
(íåðàâåíñòâà) ñ I = 1 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè, à ñ I > 2 � íåëè-
íåéíûìè. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ n
íåèçâåñòíûìè â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

(29)
(

n∨
i=1

aixi

)
∨

(
n∨

i=1
a′ixi

)
∨ c 5

(
n∨

i=1
dixi

)
∨

(
n∨

i=1
d′ixi

)
∨ e.

Óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ÍË äåëÿòñÿ íà ñîäåðæàùèå è íå ñî-
äåðæàùèå îòðèöàíèå íåèçâåñòíûõ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) ÍË ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñ÷ëå-
íåíèå èõ ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòåé, ïîçâîëÿþùåå çàìåíèòü èñõîä-
íîå óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî) ýêâèâàëåíòíûì îáúåäèíåíèåì ñè-
ñòåì áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.
ÏÐÈÌÅÐ 4. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî) âèäà (27),
â êîòîðîì ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ â ëåâîé ÷àñòè � äèçúþíêöèÿ ÍË

f1(a, x) ∨ f2(a, x) 5 F (a, x).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äèçúþíêöèè ÍË, ýòî óðàâíåíèå (íåðà-
âåíñòâî) ìîæíî ðàñ÷ëåíèòü, ïðåäñòàâèâ â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî
îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé-íåðàâåíñòâ
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{
f1(a, x) > f2(a, x)
f1(a, x) 5 F (a, x)

}
∪

{
f1(a, x) < f2(a, x)
f2(a, x) 5 F (a, x)

}
.

Çäåñü êàæäîå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî) ïðîùå èñ-
õîäíîãî, òàê êàê â îäíîé ÷àñòè ñîäåðæèò ìåíüøå îïåðàöèé. Ïðî-
öåññ óïðîùåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü ðàñ÷ëåíåíèåì ïðàâîé ÷àñòè
çàäàííîãî óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) è ò.ä. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ íåðàñ÷ëåíÿåìûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ,
äàþùèõ â ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèå çàäàííîãî óðàâíåíèÿ (íåðàâåí-
ñòâà).

Ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ â ëåâîé èëè ïðàâîé ÷àñòè
çàäàííîãî óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) åñòü êîíúþíêöèÿ ÍË, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðèþ è ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ÍË ðàçðà-
áîòàë Â.È. Ëåâèí. Íàèáîëåå ïîëíûå ñâåäåíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó
ñîäåðæàòñÿ â [2]. Îáçîðíûå ñâåäåíèÿ ìîæíî òàêæå íàéòè â [4�6,
8].

8 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå
íåïðåðûâíî-ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèè ÄË çàâèñÿò îò äèñêðåòíûõ àðãóìåíòîâ
è ïîòîìó íå ìîãóò äèôôåðåíöèðîâàòüñÿ è èíòåãðèðîâàòüñÿ.

Ôóíêöèè ÍË çàâèñÿò îò íåïðåðûâíûõ àðãóìåíòîâ è ïîòîìó
ìîãóò äèôôåðåíöèðîâàòüñÿ è èíòåãðèðîâàòüñÿ. Òðóäíîñòü äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé ÍË â òîì, ÷òî îíè âñåãäà ñîäåðæàò
òî÷êè èçëîìà, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò. Íàçîâåì ôóíê-
öèþ ÍË, îáðàçîâàííóþ ñóïåðïîçèöèåé îïåðàöèé ∨ è ∧ íàä àð-
ãóìåíòàìè xi (è èõ îòðèöàíèÿìè), ôóíêöèåé 1-ãî ðîäà (2-ãî ðî-
äà). Òî÷êà x = (x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíîé ó ôóíê-
öèè 1-ãî ðîäà, åñëè îíà èìååò ε-îêðåñòíîñòü ñ ïîñòîÿííîé óïîðÿ-
äî÷åííîñòüþ x1, ..., xn. Òî÷êà x = (x1, x1, ..., xn, xn) íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíîé ó ôóíêöèè 2-ãî ðîäà, åñëè îíà èìååò ε-îêðåñòíîñòü
ñ ïîñòîÿííîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ x1, x1, ..., xnxn. Äëÿ ïîëóðåãó-
ëÿðíîñòè òî÷êè x (ðåãóëÿðíîñòè òî÷êè x) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû åå êîîðäèíàòû áûëè ñòðîãî óïîðÿäî÷åíû ïî âåëè-
÷èíå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû: 1) Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ÍË
1-ãî ðîäà èìååò â êàæäîé ïîëóðåãóëÿðíîé òî÷êå åäèíñòâåííóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó àðãóìåíòó ñî çíà÷åíèÿìè èç ìíîæåñòâà
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{0, 1}; 2) ëþáàÿ ôóíêöèÿ ÍË 2-ãî ðîäà èìååò â êàæäîé ðåãóëÿð-
íîé òî÷êå åäèíñòâåííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó àðãóìåíòó ñî
çíà÷åíèÿìè èç ìíîæåñòâà {1, −1, 0}; 3) ëþáàÿ ôóíêöèÿ ÍË f
â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâîâàíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ ∂f/∂xi, i = 1, n,
èìååò íå áîëåå 1 ïðîèçâîäíîé, îòëè÷íîé îò 0. Îñíîâíûì ìåòî-
äîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé ÍË ÿâëÿåòñÿ èõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîå ðàñ÷ëåíåíèå ñ ïîëó÷åíèåì ñîâîêóïíîñòè áîëåå ïðîñòûõ
âûðàæåíèé, ñïðàâåäëèâûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäîáëàñòÿõ, è èõ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå
îáùèå ïðàâèëà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (ïðîèçâîäíàÿ
ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ò.ä.). Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîèçâîäíûõ
îò ôóíêöèé ÍË:

(30)
x′x = 1, (x)′x = −1, (x ∨ x)′x = 1(x−M)− 1(M − x),

(xx)′x = 1(M − x)− 1(x−M), x 6= M ;
(x1 ∨ x2)′x1

= 1(x1 − x2), (x1x2)′x1
= 1(x2 − x1), x1 6= x2.

Çäåñü 1(x) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Óñëîâèå x 6= M èñêëþ÷àåò
íåðåãóëÿðíóþ òî÷êó x = M , â êîòîðîé òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ èç
óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóþò. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ-
÷èñëåíèå â ÍË ñëóæèò èñòî÷íèêîì íîâûõ òîæäåñòâ (çàêîíîâ).
Îíè ïîÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè çàêîíîâ
àëãåáðû ÍË è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ÍË.
Íàïðèìåð,

(31) (x1 ∨ x2)′x1
+ (x1x2)′x1

= 1, (x1 ∨ x2)′x1
· (x1x2)′x1

= 0.

Ñèñòåìà èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (31) îïðåäå-
ëÿåò äâå ôóíêöèè ÍË � äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû.

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèé ÍË ñ áîëüøèì ÷èñëîì àð-
ãóìåíòîâ öåëåñîîáðàçíî ïðèâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé ê ñòàíäàðò-
íûì ôîðìàì, â êîòîðûõ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ âûäå-
ëåíà. Îò òàêîé ôîðìû ëåãêî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ. Ïðèìåðû âû-
äåëåííûõ ôîðì â êëàññå ÄÍÔ:

(32) ax ∨ d, bx ∨ d.

Èõ ïðîèçâîäíûå
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(33) (ax ∨ d)′x = 1(ax− d) · 1(a− x), ax 6= d, x 6= a;
(bx ∨ d)′x = 1(bx− d) · 1(x− b), bx 6= d, x 6= b.

Äëÿ ôóíêöèé ÍË ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ïðîèçâîäíûå âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ (2-ãî, 3-ãî è ò.ä.). Ïðè ýòîì ëþáàÿ ôóíêöèÿ 1-ãî
ðîäà â êàæäîé ïîëóðåãóëÿðíîé òî÷êå è ëþáàÿ ôóíêöèÿ 2-ãî ðîäà
â êàæäîé ðåãóëÿðíîé òî÷êå èìåþò ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ è âñå îíè ðàâíû 0.

Ôóíêöèè ÍË, ðàâíî êàê è ôóíêöèè íåïðåðûâíûõ ïåðåìåí-
íûõ, ìîæíî èíòåãðèðîâàòü. Äëÿ ýòîãî ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíê-
öèþ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ÷ëåíÿþò, ïîëó÷àÿ ñîâîêóïíîñòü áîëåå
ïðîñòûõ âûðàæåíèé, ñïðàâåäëèâûõ â ñâîèõ ïîäîáëàñòÿõ, ãäå èõ
èíòåãðèðóþò.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáû÷íûå ïðà-
âèëà èíòåãðèðîâàíèÿ (èíòåãðàë îò ñóììû, ðàçáèåíèå èíòåðâàëà
èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä.). Ïîëó÷àåìûå èíòåãðàëû â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèé ÍË âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ ôóíêöèé
ÍË ðàçðàáîòàëè è èññëåäîâàëè Å.È. Áåðêîâè÷ è Â.È. Ëåâèí.
Îáçîð èõ ðàáîò ïðèâåäåí â [10, 13, 15].

9 Ïðîáëåìà ïîëíîòû â íåïðåðûâíîé ëîãèêå
Â ÍË, êàê è â ÄË, ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ïîëíîòû. Ñèñòåìà
ôóíêöèé ÍË {f1, ..., fm} íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (áàçèñîì) â êëàññå
R, åñëè ëþáóþ ôóíêöèþ èç R ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóïåðïîçèöèåé
ôóíêöèé f1, ..., fm. Â îòëè÷èå îò ÄË, ãäå R çàäàí, à èùóòñÿ áàçè-
ñû, â ÍË îáû÷íî çàäàí áàçèñ, à îòûñêèâàåòñÿ êëàññ R. Íàèáîëåå
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû çäåñü òàêîâû. 1) Ñèñòåìà ôóíêöèé {∨,∧}
åñòü áàçèñ äëÿ êëàññà R1 òåõ ôóíêöèé âèäà Cn → C, êîòîðûå
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå îäíîãî èç àðãóìåíòîâ; 2) Ñèñòåìà ôóíêöèé
{∨,∧, } åñòü áàçèñ äëÿ êëàññà R2 òåõ ôóíêöèé âèäà Cn → C,
êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå îäíîãî èç àðãóìåíòîâ èëè åãî îò-
ðèöàíèÿ; 3) Ñèñòåìû {x1x2} è {x1 ∨ x2} ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè äëÿ
êëàññà ôóíêöèé R1; 4) Ñèñòåìû {x1x2, } è {x1 ∨ x2, } ÿâëÿ-
þòñÿ áàçèñàìè äëÿ êëàññà ôóíêöèé R2; 5) Ñèñòåìà ôóíêöèé
{∨,∧,⊃} åñòü áàçèñ äëÿ êëàññà R3 òåõ ôóíêöèé âèäà Cn → C,
êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå
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(34) y =

[
A ∨

(
b0 +

n∑

i=1

bixi

)]
∧B, ãäå b0, ..., bn − öåëûå ÷èñëà.

Êëàññû ôóíêöèé ÍË R1, R2, R3 ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîíå÷-
íûìè ïîäìíîæåñòâàìè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé
ÍË. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòè êëàññû äîñòàòî÷íî óçêèå. Îäíàêî ïðàê-
òè÷åñêè îíè âåñüìà âàæíû, òàê êàê èìåííî èõ ýëåìåíòàðíûå
îïåðàöèè ÍË (äèçúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ è äð.) àäåêâàòíû ïðî-
öåññàì, ïðîèñõîäÿùèì âî ìíîãèõ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ñèñòå-
ìàõ. Ýòà àäåêâàòíîñòü, âìåñòå ñ ïîëíîòîé ýòèõ îïåðàöèé ÍË, ëå-
æèò â îñíîâå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé ÍË ê èçó÷åíèþ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ è äðóãèõ
îáúåêòîâ.

Ðàçëè÷íûå âîïðîñû ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé ÍË èçó÷àëè
P. Ìàê-Íîòîí, Ô.Ï. Ïðåïàðàòà, Â.È. Ëåâèí. Îáçîð ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåí â [5, 6, 8, 12].
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