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abstract. In this paper we study �nitely generated implicative
semilattices. We obtain the criteria of �niteness for �nitely generated
implicative semilattices with a least element.

1 Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ
èìïëèêàòèâíûõ ïîëóñòðóêòóð.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1�6]), ÷òî ïñåâäîáóëåâû àëãåáðû,
èìïëèêàòóðû, èìïëèêàòèâíûå ïîëóñòðóêòóðû è èìïëèêàòèâíûå
ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé ëîãèêè è åå ôðàãìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çà-
äà÷ äåäóêòèâíîãî õàðàêòåðà, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè
ýòîé ëîãèêè, ïðèìåíÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, èñïîëüçóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ óïîìÿíóòûõ âûøå àëãåáð. Â ðà-
áîòàõ [5, 6] ýòè àëãåáðû íàçûâàþòñÿ ν-àëãåáðàìè, ãäå ν � íà-
áîð ëîãè÷åñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ çíàêîâ, ñîäåðæàùèé çíàê
èìïëèêàöèè è îïðåäåëÿþùèé âèä àëãåáðû. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîèìè íàçâàíèÿìè ýòèõ àëãåáð.

Â èññëåäîâàíèÿõ ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð, èìïëèêàòóð, èìïëè-
êàòèâíûõ ïîëóñòðóêòóð è ñòðóêòóð çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíè-
ìàåò èçó÷åíèå êîíå÷íûõ è êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ àëãåáð. Î÷å-
âèäíî, ÷òî êîíå÷íàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé.
Èçâåñòíî [7], ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïñåâäîáóëåâà àëãåáðà
ñ îäíèì îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà áóäåò êîíå÷íîé?

Â ðàáîòàõ [8, 9] ïîëó÷åíû êðèòåðèè êîíå÷íîñòè êîíå÷íî-ïî-
ðîæäåííûõ ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîïåëÿ �
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Äèåãî [10, 11] êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà, ãäå ν íå ñîäåð-
æèò çíàêà äèçúþíêöèè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Â äàííîé ðàáîòå ïî-
ëó÷åí êðèòåðèé êîíå÷íîñòè äëÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ èìïëè-
êàòèâíûõ ïîëóñòðóêòóð ñ íóëåì (ò.å. ⊃∨¬-àëãåáð). Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åí ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, êà-
ñàþùèõñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ èìïëèêàòèâíûõ ïîëóñòðóêòóð.
Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ñâåäåíèÿ. Èíòóèöèîíèñò-
ñêîå ïðîïîçèöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå [4], çàäàííîå äåñÿòüþ àêñèî-
ìàìè è äâóìÿ ïðàâèëàìè âûâîäà (ïîäñòàíîâêà è ìîäóñ ïîíåíñ),
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H, à ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîå ïðîïîçè-
öèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç H ïóòåì äîáàâëåíèÿ
â ñïèñîê àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ H ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû X,
íàçûâàåìîé åãî äîïîëíèòåëüíîé àêñèîìîé, � ÷åðåç H+X. Èñ-
÷èñëåíèÿ H+X è H+Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîîáúåìíûìè, åñëè ìíî-
æåñòâî ôîðìóë, âûâîäèìûõ â H+X, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ôîðìóë, âûâîäèìûõ â H+Y . Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå è
ôîðìóëû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè è çàãëàâíûìè ëàòèíñêè-
ìè áóêâàìè (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü µ � êàêîé-íèáóäü íàáîð ëîãè÷åñêèõ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ çíàêîâ. Ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó íàçîâ¼ì µ-ôîðìóëîé,
åñëè îíà íå ñîäåðæèò ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ, îòëè÷íûõ îò çíàêîâ
íàáîðà µ; µ-ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ µ-âûâîäèìîé â H, åñëè â H
ñóùåñòâóåò åå âûâîä, êàæäàÿ ôîðìóëà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ µ-
ôîðìóëîé.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [5] àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ H ìîæ-
íî âûáðàòü òàê, ÷òî îíî áóäåò îòäåëèìûì, ò.å. áóäåò óäîâëåòâî-
ðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) êàæäàÿ åãî àêñèîìà ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ëîãè÷åñêèõ
çíàêîâ, ïðè÷åì åñëè èõ äâà, òî îäèí èç íèõ � èìïëèêàöèÿ;

2) âñÿêàÿ µ-ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â H, áóäåò µ∪ {⊃}-âûâîäè-
ìîé â íåì.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìûì èñ-
÷èñëåíèåì.
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Çàïèñü Y1, . . . , Ym ` Z (Y1, . . . , Ym ² Z) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ôîðìóëà Z âûâîäèìà â H èç ôîðìóë Y1, . . . , Ym ñ ïîìîùüþ îáî-
èõ ïðàâèë (ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìîäóñ ïîíåíñ è âûâîäèìûõ â H
ôîðìóë), à çàïèñü ` X � ÷òî ôîðìóëà X âûâîäèìà â H. Ïðî-
ïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó Xn ⊃ (. . . ⊃ (X1 ⊃ Y ). . . ) óñëîâèìñÿ
çàïèñûâàòü â âèäå {X1, . . . Xn}⊃Y .

Ïóñòü ν � íàáîð ëîãè÷åñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ çíàêîâ, ñî-
äåðæàùèé çíàê èìïëèêàöèè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ν-àëãåáðû,
ââåäåííîå â ðàáîòå [5] äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ H.
Îïåðàöèè ν-àëãåáð áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì (èíòåðïðåòèðóåìûå èìè) ëîãè÷åñêèå ïðîïîçèöèîíàëü-
íûå ñâÿçêè. Ïî ñóòè, ν-àëãåáðà � ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çà-
äàíû îïåðàöèè ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðû, îïðåäåëÿåìûå íàáîðîì
ν. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî Ξ íàçîâåì ν-àëãåáðîé, åñëè â íåì
óêàçàí âûäåëåííûé ýëåìåíò, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç 1, è çàäàíû
ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêàì íàáîðà ν îïåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) (∀ξ∈Ξ)(1 ⊃ ξ = 1 ⇒ ξ = 1);

2) (∀ξ, η ∈ Ξ)(ξ ⊃ η = 1 ∧ η ⊃ ξ = 1) ⇒ ξ = η;

3) äëÿ êàæäîé ν-àêñèîìû X (ò.å. àêñèîìû, ÿâëÿþùåéñÿ ν-
ôîðìóëîé) èñ÷èñëåíèÿ H çíà÷åíèå âñÿêîãî âûðàæåíèÿ, ïî-
ëó÷àþùåãîñÿ èç X ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ ôîðìóëû X
ýëåìåíòàìè èç Ξ, à ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ � ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè èì îïåðàöèÿìè Ξ, ðàâíî âûäåëåííîìó ýëåìåíòó.

Îïðåäåëåíèå ν-àëãåáðû ìîæíî íàéòè òàêæå â ðàáîòàõ [12, 13].
Åñëè ν ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå ëîãè÷åñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
çíàêà, òî ν-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðîé. Â äàëü-
íåéøåì ν-àëãåáðû è èõ ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè
è ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè) ñî-
îòâåòñòâåííî.

×àñòî ⊃-àëãåáðó íàçûâàþò èìïëèêàòóðîé, ⊃∨-àëãåáðó � èì-
ïëèêàòèâíîé ïîëóñòðóêòóðîé è ⊃∨¬-àëãåáðó � èìïëèêàòèâíîé
ïîëóñòðóêòóðîé ñ íóëåì. Îïåðàöèè ⊃, ∨ è ¬ ýòèõ àëãåáð íàçû-
âàþò îòíîñèòåëüíûì ïñåâäîäîïîëíåíèåì, îáúåäèíåíèåì è ïñåâ-
äîäîïîëíåíèåì ñîîòâåòñòâåííî.
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Ýëåìåíòû ξ1, . . . , ξn ν-àëãåáðû Ξ íàçûâàþòñÿ åå îáðàçóþùèìè
ýëåìåíòàìè, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà η èç Ξ ñóùåñòâóåò òåðì
T (ξ1, . . . , ξn), ïîñòðîåííûé èç ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ν-
àëãåáðû Ξ è óäîâëåòâîðÿþùèé â Ξ ðàâåíñòâó η = T (ξ1, . . . , ξn).
Åñëè â ν-àëãåáðå Ξ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ (íå
áîëåå, ÷åì n îáðàçóþùèõ) ýëåìåíòîâ, òî Ξ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííîé (n-ïîðîæäåííîé) ν-àëãåáðîé.

Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ν-ôîðìóëà X íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé
â ν-àëãåáðå Ξ, åñëè çíà÷åíèÿ êàæäîãî âûðàæåíèÿ (òåðìà), ïîëó-
÷àþùåãîñÿ èç X ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ ν-ôîðìóëû X ýëå-
ìåíòàìè èç Ξ, à ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ � ñîîòâåòñòâóþùèìè èì îïå-
ðàöèÿìè ν-àëãåáðû Ξ, ðàâíî åå âûäåëåííîìó ýëåìåíòó. Åñëè X
íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé â Ξ, òî X íàçûâàåòñÿ îïðîâåðæèìîé
â Ξ.

Ïóñòü Θ � êàêàÿ-ëèáî ν-àëãåáðà, ξ, η, ζ1, . . . , ζn � êàêèå-íèáóäü
åå ýëåìåíòû è Φ � åå ïîäìíîæåñòâî. Íà Θ ìîæíî çàäàòü îò-
íîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ïîëîæèâ ξ 6 η â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ξ ⊃ η = 1. Ýëåìåíò σ ìíîæåñòâà Φ íà-
çîâåì åãî ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì, åñëè â Θ èç ñîîòíîøåíèé
τ ∈ Φ è τ 6 σ ñëåäóåò, ÷òî τ = σ. Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Φ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(Φ), òåðì
ζn ⊃ (· · · ⊃ (ζ1 ⊃ ξ) . . . ) � ÷åðåç {ζ1, . . . , ζn} ⊃ ξ è íàèìåíüøèé
ýëåìåíò ν-àëãåáðû Θ (åñëè îí èìååòñÿ) � ÷åðåç 0. ×èñëî ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ψ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |Ψ|.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1 ðàáî-
òû [14]. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ äàííîé ñòàòüè ñôîðìóëèðóåì ýòó
ëåììó.
ËÅÌÌÀ 1. ([14, ëåììà 1]) Êàêîâû áû íè áûëè ν-ôîðìóëû Q è
ν-àëãåáðà Θ, åñëè ` Q, òî Q îáùåçíà÷èìà â Θ.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü p, q, s, t, w1, . . . , wk � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïå-
ðåìåííûå. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ` (q ∨ (q⊃s))⊃((p ∨ (p⊃q))⊃((p⊃q) ∨ ((p⊃q)⊃s)));

2. ` (p ∨ (p⊃s))⊃((q ∨ (q⊃s))⊃((p ∨ q) ∨ ((p ∨ q)⊃s)));

3. ` (p ∨ ¬p)⊃((q ∨ ¬q)⊃((p⊃q) ∨ ¬(p⊃q)));
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4. ` (p ∨ ¬p)⊃((q ∨ ¬q)⊃((p ∨ q) ∨ ¬(p ∨ q)));

5. ` (p ∨ ¬p)⊃(¬p ∨ ¬¬p);

6. ` ¬¬({w1, . . . , wk}⊃p)⊃({¬¬w1, . . . ,¬¬wk}⊃¬¬p);

7. ` ({¬¬w1, . . . ,¬¬wk}⊃¬¬p)⊃¬¬({w1, . . . , wk}⊃p);

8. ` ({w1, . . . , wk}⊃q)⊃({w1, . . . , wk}⊃(p⊃q));

9. ` ({w1, . . . , wk}⊃p)⊃({w1, . . . , wk}⊃(p ∨ q));

10. ` ({w1, . . . , wk} ⊃ p)⊃ (({w1, . . . , wk} ⊃ (p⊃ q))⊃ ({w1, . . . ,
wk}⊃q));

11. ` (p⊃s)⊃((p⊃ t)⊃((s⊃(t⊃q))⊃(p⊃q))).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (1). Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî q⊃s, p, p⊃q ² s. Òîãäà q⊃s, p ² (p⊃q)⊃s è ïîýòîìó
èìååì q⊃s, p ² (p⊃q) ∨ ((p⊃q)⊃s).

Ïîñêîëüêó q⊃s, p⊃q ² p⊃q, èìååì q⊃s, p⊃q ² (p ⊃ q)∨((p⊃
q)⊃ s). Ñëåäîâàòåëüíî, q⊃ s, p ∨ (p ⊃ q) ² (p⊃ q) ∨ ((p⊃ q)⊃ s).
Çíà÷èò, q⊃s ² (p ∨ (p⊃q))⊃((p⊃q) ∨ ((p⊃q)⊃s)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî q ² (p⊃ q). Òîãäà q ² (p⊃ q) ∨ ((p ⊃ q)⊃ s)
è ïîýòîìó èìååì q ² (p ∨ (p ⊃ q)) ⊃ ((p ⊃ q) ∨ ((p ⊃ q) ⊃ s)).
Ñëåäîâàòåëüíî, q ∨ (q⊃s) ² (p∨ (p ⊃ q))⊃((p⊃q)∨ ((p⊃q)⊃s)).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ` (q ∨ (q ⊃ s)) ⊃ ((p ∨ (p ⊃ q)) ⊃
((p ⊃ q) ∨ ((p⊃q)⊃s))).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (2). Òàê êàê p ² p∨q, òî p ² (p∨q)∨((p∨
q)⊃s) è ïîýòîìó èìååì p ² (q ∨ (q⊃s))⊃((p ∨ q) ∨ ((p ∨ q)⊃s)).

Ïîñêîëüêó p⊃s, q ² p∨ q, èìååì p⊃s, q ² (p∨ q)∨ ((p∨ q)⊃s).
Òàê êàê p⊃s, q⊃s, p ² s è p⊃s, q ⊃ s, q ² s, òî p⊃s, q⊃s, p∨q ²
s è ïîýòîìó èìååì p⊃s, q⊃s ² (p ∨ q)⊃s. Çíà÷èò, p⊃ q, q⊃s ²
(p∨ q)∨ ((p∨ q)⊃s). Òîãäà p⊃s, q ∨ (q⊃s) ² (p∨ q)∨ ((p∨ q)⊃s)
è ïîýòîìó èìååì p⊃ s ² (q ∨ (q ⊃ s))⊃ ((p ∨ q) ∨ ((p ∨ q)⊃ s)).
Ñëåäîâàòåëüíî, p∨ (p⊃s) ² (q ∨ (q⊃s))⊃((p∨ q)∨ ((p∨ q) ⊃ s)).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ` (p ∨ (p ⊃ s)) ⊃ ((q ∨ (q ⊃ s)) ⊃
((p ∨ q) ∨ ((p ∨ q)⊃s))).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3). Òàê êàê q ² p⊃ q, òî q ² (p⊃ q) ∨
¬(p⊃q) è ïîýòîìó èìååì p∨¬p, q ² (p⊃q)∨¬(p⊃q). Ïîñêîëüêó
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p, ¬q, p⊃q ² q è p, ¬q, p⊃q ² ¬q, èìååì p, ¬q ² ¬(p⊃q). Çíà÷èò,
p, ¬q ² (p ⊃ q)∨¬(p⊃q). Òàê êàê ¬p, ¬q, p ² q, òî ¬p, ¬q ² p⊃q
è ïîýòîìó èìååì ¬p, ¬q ² (p⊃ q) ∨ ¬(p⊃ q). Òîãäà p ∨ ¬p, ¬q ²
(p⊃q)∨¬(p⊃q). Ñëåäîâàòåëüíî, p∨¬p, q∨¬q ² (p⊃q)∨¬(p⊃q).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ` (p ∨ ¬p) ⊃ ((q ∨ ¬q) ⊃ ((p ⊃
q) ∨ ¬(p⊃q))).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (4). Òàê êàê p ² p∨q, òî p ² (p∨q)∨¬(p∨
q) è ïîýòîìó èìååì p, q∨¬q ² (p∨q)∨¬(p∨ q). Òàê êàê q ² p∨ q,
òî q ² (p∨ q)∨¬(p∨ q) è ïîýòîìó èìååì ¬p, q ² (p∨ q)∨¬(p∨ q).
Ïîñêîëüêó ¬p, ¬q, p ² ¬(p ∨ q) è ¬p, ¬q, q ² ¬(p ∨ q), èìååì
¬p, ¬q, (p∨q) ² ¬(p∨q). Òîãäà ¬p, ¬q ² ¬(p∨q) è ïîýòîìó èìååì
¬p, ¬q ² (p∨ q)∨¬(p∨ q). Çíà÷èò, ¬p, q ∨¬q ² (p∨ q)∨¬(p∨ q).
Ñëåäîâàòåëüíî, p ∨ ¬p, q ∨ ¬q ² (p ∨ q) ∨ ¬(p ∨ q). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì, ÷òî ` (p ∨ ¬p)⊃((q ∨ ¬q)⊃((p ∨ q) ∨ ¬(p ∨ q))).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (5). Òàê êàê p ² ¬p ∨ ¬¬p è ¬p ² ¬p ∨
¬¬p, òî p∨¬p ² ¬p∨¬¬p è ïîýòîìó èìååì ` (p∨¬p)⊃(¬p∨¬¬p).

Èç âûâîäèìîñòè 60i òåîðåìû 7 ìîíîãðàôèè [4] ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû 6 èç [4] ïîëó÷àåì âåðíîñòü âûâîäèìîñòåé 6 è 7.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (8). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {w1, . . . ,
wk}⊃q, w1, . . . , wk ² q. Òîãäà {w1, . . . , wk}⊃q, w1, . . . , wk ² p⊃
q è ïîýòîìó èìååì ` ({w1, . . . , wk}⊃q)⊃({w1, . . . , wk}⊃(p⊃q)).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (9). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {w1, . . . ,
wk}⊃p, w1, . . . , wk ² p. Òîãäà {w1, . . . , wk}⊃p, w1, . . . , wk ² p∨q
è ïîýòîìó èìååì ` ({w1, . . . , wk}⊃p)⊃({w1, . . . , wk}⊃(p ∨ q)).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (10). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {w1, . . . ,
wk} ⊃ p, {w1, . . . , wk} ⊃ (p⊃ q), w1, . . . , wk ² p è {w1, . . . , wk} ⊃
p, {w1, . . . , wk}⊃(p⊃q), w1, . . . , wk ² p ⊃ q. Òîãäà {w1, . . . , wk}⊃
p, {w1, . . . , wk} ⊃ (p ⊃ q), w1, . . . , wk ² q è ïîýòîìó èìååì
` ({w1, . . . , wk}⊃ p) ⊃ (({w1, . . . , wk}⊃ (p⊃ q))⊃ ({w1, . . . , wk}⊃
q)).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (11). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî p⊃s, p⊃
t, s⊃ (t ⊃ q), p ² q. Ïîýòîìó èìååì ` (p⊃s)⊃ ((p⊃ t) ⊃ ((s⊃ (t⊃
q))⊃(p⊃q))). q.e.d.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ñîäåðæàò ðàâåíñòâà, êîòîðûìè ìû áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
ËÅÌÌÀ 3. Â ëþáîé ⊃∨-àëãåáðå Θ äëÿ ëþáûõ åå ýëåìåíòîâ ξ, η
è ρ âåðíû ðàâåíñòâà (η ∨ (η⊃ρ))⊃((ξ ∨ (ξ⊃η)) ⊃ ((ξ⊃η)∨ ((ξ⊃
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η)⊃ ρ))) = 1 è (ξ ∨ (ξ⊃ ρ))⊃ ((η ∨ (η⊃ ρ))⊃ ((ξ ∨ η) ∨ ((ξ ∨ η)⊃
ρ))) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ⊃∨-àëãåáðà Θ è åå ýëåìåíòû ξ,
η è ρ. Ñîãëàñíî ïóíêòàì (1) è (2) ëåììû 2 èìååì ` (q ∨ (q ⊃
s))⊃ ((p ∨ (p⊃ q))⊃ ((p⊃ q) ∨ ((p ⊃ q)⊃ s))) è ` (p ∨ (p⊃ s))⊃
((q ∨ (q⊃s)) ⊃ ((p∨ q)∨ ((p∨ q)⊃s))), ãäå p, q è s � ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ïåðåìåííûå. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòè ⊃∨-ôîðìóëû
îáùåçíà÷èìû â Θ. Ïîäñòàâèâ â íèõ âìåñòî p, q è s ýëåìåíòû ξ,
η è ρ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì, ÷òî (η ∨ (η⊃ρ))⊃((ξ ∨ (ξ ⊃ η))⊃
((ξ ⊃ η) ∨ ((ξ ⊃ η) ⊃ ρ))) = 1 è (ξ ∨ (ξ ⊃ ρ)) ⊃ ((η ∨ (η ⊃ ρ)) ⊃
((ξ ∨ η) ∨ ((ξ ∨ η)⊃ρ))) = 1. q.e.d.

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü Θ � êàêàÿ-íèáóäü ⊃∨¬-àëãåáðà, à ξ, η, è
ρ1, . . . , ρk � êàêèå-ëèáî åå ýëåìåíòû. Òîãäà â Θ èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1. (ξ ∨ ¬ξ)⊃((η ∨ ¬η)⊃((ξ⊃η) ∨ ¬(ξ⊃η))) = 1;

2. (ξ ∨ ¬ξ)⊃((η ∨ ¬η)⊃((ξ ∨ η) ∨ ¬(ξ ∨ η))) = 1;

3. (ξ ∨ ¬ξ)⊃(¬ξ ∨ ¬¬ξ) = 1;

4. ¬¬(ξ ∨ ¬ξ) = 1;

5. (ξ ∨ ¬ξ)⊃(¬¬ξ⊃ξ) = 1;

6. ¬¬({ρ1, . . . , ρk}⊃ξ) = {¬¬ρ1, . . . ,¬¬ρk}⊃¬¬ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ⊃∨¬-àëãåáðà Θ è åå ýëåìåíòû
ξ, η è ρ1, . . . , ρk. Ïóñòü p, q è w1, . . . , wk � ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ïåðåìåííûå. Ñîãëàñíî ïóíêòàì (3), (4) è (5) ëåììû 2 èìååì,
` (p∨¬p)⊃((q∨¬q)⊃((p⊃q)∨¬(p ⊃ q))), ` (p∨¬p)⊃((q∨¬q)⊃
((p ∨ q) ∨ ¬(p ∨ q))) è ` (p ∨ ¬p)⊃(¬p ∨ ¬¬p). Ñîãëàñíî ïóíêòàì
51a è 49ñ òåîðåìû 7 èç [4], èìååì ` ¬¬(p ∨ ¬p) è (p ∨ ¬p) ⊃
(¬¬p⊃p). Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòè ⊃∨¬-ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû
â Θ. Ïîäñòàâèâ â íèõ âìåñòî p, q ýëåìåíòû ξ, η ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâà (1)�(5).

Èç âûâîäèìîñòåé (6) è (7) ëåììû 2 àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäå-
íèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ¬¬({ρ1, . . . , ρk}⊃ ξ)⊃ ({¬¬ρ1, . . . ,¬¬ρk}⊃
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¬¬ξ) = 1 è ({¬¬ρ1, . . . ,¬¬ρk}⊃¬¬ξ)⊃¬¬({ρ1, . . . , ρk}⊃ ξ) = 1.
Òîãäà ¬¬({ρ1, . . . , ρk} ⊃ ξ) 6 {¬¬ρ1, . . . ,¬¬ρk} ⊃ ¬¬ξ è
{¬¬ρ1, . . . ,¬¬ρk} ⊃ ¬¬ξ 6 ¬¬({ρ1, . . . , ρk} ⊃ ξ), à ïîýòîìó ðà-
âåíñòâî (6) èìååò ìåñòî. q.e.d.

3 Êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå èìïëèêàòèâíûå
ïîëóñòðóêòóðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàæåì òåîðåìó, äàþùóþ êðèòåðèé êîíå÷íî-
ñòè äëÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ èìïëèêàòèâíûõ ïîëóñòðóêòóð ñ
íóëåì (ò.å. ⊃∨¬-àëãåáð). Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êðè-
òåðèÿ êîíå÷íîñòè, ïîëó÷åííîãî â ðàáîòàõ [8, 9] äëÿ êîíå÷íî-ïî-
ðîæäåííûõ ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð. Ïðè ïîëó÷åíèè êðèòåðèÿ èç
[8, 9] âàæíóþ ðîëü èãðàëî íàëè÷èå â ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáðàõ
îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê â ⊃∨¬-àëãåáðàõ íåò îïåðàöèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ, òî åãî íåëüçÿ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíåñòè íà êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûå ⊃∨¬-àëãåáðû. Ïîýòîìó êðèòåðèé êîíå÷íîñòè êî-
íå÷íî-ïîðîæäåííûõ ⊃∨¬-àëãåáð ïîëó÷èì äðóãèìè ìåòîäàìè.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 5. Â ëþáîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé èìïëèêàòèâíîé ïî-
ëóñòðóêòóðå (ò.å. ⊃∨-àëãåáðå) Θ äëÿ ëþáûõ åå îáðàçóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ ξ1, . . . , ξn âåðíî ñîîòíîøåíèå M(Θ) ⊆ {ξ1, . . . , ξn}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíû ⊃∨-àëãåáðà Θ è åå îáðàçóþùèå
ýëåìåíòû ξ1, . . . , ξn. Ïóñòü η ∈ M(Θ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òåðì X,
ïîñòðîåííûé èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨-
àëãåáðû Θ è óäîâëåòâîðÿþùèé â Θ ðàâåíñòâó X =η. Ïóñòü X =
Y ◦Z, ãäå Y è Z � òåðìû, ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn

ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨-àëãåáðû Θ, à ◦ � îäèí èç çíàêîâ ⊃
èëè ∨. Ïîñêîëüêó Z 6 Y ◦ Z = X = η è η ∈ M(Θ), èìååì
Z = η. Òàê êàê Z ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäòåðìîì òåðìà X, òî,
ïîâòîðèâ òàêîå ðàññóæäåíèå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî
η = ξi äëÿ íåêîòîðîãî i (1 6 i 6 n). Òîãäà èìååì η ∈ {ξ1, . . . , ξn}.
Ñëåäîâàòåëüíî, M(Θ) ⊆ {ξ1, . . . , ξn}. q.e.d.

Ïóñòü Θ � ⊃∨¬-àëãåáðà, à ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåí-
òû. Òîãäà â Θ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ M(Θ) = {0} è ¬(ξi ⊃ ξi) = 0,
ãäå 1 6 i 6 n è 0 � åå íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ïîýòîìó åñëè
n>1, òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {ξ1, . . . , ξn}\{0} áóäóò îáðàçóþùè-
ìè ⊃∨¬-àëãåáðû Θ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ



Ê âîïðîñó î êîíå÷íîñòè . . . 183

⊃∨¬-àëãåáð àíàëîã ëåììû 5, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðåí. Îäíàêî,
åñëè êîíå÷íî-ïîðîæäåííóþ ⊃∨¬-àëãåáðó ðàññìàòðèâàòü êàê ⊃∨-
àëãåáðó, òî äëÿ íåå ëåììà 5 âåðíà è ïîýòîìó åå íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò ñîäåðæèòñÿ ñðåäè îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ýòîé⊃∨-àëãåáðû.

Ïóñòü Θ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨-àëãåáðà, à ξ1, . . . , ξn �
åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Ïîëîæèì FΘ = {ξi ∨ (ξi ⊃ ξj)|1 6 i 6
n, 1 6 j 6 n}, à EΘ =

{
ζ
∣∣FΘ⊃ ζ = 1

}
. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

FΘ ⊆ EΘ.
Ïóñòü Φ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àëãåáðà, à ξ1, . . . , ξn �

åå îáðàçóþùèå. Ïîëîæèì FΦ = {ξi ∨ ¬ξi|1 6 i 6 n}, à EΦ ={
ζ
∣∣FΦ⊃ζ =1

}
. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî FΦ ⊆ EΦ.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 6. Ïóñòü ν � îäèí èç íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ ⊃∨
èëè ⊃∨¬, à Θ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà. Òîãäà èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ïîäìíîæåñòâî EΘ ⊃∨-àëãåáðû Θ âìåñòå ñ åå îïåðàöèÿìè
⊃ è ∨ ÿâëÿåòñÿ ⊃∨-ïîäàëãåáðîé ν-àëãåáðû Θ;

2) åñëè σ∈EΘ, τ ∈Θ è σ⊃τ ∈EΘ, òî τ ∈EΘ;

3) åñëè σ∈EΘ, τ ∈Θ è σ6τ , òî τ ∈EΘ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåá-
ðà Θ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Ïîëîæèì k =
|FΘ|. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ïîäìíîæåñòâî EΘ çàìêíóòî â ν-àëãåáðå Θ îòíîñèòåëüíî åå
îïåðàöèé ⊃ è ∨.

Ïóñòü ρ, η ∈ EΘ. Ïîêàæåì, ÷òî ρ ⊃ η ∈ EΘ è ρ ∨ η ∈ EΘ.
Ñîãëàñíî ïóíêòàì (8) è (9) ëåììû 2, èìååì ` ({w1, . . . , wk}⊃q)⊃
({w1, . . . , wk}⊃ (p⊃ q)) è ` ({w1, . . . , wk}⊃ p) ⊃ ({w1, . . . , wk}⊃
(p ∨ q)), ãäå p, q, w1, . . . , wk � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå.
Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòè⊃∨-ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû â ν-àëãåáðå
Θ. Ïîäñòàâèâ â íèõ âìåñòî p, q, w1, . . . , wk ñîîòâåòñòâåííî ρ, η è
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà FΘ, ïîëó÷èì, ÷òî (FΘ ⊃ η) ⊃ (FΘ ⊃ (ρ ⊃
η)) = 1 è (FΘ ⊃ ρ)⊃ (FΘ ⊃ (ρ ∨ η)) = 1. Ïîñêîëüêó ρ, η ∈ EΘ,
èìååì FΘ ⊃ ρ = 1 è FΘ ⊃ η = 1. Çíà÷èò, FΘ ⊃ (ρ ⊃ η) = 1 è
FΘ ⊃ (ρ ∨ η) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ⊃η ∈ EΘ è ρ ∨ η ∈ EΘ.
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (2). Ïóñòü σ ∈ EΘ, τ ∈ Θ è σ⊃τ ∈ EΘ.
Ñîãëàñíî ïóíêòó (10) ëåììû 2 èìååì ` ({w1, . . . , wk} ⊃ p) ⊃
(({w1, . . . , wk}⊃(p⊃q))⊃({w1, . . . , wk}⊃q)), ãäå p, q, w1, . . . , wk �
ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòè ⊃∨-
ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû â ν-àëãåáðå Θ. Ïîäñòàâèâ â íåå âìåñòî
p, q, w1, . . . , wk ñîîòâåòñòâåííî σ, τ è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà FΘ,
ïîëó÷èì, ÷òî

(FΘ⊃σ) ⊃ ((FΘ⊃(σ⊃τ))⊃(FΘ ⊃ τ)) = 1.

Ïîñêîëüêó σ ∈ EΘ è σ⊃ τ ∈ EΘ, èìååì FΘ⊃σ = 1 è FΘ⊃ (σ⊃
τ) = 1. Òîãäà FΘ⊃τ = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, τ ∈ EΘ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3). Ïóñòü σ ∈ EΘ, τ ∈ Θ è σ 6 τ .
Òîãäà σ⊃ τ = 1. Ïîýòîìó â ñèëó ïóíêòà (1) ýòîé ëåììû âåðíî
ñîîòíîøåíèå σ ⊃ τ ∈ EΘ. À òîãäà, ñîãëàñíî ïóíêòó (2) ýòîé
ëåììû, èìååì τ ∈ EΘ. q.e.d.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (1) ëåììû 6 âèäíî, ÷òî ρ⊃η ∈ EΘ,
åñëè η ∈ EΘ è ρ ∈ Θ, à ρ∨η ∈ EΘ, åñëè ρ ∈ EΘ è η ∈ Θ èëè ρ ∈ Θ
è η ∈ EΘ.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 7. Â ëþáîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ⊃∨-àëãåáðå Ψ äëÿ
ëþáûõ åå ýëåìåíòîâ η è ϕ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå η ∨ (η⊃
ϕ) ∈ EΨ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨-àë-
ãåáðà Ψ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Ïóñòü η, ϕ∈
Ψ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òåðìû T è U , ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ
ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨-àëãåáðû Ψ è óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå â Ψ ðàâåíñòâàì T = η è U = ϕ. Äîêàæåì, ÷òî η ∨ (η⊃ϕ) ∈
EΨ. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåð-
ìîâ T è U . Ïóñòü T =ξk è U =ξl, ãäå 1 6 k 6 n è 1 6 l 6 n. Òîãäà
η ∨ (η⊃ϕ) ∈ FΨ. Ïîñêîëüêó FΨ ⊆ EΨ, èìååì η ∨ (η⊃ϕ) ∈ EΨ.

Ïóñòü T = ξk è U = X ◦Y , ãäå 1 6 k 6 n, ◦ � îäèí èç çíàêîâ ⊃
èëè ∨, à X è Y � òåðìû, ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨-àëãåáðû Ψ. Òîãäà â Ψ ñóùåñòâóþò òàêèå
ýëåìåíòû ρ è τ , ÷òî X = ρ è Y = τ . Ïîýòîìó ϕ = ρ ◦ τ . Ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ξk∨ (ξk⊃τ) ∈ EΨ. Òàê êàê
τ 6 ρ ◦ τ = ϕ, òî ξk⊃τ 6 ξk ⊃ ϕ è ïîýòîìó èìååì
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ξk ∨ (ξk⊃τ) 6 ξk ∨ (ξk ⊃ ϕ).

Òîãäà, ñîãëàñíî ïóíêòó (3) ëåììû 6, èìååì ξk ∨ (ξk ⊃ ϕ) ∈ EΨ.
Ñëåäîâàòåëüíî, η ∨ (η ⊃ ϕ) ∈ EΨ.

Ïóñòü òåïåðü T = W ◦ Z, ãäå ◦ � îäèí èç çíàêîâ ⊃ èëè ∨, à
W è Z � òåðìû, ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèé ⊃∨-àëãåáðû Ψ. Òîãäà â Ψ ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû
ω è σ, ÷òî W = ω è Z = σ. Ïîýòîìó η = ω ◦ σ. Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ω ∨ (ω ⊃ σ) ∈ EΨ, ω ∨ (ω⊃ϕ) ∈ EΨ è
σ ∨ (σ ⊃ ϕ) ∈ EΨ. Â ñèëó ëåììû 3 â Ψ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ
(σ ∨ (σ ⊃ ϕ))⊃ ((ω ∨ (ω ⊃ σ))⊃ ((ω ⊃ σ) ∨ ((ω ⊃ σ)⊃ ϕ))) = 1 è
(ω ∨ (ω ⊃ ϕ)) ⊃ ((σ ∨ (σ ⊃ ϕ)) ⊃ ((ω ∨ σ) ∨ ((ω ∨ σ) ⊃ ϕ))) = 1.
Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 6, èìååì (ω ◦ σ) ∨ ((ω ◦ σ) ⊃ ϕ) ∈ EΨ.
Ñëåäîâàòåëüíî, η ∨ (η⊃ϕ) ∈ EΨ. q.e.d.

ËÅÌÌÀ 8. Â ëþáîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ⊃∨¬-àëãåáðå Ψ äëÿ
ëþáîãî åå ýëåìåíòà η èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå η ∨ ¬η ∈ EΨ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àë-
ãåáðà Ψ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Ïóñòü η∈
Ψ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òåðì T , ïîñòðîåííûé èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn

ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨¬-àëãåáðû Ψ è óäîâëåòâîðÿþùèé â Ψ ðà-
âåíñòâó T =η.

Äîêàæåì, ÷òî η∨¬η∈EΨ. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóê-
öèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà T . Ïóñòü T =ξm, ãäå 16m6n. Òîãäà
η ∨ ¬η ∈ FΨ. Ïîñêîëüêó, FΨ ⊆ EΨ, èìååì η ∨ ¬η ∈ EΨ.

Ïóñòü T = W ◦ Z, ãäå ◦ � îäèí èç çíàêîâ ⊃ èëè ∨, à W
è Z � òåðìû, ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèé ⊃∨¬-àëãåáðû Ψ. Òîãäà â Ψ ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû
ω è σ, ÷òî W =ω è Z =σ. Ïîýòîìó η = ω ◦ σ. Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ω ∨ ¬ω ∈ EΨ è σ ∨ ¬σ ∈ EΨ. Â ñèëó
ïóíêòîâ (1) è (2) ëåììû 4 â Ψ âåðíî ñîîòíîøåíèå (ω ∨ ¬ω) ⊃
((σ ∨ ¬σ) ⊃ ((σ ◦ ω) ∨ ¬(σ ◦ ω))) = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 6,
èìååì (σ ◦ ω) ∨ ¬(σ ◦ ω) ∈ EΨ. Ñëåäîâàòåëüíî, η ∨ ¬η ∈ EΨ.

Ïóñòü T = ¬W , ãäå W � òåðì, ïîñòðîåííûé èç ýëåìåíòîâ
ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ⊃∨¬-àëãåáðû Ψ. Òîãäà â Ψ ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ω, ÷òî W = ω. Ïîýòîìó η = ¬ω. Ïî èí-
äóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ω ∨¬ω ∈ EΨ. Â ñèëó ïóíêòà
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(3) ëåììû 4 â Ψ âåðíî ñîîòíîøåíèå (ω ∨ ¬ω)⊃ (¬ω ∨ ¬¬ω) = 1.
Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 6, èìååì ¬ω ∨¬¬ω ∈ EΨ. Ñëåäîâàòåëüíî,
η ∨ ¬η ∈ EΨ. q.e.d.

Äâóõýëåìåíòíóþ áóëåâó àëãåáðó, çàäàþùóþ êëàññè÷åñêóþ
ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ëîãèêó [4] è ÿâëÿþùóþñÿ òàêæå ïñåâäîáó-
ëåâîé àëãåáðîé, îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ2, à òðåõýëåìåíòíóþ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíóþ ïñåâäîáóëåâó àëãåáðó (ñì., íàïðèìåð, [15, 16]) �
÷åðåç Λ3.

Ïóñòü ν � îäèí èç íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ ⊃∨ èëè ⊃∨¬.
Ïîñòðîèì ν-ôîðìóëó Qν , ïîëîæèâ Qν ðàâíîé ôîðìóëå p ∨ (p⊃
q) èëè p ∨ ¬p, ãäå p è q � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâåí ν íàáîðó ⊃∨ èëè íàáîðó ⊃∨¬.
ËÅÌÌÀ 9. Ïóñòü ν � îäèí èç íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ ⊃∨
èëè ⊃∨¬, à Ψ � n-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà. Òîãäà åñëè ν-ôîðìóëà
Qν îáùåçíà÷èìà â Ψ, òî |Ψ| 6 22n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà n-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà Ψ.
Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ôîðìóëà Qν îáùåçíà÷èìà â ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðå Λ2

è îïðîâåðæèìà â ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðå Λ3. Ïî òåîðåìå 1 èç
[16] èñ÷èñëåíèå H + Qν ðàâíîîáúåìíî êëàññè÷åñêîìó ïðîïîçè-
öèîíàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ [4], çàäàþùåìó êëàññè÷åñêóþ ïðîïî-
çèöèîíàëüíóþ ëîãèêó. Òàê êàê ν-ôîðìóëà Qν îáùåçíà÷èìà â ν-
àëãåáðå Θ, òî â Θ îáùåçíà÷èìà êàæäàÿ ν-ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ
â H + Qν .

Ïóñòü η ∈ Ψ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òåðì T , ïîñòðîåííûé èç ýëå-
ìåíòîâ ξ1, . . . , ξn ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ν-àëãåáðû Ψ è óäîâëåòâî-
ðÿþùèé â Ψ ðàâåíñòâó T =η. Ïóñòü q1, . . . , qn � ðàçëè÷íûå ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Ïîñòðîèì ν-ôîðìóëó Xη, çàìåíèâ
â T ýëåìåíòû ξ1, . . . , ξn ïåðåìåííûìè q1, . . . , qn ñîîòâåòñòâåííî,
à îïåðàöèè ν-àëãåáðû Ψ � ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ëîãè÷åñêèìè
çíàêàìè. Ôîðìóëà Xη çàäàåò áóëåâó (ò.å. èñòèííîñòíóþ) ôóíê-
öèþ fη îò n ïåðåìåííûõ [4].

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó η èç Ψ ïîñòàâëåíà â ñî-
îòâåòñòâèå áóëåâà ôóíêöèÿ fη îò n ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî
ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè.

Ïóñòü ρ, τ ∈Ψ è ρ 6= τ . Òîãäà âåðíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ
ρ ⊃ τ 6= 1 èëè τ ⊃ ρ 6= 1. Ïóñòü ρ ⊃ τ 6= 1. Òîãäà ν-ôîðìóëà
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Xρ ⊃Xτ îïðîâåðæèìà â Ψ ïðè îöåíêå g(qi) = ξi, ãäå 1 6 i 6 n.
Ïîýòîìó ν-ôîðìóëà Xρ⊃Xτ íå âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè H+Qν

è òåì ñàìûì îïðîâåðæèìà â Λ2. Ïóñòü h � îïðîâåðæåíèå ôîð-
ìóëû Xρ ⊃ Xτ â Λ2. Òîãäà h(Xρ) 6= h(Xτ ) è ïîýòîìó èìååì
fρ(h(q1), . . . , h(qn)) 6=fτ (h(q1), . . . , h(qn)). Ñëåäîâàòåëüíî, fρ 6=fτ .
Åñëè τ ⊃ρ 6=1, òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî
fρ 6= fτ . Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n àðãó-
ìåíòîâ ðàâíî 22n , òî |Ψ|622n . q.e.d.

Ïóñòü ν � îäèí èç íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ ⊃∨ èëè ⊃∨¬, à
Θ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà. Ñîãëàñíî ïóíêòó (1) ëåì-
ìû 6 ïîäìíîæåñòâî EΘ ÿâëÿåòñÿ ⊃∨-ïîäàëãåáðîé ν-àëãåáðû Θ.
Íà ν-àëãåáðå Θ çàäàäèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼. Ïóñòü ξ, η∈Θ.
Îòíîøåíèå ξ∼η âåðíî íà Θ, åñëè ξ⊃η∈EΘ è η⊃ξ∈EΘ. Íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî
è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà Θ. Ýòî
îòíîøåíèå çàäàåò êîíå÷íî-ïîðîæäåííóþ ν-àëãåáðó êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè [3], êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ/EΘ. Äîêàæåì,
÷òî ν-àëãåáðà Θ/EΘ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ò.å. êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 10. Ïóñòü ν � îäèí èç íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ
⊃∨ èëè ⊃∨¬, à Θ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà. Òîãäà êî-
íå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà Θ/EΘ êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåá-
ðà Θ. Êàê è âûøå, ïîëîæèì Qν ðàâíîé ôîðìóëå p∨(p⊃q) èëè p∨
¬p, ãäå p è q � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ðàâåí ν íàáîðó ⊃∨ èëè íàáîðó ⊃∨¬. Òàê êàê Θ � êî-
íå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ν-àëãåáðà, òî è ν-àëãåáðà Θ/EΘ áóäåò êî-
íå÷íî-ïîðîæäåííîé. Ñîãëàñíî ëåììàì 7 è 8 è îïðåäåëåíèþ ν-
àëãåáðû Θ/EΘ, ν-ôîðìóëà Qν îáùåçíà÷èìà â ν-àëãåáðå Θ/EΘ.
Òîãäà ïî ëåììå 9 ν-àëãåáðà Θ/EΘ êîíå÷íà, ò.å. èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. q.e.d.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
ËÅÌÌÀ 11. Ïóñòü Ψ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àëãåáðà, à
∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Ψ, îïðåäåëåííîå âûøå.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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1) åñëè η ∈ EΨ, òî ¬¬η = 1;

2) åñëè ρ ∈ Ψ, òî FΨ⊃ρ = ¬¬ρ;

3) åñëè ρ, τ ∈ Ψ è ρ ∼ τ , òî ¬¬ρ = ¬¬τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àë-
ãåáðà Ψ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû. Äîêàæåì
óòâåðæäåíèå (1). Ïóñòü η ∈ EΨ. Òîãäà FΨ⊃η=1. Ñëåäîâàòåëüíî,
¬¬(FΨ ⊃ η) = ¬¬1 = 1. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà FΨ,
èìååì FΨ = {ξi ∨ ¬ξi|1 6 i 6 n}. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 4
ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = ¬¬(FΨ⊃η) = {¬¬(ξi ∨ ¬ξi)|16 i6n}⊃¬¬η =
1⊃¬¬η = ¬¬η.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (2). Ïóñòü ρ ∈ Ψ. Â ñèëó ëåììû 8 âåðíî
ñîîòíîøåíèå ρ ∨ ¬ρ ∈ EΨ, à â ñèëó ïóíêòà (5) ëåììû 4 âåðíî
íåðàâåíñòâî (ρ ∨ ¬ρ) 6 (¬¬ρ ⊃ ρ). Òîãäà ñîãëàñíî ïóíêòó (3)
ëåììû 6 ¬¬ρ ⊃ ρ ∈ EΨ è ïîýòîìó èìååì FΨ ⊃ (¬¬ρ ⊃ ρ) = 1.
Çíà÷èò, ¬¬ρ ⊃ (FΨ⊃ρ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ¬¬ρ 6 FΨ⊃ρ.

Ñîãëàñíî ïóíêòó 60g òåîðåìû 7 èç [4], èìååì ` (p ⊃ ¬¬q) ⊃
(¬¬p ⊃ ¬¬q) è ` (¬¬p ⊃ ¬¬q) ⊃ (p ⊃ ¬¬q), ãäå p è q � ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòè ⊃∨¬-
ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû â ⊃∨¬-àëãåáðå Ψ. Ïîäñòàâèâ â íèõ âìå-
ñòî p è q ñîîòâåòñòâåííî FΨ ⊃ ρ è ρ, ïîëó÷èì, ÷òî ((FΨ ⊃ ρ) ⊃
¬¬ρ)⊃(¬¬(FΨ⊃ρ)⊃¬¬ρ) = 1 è (¬¬(FΨ⊃ρ)⊃¬¬ρ)⊃((FΨ⊃ρ)⊃
¬¬ρ) = 1. Ïîýòîìó èìååì (FΨ⊃ ρ)⊃¬¬ρ 6 ¬¬(FΨ⊃ ρ)⊃¬¬ρ è
¬¬(FΨ⊃ ρ)⊃¬¬ρ 6 (FΨ ⊃ ρ)⊃¬¬ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, (FΨ⊃ ρ) ⊃
¬¬ρ = ¬¬(FΨ⊃ρ)⊃¬¬ρ.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà FΨ, èìååì FΨ = {ξi∨¬ξi|1 6
i 6 n}. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 4 ïîëó÷àåì, ÷òî (FΨ ⊃ ρ) ⊃
¬¬ρ = ¬¬(FΨ ⊃ ρ)⊃¬¬ρ = ({¬¬(ξi ∨ ¬ξi)|1 6 i 6 n} ⊃ ¬¬ρ) ⊃
¬¬ρ = (1⊃¬¬ρ)⊃¬¬ρ = ¬¬ρ⊃¬¬ρ = 1. Çíà÷èò, FΨ⊃ρ 6 ¬¬ρ.
Ïîñêîëüêó ¬¬ρ 6 FΨ ⊃ ρ, èìååì FΨ⊃ρ = ¬¬ρ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3). Ïóñòü ρ, τ ∈ Ψ è ρ ∼ τ . Òîãäà ρ ⊃
τ ∈ EΨ è τ⊃ρ ∈ EΨ, à ïîýòîìó èìååì FΨ⊃(ρ⊃τ) = 1 è FΨ⊃(τ ⊃
ρ) = 1. Ïîëîæèì k = |FΨ|. Ñîãëàñíî ïóíêòó (10) ëåììû 2, èìååì
` ({w1, . . . , wk} ⊃ p)⊃ (({w1, . . . , wk} ⊃ (p⊃ q))⊃ ({w1, . . . , wk} ⊃
q)), ãäå p, q, w1, . . . , wk � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû. Òîãäà â
ñèëó ëåììû 1 ýòè ⊃∨¬-ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû â ⊃∨¬-àëãåáðå Ψ.
Ïîäñòâèâ â íåå âìåñòî p, q, w1, . . . , wk ïåðâûé ðàç ñîîòâåòñòâåííî
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ρ, τ è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà FΨ, à âòîðîé ðàç ñîîòâåòñòâåííî τ, ρ
è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà FΨ, ïîëó÷èì, ÷òî (FΨ⊃ ρ)⊃ ((FΨ⊃ (ρ ⊃
τ))⊃ (FΨ⊃ τ)) = 1 è (FΨ⊃ τ) ⊃ ((FΨ⊃ (τ ⊃ ρ))⊃ (FΨ⊃ ρ)) = 1.
Ïîñêîëüêó FΨ⊃ (ρ⊃τ) = 1 è FΨ⊃ (τ ⊃ρ) = 1, èìååì (FΨ ⊃ ρ)⊃
(FΨ⊃ τ) = 1 è (FΨ ⊃ τ)⊃ (FΨ⊃ρ) = 1. Çíà÷èò, FΨ⊃ρ 6 FΨ⊃ τ
è FΨ ⊃ τ 6 FΨ ⊃ ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, FΨ ⊃ ρ = FΨ ⊃ τ . Òîãäà,
ñîãëàñíî ïóíêòó (2) ýòîé ëåììû, èìååì ¬¬ρ = ¬¬τ . q.e.d.

Äîêàæåì òåîðåìó, äàþùóþ êðèòåðèé êîíå÷íîñòè äëÿ êîíå÷-
íî-ïîðîæäåííûõ ⊃∨¬-àëãåáð.
ÒÅÎÐÅÌÀ 12. Êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àëãåáðà Ψ êîíå÷íà â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íà åå ⊃∨-ïîäàëãåáðà EΨ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ⊃∨¬-àë-
ãåáðà Ψ. Åñëè Ψ � êîíå÷íà, òî êîíå÷íà è åå ⊃∨¬-ïîäàëãåáðà
EΨ.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ⊃∨-ïîäàëãåáðà EΨ

⊃∨¬-àëãåáðû Ψ êîíå÷íà. Ïî òåîðåìå 10 ⊃∨¬-àëãåáðà Ψ/EΨ � êî-
íå÷íà, ò.å. èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïî-
ýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîñòè ⊃∨¬-àëãåáðû Ψ äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷åí êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü ξ ∈ Ψ, à [ξ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé
ýëåìåíòîì ξ. Ïóñòü ζ ∈ [ξ]. Ñîãëàñíî ëåììå 8, èìååì ζ∨¬ζ ∈ EΨ.
Ýëåìåíòó ζ èç [ξ] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ζ ∨ ¬ζ èç
EΨ. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ρ, η ∈ [ξ] è ρ 6= η, òî ρ ∨ ¬ρ 6= η ∨ ¬η.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ ∨ ¬ρ = η ∨ ¬η. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ρ⊃ (ρ ∨ ¬ρ) = 1, ρ⊃¬¬ρ = 1, η ⊃ (η ∨ ¬η) = 1 è η ⊃¬¬η = 1.
Ñîãëàñíî ïóíêòó (5) ëåììû 4, èìååì (ρ ∨ ¬ρ)⊃ (¬¬ρ ⊃ ρ) = 1
è (η ∨ ¬η) ⊃ (¬¬η ⊃ η) = 1. Òàê êàê ρ, η ∈ [ξ], òî ρ ∼ ξ è
η ∼ ξ, à ñëåäîâàòåëüíî, ρ ∼ η. Òîãäà â ñèëó ïóíêòà (3) ëåììû 11
âåðíî ðàâåíñòâî ¬¬ρ = ¬¬η. Ïîñêîëüêó ρ ∨ ¬ρ = η ∨ ¬η, èìååì
η⊃(ρ ∨ ¬ρ) = 1, η⊃¬¬ρ = 1 è (ρ ∨ ¬ρ)⊃(¬¬ρ⊃η) = 1.

Ñîãëàñíî ïóíêòó (11) ëåììû 2, èìååì ` (p ⊃ s) ⊃ ((p ⊃ t) ⊃
((s⊃ (t⊃ q))⊃ (p⊃ q))), ãäå p, q, s è t � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïå-
ðåìåííûå. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ýòà ⊃∨¬-ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà
â ⊃∨¬-àëãåáðå Ψ. Ïîäñòàâèâ â íåå âìåñòî p, q, s è t ïåðâûé ðàç
ñîîòâåòñòâåííî ρ, η, ρ∨¬¬ρ è ¬¬ρ, à âòîðîé ðàç ñîîòâåòñòâåííî
η, ρ, ρ ∨ ¬¬ρ è ¬¬ρ, ïîëó÷èì, ÷òî (ρ⊃(ρ ∨ ¬¬ρ)) ⊃ ((ρ⊃¬¬ρ)⊃
(((ρ ∨ ¬¬ρ)⊃ (¬¬ρ⊃ η))⊃ (ρ⊃ η))) = 1 è (η⊃ (η ∨ ¬¬ρ))⊃ ((η⊃
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¬¬ρ)⊃(((ρ∨¬¬ρ)⊃(¬¬ρ⊃ρ))⊃(η⊃ρ))) = 1. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ
äîêàçàííûõ âûøå ðàâåíñòâ ïîëó÷èì, ÷òî ρ⊃ η = 1 è η⊃ρ = 1.
Òîãäà ρ 6 η è η 6 ρ, à ïîýòîìó èìååì ρ = η. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ ∨ ¬ρ 6= η ∨ ¬η.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ρ, η ∈ [ξ] è ρ 6= η,
òî ρ ∨ ¬ρ 6= η ∨ ¬η, ρ ∨ ¬ρ ∈ EΨ è η ∨ ¬η ∈ EΨ. Òàê êàê ⊃∨-
ïîäàëãåáðà EΨ ⊃∨¬-àëãåáðû Ψ êîíå÷íà, òî êîíå÷åí è êëàññ [ξ].
Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ êîíå÷íà. q.e.d.
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