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abstract. We prove that some properties of ordinals do not take
place in intuitionistic set theory and metamathematics of our proof is
weaker than that which is in heyting-values models.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïîíÿòèé â àêñèîìàòè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îðäèíàëà. Ñóùåñòâó-
åò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïðå-
äåëåíèé ïîíÿòèÿ îðäèíàëà â òåîðèè ìíîæåñòâ. Ðÿä ýòèõ îïðå-
äåëåíèé òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî
ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ñâîéñòâ îðäèíàëîâ. Ïîýòîìó íå
âñå îïðåäåëåíèÿ îðäèíàëà, êîòîðûå èìåþòñÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ
ñ ïîäëåæàùåé êëàññè÷åñêîé ëîãèêîé, ìîæíî ïðÿìî ïåðåíåñòè
â èíòóèöèîíèñòñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðà-
áîò, â êîòîðûõ äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îðäèíàëà, à òàêæå
ïðèâîäÿòñÿ êîíòðïðèìåðû äëÿ ðÿäà äðóãèõ (êëàññè÷åñêè âåð-
íûõ) îñíîâíûõ ñâîéñòâ îðäèíàëîâ, ìîæíî íàçâàòü ðàáîòû [1, 5,
3]. Ïîñëåäíÿÿ èç öèòèðóåìûõ ðàáîò ëåæèò íåñêîëüêî â ñòîðîíå
îò íàøèõ èññëåäîâàíèé, òåì íå ìåíåå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, òàê
êàê â íåé äàåòñÿ îïðåäåëåíèå îðäèíàëà, äëÿ êîòîðîãî âñå êëàñ-
ñè÷åñêèå ñâîéñòâà (ò.å. ñâîéñòâà, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ
íåîáõîäèìî áûëî áû èñïîëüçîâàòü çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüå-
ãî), ìîãóò áûòü äîêàçàíû è â èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðèè ìíî-
æåñòâ, íàïðèìåð, ñâîéñòâà îðäèíàëà-ïîñëåäîâàòåëÿ (ôîðìóëè-
ðîâêè ñâîéñòâ äàíû íèæå). Â ïåðâûõ èç äâóõ íàçâàííûõ ðàáîò
äàåòñÿ ñëåäóþùåå, ïðèåìëåìîå è êëàññè÷åñêè, îïðåäåëåíèå îð-
äèíàëüíîãî ÷èñëà: îðäèíàë åñòü òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî òðàí-
çèòèâíûõ ìíîæåñòâ. Òàêîå îïðåäåëåíèå îðäèíàëà äàåò âîçìîæ-
íîñòü ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îðäèíàë-ïîñëåäîâàòåëü åñòü òàêæå
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îðäèíàë è ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ òàê-
æå åñòü îðäèíàë. Êðîìå òîãî, â ïåðâûõ äâóõ èç öèòèðîâàííûõ
ðàáîò äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ ðàçíûõ âèäîâ: ÷àñòè÷íûõ,
ëèíåéíûõ, ôóíäèðîâàííûõ è ïîëíûõ ïîðÿäêîâ (èëè âïîëíå óïî-
ðÿäî÷åíèé). Â [5] äîêàçàíî (÷àñòè÷íî), ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå
îïðåäåëåíèå îðäèíàëà äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü òðàíñôèíèò-
íóþ èíäóêöèþ è òðàíñôèíèòíóþ ðåêóðñèþ ïî îðäèíàëàì. Ïðè-
âåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå îðäèíàëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ êóìóëÿòèâíîé èåðàðõèè Rα â èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðèè
ìíîæåñòâ è (âàæíûé ìîìåíò!) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìíîæå-
ñòâà x òàê, ÷òî x ∈ Rrk(x)+1. Êîíå÷íî, ïðè òàêîì ñïîñîáå îïðå-
äåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îðäèíàëà ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ôóíäè-
ðîâàííûì ìíîæåñòâîì (ñì. [1]), íî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê ïðèíöèï ñóùåñòâîâàíèÿ íàèìåíü-
øåãî ýëåìåíòà âëå÷åò ïîëíûé çàêîí èñêþ÷åííîãî òðåòüåãî, ò.å.
ïðåâðàùàåò èíòóèöèîíèñòñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ â åå êëàññè-
÷åñêèé àíàëîã (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ñì.[1] èëè [2]).
Èñïîëüçóÿ äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå îðäèíàëüíîãî ÷èñëà, ìîæ-
íî îïðåäåëèòü òàêæå ïîíÿòèå êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà è ðàçâèòü
ôîðñèíã, ò.å. îáñóäèòü íà èíòóèöèîíèñòñêîì óðîâíå òåîðèè ìíî-
æåñòâ êîíòèíóóì-ãèïîòåçó. Ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë è ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà
(ñì. [5]).

Ðàáîòà [1] ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ â èíòóèöèîíèñòñêîé òåî-
ðèè ìíîæåñòâ ãåéòèíãîçíà÷íîãî óíèâåðñóìà ìíîæåñòâ êàê îä-
íîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé äëÿ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì òåîðèè
ìíîæåñòâ ZFIR è ZFIC. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòèõ äâóõ îñíîâ-
íûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì òåîðèè ìíîæåñòâ ñ ïîäëåæàùåé
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé â ñòàíäàðòíîì (îäíîñîðòíîì) ÿçûêå
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíà, íàïðèìåð, â [8]. Ýòè äâå àêñèîìàòè-
÷åñêèå ñèñòåìû òåîðèè ìíîæåñòâ èìåþò ðàçëè÷íóþ äåäóêòèâ-
íóþ ñèëó, òàê êàê ñõåìà àêñèîì ¾collection¿ íå âûâîäèòñÿ èç
ñõåìû àêñèîì ïîäñòàíîâêè (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. [6]; öèòèðî-
âàííûé ðåçóëüòàò ÿâèëñÿ ðåøåíèåì îäíîé èç íàèáîëåå òðóäíûõ
ïðîáëåì èç [7]). Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ïðèâå-
äåííûé óíèâåðñóì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ îòìå÷åííûõ ñèñòåì òåîðèé
ìíîæåñòâ, âíåøíèì îáðàçîì òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ êàæäûé ðàç
òåîðèè ZFIC. Â [9] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìî-
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äåëåé òèïà ðåàëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî âíåøíèì îáðàçîì (êîíå÷-
íî, â ñëó÷àå òîëüêî ñèñòåìû ZFIR) èñïîëüçîâàòü òó æå ñàìóþ
òåîðèþ ZFIR, ÷òî óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Ãðàéñîíà èç [1]. Ýòîò ðå-
çóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí àâòîðîì åùå â 1982 ã. â [4]. Èñïîëü-
çóÿ ãåéòèíãîçíà÷íûé óíèâåðñóì, â [1] Ãðàéñîí ïðèâîäèò ñòðîãèå
êîíòðïðèìåðû äëÿ ðÿäà ñâîéñòâ îðäèíàëîâ (ñì. òàêæå ôîðìóëè-
ðîâêè íèæå), êîòîðûå íå âûïîëíÿþòñÿ â ìîäåëè ãåéòèíãîçíà÷-
íîãî óíèâåðñóìà äëÿ îòìå÷åííûõ âûøå òåîðèé ìíîæåñòâ ïðè
ïðèâåäåííîì ðàíåå îïðåäåëåíèè îðäèíàëà (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå
âûâîäÿòñÿ â ñàìèõ òåîðèÿõ).

Äàëüíåéøèé ïëàí èçëîæåíèÿ áóäåò òàêîé: ñíà÷àëà áóäåò ñôîð-
ìóëèðîâàí ðÿä ñâîéñòâ îðäèíàëîâ è îòìå÷åíî, êàêèå èç íèõ âåð-
íû â àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èíòóèöèîíèñòñêèõ òåîðèé ìíî-
æåñòâ ZFIR è ZFIC, à êàêèå íåò (áîëåå òî÷íî: êàêèå èç íèõ
âëåêóò ïîëíûé çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî). Ïîñêîëüêó ðÿä
ñâîéñòâ îðäèíàëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ èíòóèöèîíèñòñêè âåðíûìè,
âëåêóò ïîëíûé çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (ïîñëåäíåå áóäåò
äîêàçàíî òàêæå è äëÿ òåõ ñâîéñòâ îðäèíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòî íå
ñäåëàíî â [1]), è ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç îòìå÷åííûõ âûøå àêñèî-
ìàòè÷åñêèõ ñèñòåì òåîðèé ìíîæåñòâ ñîâìåñòíà ñ òåçèñîì ×¼ð÷à
(ñì., íàïðèìåð, [8] èëè [9]), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îðäè-
íàëîâ íå âûâîäÿòñÿ â îòìå÷åííûõ âûøå òåîðèÿõ, íî ìåòàìàòå-
ìàòèêà íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà îêàæåòñÿ ñëàáåå, ÷åì â [1].

Òåîðåìà
A) ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îðäèíàëîâ âåðíû (âûâîäÿòñÿ) â ZFIR:
(i) α < β ⇔ α+ ≤ β

(ii)
⋃

A ≤ β ⇔ ∀α ∈ A.α ≤ β

(iii) α < β ≤ γ ⇒ α < γ

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ïóíêòà A äîñòàòî÷íî ðóòèííû
è îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.

Á) ñëåäóþùèå, êëàññè÷åñêè âåðíûå, ñâîéñòâà îðäèíàëîâ âëå-
êóò ïîëíûé çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî:

1. α < β ∨ α = β ∨ α > β

2. α ≤ β ∨ β ≤ α

3. α ≤ β ⇒ α < β ∨ α = β

4. α < β ⇒ α+ < β ∨ α+ = β

5. α ≤ β < γ ⇒ α < γ

Ñëåäóÿ [1], äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Îðäèíàë α åñòü
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îðäèíàë-ïîñëåäîâàòåëü, åñëè ∃β.α = β+. Îðäèíàë íàçûâàåòñÿ
ñëàáî ïðåäåëüíûì, åñëè ∀β ∈ α.∃γ ∈ α.β ∈ γ. Îðäèíàë α íàçû-
âàåòñÿ ñèëüíî ïðåäåëüíûì, åñëè ∀β ∈ α.β+ ∈ α.

Ñëåäóþùèå, êëàññè÷åñêè âåðíûå, ñâîéñòâà îðäèíàëîâ òàêæå
(êàæäîå â îòäåëüíîñòè) âëåêóò ïîëíûé çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðå-
òüåãî:

à) êàæäûé îðäèíàë åñòü 0, èëè îðäèíàë-ïîñëåäîâàòåëü, èëè
ñëàáî ïðåäåëüíûé;

á) âñå ñëàáî ïðåäåëüíûå îðäèíàëû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ïðåäåëü-
íûìè.

Ïðèâåäåì ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ âû-
øå óòâåðæäåíèé îá îðäèíàëàõ â ïóíêòàõ Á), à) è á).

1. Ïîëàãàåì: α = 0, β = {x : x = 0 ∧ ϕ} = 1′. Åñëè âåðåí
ïåðâûé ÷ëåí äèçúþíêöèè, òî 0 ∈ 1′, ò.å. èìååì ϕ è ϕ∨¬ϕ. Åñëè
âûïîëíåí âòîðîé ÷ëåí äèçúþíêöèè, òî β = α = 0, à òîãäà èìååì
¬ϕ è òàêæå ϕ ∨ ¬ϕ. Çàìåòèì, ÷òî íåâåðíî, ÷òî β ∈ α è ïîýòîìó
ñíîâà èìååì ϕ ∨ ¬ϕ.

2. Ïîëàãàåì α = {0, 1′, {0, 1′}}, β = {0, 1}. Åñëè α ≤ β, òî
1′ = 0 èëè 1′ = 1, à òîãäà â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ϕ∨¬ϕ. Åñëè
æå β ≤ α, òî òîãäà 1 = 1′ èëè 1 = {0, 1′} è ñíîâà èìååì ϕ ∨ ¬ϕ.

3. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì α = 1, β = {x : x = 0∨ (x = 1∧ϕ)}.
Î÷åâèäíî, ÷òî α ⊆ β. Åñëè 1 ∈ β, òî òîãäà âûïîëíåíî ϕ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∨ ¬ϕ. Åñëè æå {x : x = 0} = 1 = {x : x =
0 ∨ (x = 1 ∧ ϕ)}, òî òîãäà èìååì ¬ϕ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì
ϕ ∨ ¬ϕ.

4. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëàãàåì α = 0; α+ = 0
⋃{0} = {x : x =

0} = 1; β = {x : x = 0 ∨ (x = 1 ∧ ϕ)}. Ïîíÿòíî, ÷òî 0 ∈ β. Åñëè
òåïåðü 1 ∈ β, òî èìååì ϕ è, êàê è îáû÷íî, ϕ∨¬ϕ. Åñëè æå 1 = β,
òî òîãäà ïîëó÷àåì ¬ϕ è îïÿòü, ïî çàêîíàì ëîãèêè, ϕ ∨ ¬ϕ.

5. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì α = 1′, β = 1, γ = {0, 1}. ßñíî, ÷òî
α ⊆ β è β ∈ γ. Íî åñëè α ∈ γ, òî ëèáî 1′ = 0, à òîãäà ¬ϕ, ëèáî
1′ = 1, à òîãäà ϕ è â ëþáîì ñëó÷àå èìååì îïÿòü ϕ ∨ ¬ϕ.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå à). Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì α = 1′.
Åñëè òåïåðü α = 0, òî ïîëó÷àåì ¬ϕ. Åñëè α = β+, òî β ∈ α,
ò.å. β = 0 è ϕ è ϕ ∨ ¬ϕ. Íàêîíåö, α íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíûì
îðäèíàëîì ïî îïðåäåëåíèþ, òàê êàê ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî
ýëåìåíòà (ýòî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå). Âî âñåõ âàðèàíòàõ ïîëó-
÷àåì ϕ ∨ ¬ϕ.
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Äàäèì, ñëåäóÿ íàìåòêàì èç [1], äîêàçàòåëüñòâî á). Ïóñòü 2′ =
{0, 1′} è ïóñòü α = {0, 1′, 2′, (2′)+, (2′)++, ...}. ßñíî, ÷òî α � ñëàáî
ïðåäåëüíûé îðäèíàë (çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé ñèëüíî ïðåäåëüíûé
îðäèíàë ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðåäåëüíûì ïðîñòî ïðÿìî ïî îïðåäå-
ëåíèþ), òàê êàê 0 ∈ α è 0 ∈ 2′ è 2′ ∈ α, à äëÿ îñòàëüíûõ îð-
äèíàëîâ èç α ýòî âèäíî íåïîñðåäñòâåííî. Åñëè æå α ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî ïðåäåëüíûì, òî, ïîñêîëüêó 0 ∈ α, òî è 0+ òàêæå äîëæåí
ïðèíàäëåæàòü α, íî 0+ = 1 ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî 1′, à òîãäà
íåîáõîäèìî ñëåäóåò ϕ è ϕ ∨ ¬ϕ.

Òàê êàê âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ôîðìóëà ϕ âû-
áèðàëàñü âñåãäà ïðîèçâîëüíî, òî ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäîå èç
óòâåðæäåíèé (1)�(5) (à) è (á) âëå÷åò ïîëíûé çàêîí èñêëþ÷åííî-
ãî òðåòüåãî.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå: â íàøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ
àêòèâíî èñïîëüçîâàëèñü èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è
àêñèîìà îáúåìíîñòè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, â [9] áûëî äàíî ïîëíîå äîêàçà-
òåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî òåçèñ ×¼ð÷à CT ñîâìåñòåí ñ òåîðèåé
ZFIR, ïðè÷åì (è ýòî âàæíûé ìîìåíò!) äîêàçàòåëüñòâî âíåøíèì
îáðàçîì ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ
ZFIR. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ñèëüíåå â ìåòàìà-
òåìàòè÷åñêîì ïëàíå, ÷åì ðåçóëüòàò Ãðàéñîíà èç [1].
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