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abstract. Three key problems of the Correspondence Theory are
considered: given a modal propositional formula and a �rst-order formula,
to recognize, whether they are equivalent in Kripke frames (the corres-
pondence problem); given a modal propositional formula, to recognize,
whether there is a �rst-order formula which is equivalent to it in Kripke
frames (the problem of �rst-order de�nability of modal propositional
formulas), given a �rst-order formula, to recognize, whether there is a
modal propositional formula which is equivalent to it in Kripke frames
(the problem of modal de�nability of �rst-order formulas). For all of
these problems concise proofs of algorithmic undecidability have been
given.

1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåì
Íèæåñëåäóþùèé òåêñò ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèåì ìàòåðèàëà óñòíîãî
âûñòóïëåíèÿ àâòîðîâ íà êîíôåðåíöèè ¾Óñïåõè ìîäàëüíîé ëîãè-
êè¿, êîòîðàÿ â î÷åðåäíîé, òî÷íåå � øåñòîé, ðàç ïðîâîäèëàñü â
2006 ãîäó. Âîëåþ îáñòîÿòåëüñòâ ñàì äîêëàä áûë ñäåëàí íå íàìè,
à íàøèì áëèçêèì äðóãîì Ìèõàèëîì Âèêòîðîâè÷åì Çàõàðüÿùå-
âûì. Òàêèì îáðàçîì, â ïðèðîäå èìåþòñÿ òðè òåêñòà ìàòåðèà-
ëîâ ýòîãî äîêëàäà: ïðåäëàãàåìûé íèæå; óñòíûé2 òåêñò âûñòóï-
ëåíèÿ Ì.Â. Çàõàðüÿùåâà íà ðàáî÷åì (àíãëèéñêîì) ÿçûêå êîí-
ôåðåíöèè, êîòîðîå ëèøü îñíîâûâàëîñü íà âàðèàíòå ïðåäëàãàå-
ìîãî çäåñü òåêñòà, íî íåñîìíåííî íå ñîâïàäàëî ñ íèì ïî ìíîãèì
ïðè÷èíàì; òåêñò [10], îïóáëèêîâàííûé â ìàòåðèàëàõ óïîìÿíóòîé
êîíôåðåíöèè, èìåþùèé íåïóñòîå, êîíå÷íî, ïåðåñå÷åíèå ñ ïðåäû-
äóùèìè äâóìÿ, íî íå ñîäåðæàùèé ïî ïðè÷èíå æåñòêèõ ðåäàê-
òîðñêèõ òðåáîâàíèé íà îáúåì ìíîãèõ ìîìåíòîâ, ôîëüêëîðíûõ
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óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ. Êðîìå òîãî, ìû ó÷èòûâàëè è ñî-
ñòàâ ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè, òàê ÷òî âñå òðè òåêñòà ìåæäó
ñîáîé ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, õîòÿ âî âñåõ íèõ ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìàòèêà òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ, òåîðèè,
â êîòîðîé ñðàâíèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ðåëÿ-
öèîííûõ ñòðóêòóð ñðåäñòâàìè ðàçíûõ ÿçûêîâ. Èìååòñÿ â âèäó,
÷òî âïîëíå óäîâëåòâëîðèòåëüíûé äëÿ áîëüøèíñòâà (õîòÿ è íå
âñåõ!) ïðàêòè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé òàêîãî îïèñàíèÿ ÿçûê ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì èìåííî èç-çà ñâîåé
áîëüøîé âûðàçèòåëüíîñòè, äåëàþùåé äàæå î÷åíü ïðîñòûå âî-
ïðîñû ¾ðèòîðè÷åñêèìè¿, òî÷íåå � îñòàâëÿþùåé èõ áåç ýôôåê-
òèâíîãî îòâåòà â ñèëó òåîðåìû ×�åð÷à, êîòîðóþ ìîæíî ïîíèìàòü
êàê îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîãî îòâåòà íà âîïðîñ ¾Âåðíî ëè, ÷òî
äàííàÿ ôîðìóëà îïèñûâàåò òðèâèàëüíîå ñâîéñòâî (íå âûäåëÿåò
íèêàêèõ ìîäåëåé, èñòèííà âî âñåõ)?¿ Ìîäàëüíûå ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ôîðìóëû â ýòîì îòíîøåíèè áîëåå ïðîñòû. Ìíîãèå ïðî-
áëåìû, ñ íèìè ñâÿçàííûå, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû; òàêîâà,
ê ïðèìåðó, ïðîáëåìà èñòèííîñòè ôîðìóëû âî âñåõ ìîäåëÿõ.

Êîíå÷íî, òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, êàê áû ñðåàãèðîâàë Ãîò-
ôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö ñ åãî èäååé èñïîëüçîâàíèÿ âîçìîæ-
íûõ ìèðîâ äëÿ èñòîëêîâàíèÿ ìîäàëüíîñòåé íà ñîâðåìåííîå ñî-
ñòîÿíèå èññëåäîâàíèé ïî ìîäàëüíîé ëîãèêå, íå ãîâîðÿ óæ îá
Àðèñòîòåëå, ÷üÿ íå î÷åíü òî÷íî ñôîðìóëèðîâàííàÿ ìîäàëüíàÿ
ñèëëîãèñòèêà ÿâèëàñü îòïðàâíîé òî÷êîé ìíîãîâåêîâîãî èçó÷å-
íèÿ ìîäàëüíîñòåé, íî â ïîñëåäíèå äâà-òðè äåñÿòèëåòèÿ âàæíåé-
øåé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ëîãèêè ñòàëî èçó÷åíèå
âîçìîæíîñòåé ìîäàëüíûõ è áëèçêèõ ê íèì ÿçûêîâ äëÿ îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ ðåëÿöèîííûõ ñòðóêòóð.

Ìû âûðàæàåì íàäåæäó, ÷òî ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ èññëåäîâà-
òåëè îáðàòÿòñÿ ê ìîäàëüíûì èñòîêàì è âñïîìíÿò, ÷òî ñåìàí-
òèêà âîçìîæíûõ ìèðîâ (ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà, îêðåñòíîñò-
íàÿ ñåìàíòèêà è èõ âàðèàíòû) äëÿ ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ áû-
ëà ïðåäëîæåíà â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî èíñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî
ïåðåâåñòè íåêîòîðûå ñîäåðæàòåëüíûå îáñóæäåíèÿ ìîäàëüíûõ
îïåðàòîðîâ � èõ ñâîéñòâ, âçàèìîçàâèñèìîñòåé è ò.ä. �
íà áîëåå òî÷íûé ÿçûê. Ýòîò ¾áîëåå òî÷íûé¿ ÿçûê íå
ïðåòåíäóåò è íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà àáñîëþòíóþ
àäåêâàòíîñòü ïðåäìåòó îáñóæäåíèÿ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
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ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç äëèííûõ ìàëîïðîäóêòèâíûõ äèñêóññèé.
Îäíàêî çäåñü ìû áóäåì ñëåäîâàòü íûíåøíåìó îñíîâíîìó íà-
ïðàâëåíèþ.

Ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû ÿçûê ïðîïîçèöèîíàëüíîé ìîäàëüíîé
ëîãèêè ïðè îïèñàíèè ðåëÿöèîííûõ ñòðóêòóð ïðåäîñòàâëÿåò äî-
âîëüíî ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ, ñêàæåì, ñ
êëàññè÷åñêèì ÿçûêîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îí ìîæåò áûòü ýôôåê-
òèâíåå â äâóõ, ïî êðàéíåé ìåðå, àñïåêòàõ. Ìîäàëüíûå ïðîïîçè-
öèîíàëüíûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü áîëåå âûðàçèòåëüíûìè, ÷åì
ôîðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà, � òî åñòü îíè èìåþò îïðåäåëåííûå
âòîðîïîðÿäêîâûå ÷åðòû (íþàíñû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäàëü-
íûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû áîëåå äîñòóïíû àëãîðèòìè-
÷åñêîìó èçó÷åíèþ (îñâîåíèþ): äëÿ íèõ ìíîãèå ïðîáëåìû ðàçðå-
øèìû, ïðè÷åì ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû èìåþò âïîëíå
äîïóñòèìóþ ñëîæíîñòü, ëèáî äëÿ ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè ýòèõ àë-
ãîðèòìîâ áîëåå-ìåíåå ÿñíû íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ.

Çäåñü ïðåäñòàâëåíû õîðîøî èçâåñòíûå õðåñòîìàòèéíûå ïðè-
ìåðû îïèñàíèé è îòñóòñòâèÿ îïèñàíèé ñâîéñòâ ðåëÿöèîííûõ
ñòðóêòóð:

ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà
∀x xRx 2p → p

∀x ∀y ∀z (xRy & yRz ⇒ xRz) 2p → 22p

∀x ∃y yRx íåò
∀x ∀y xRy íåò
íåò 23p → 32p

íåò 2(2p → p) → 2p.

Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ìîæíî ñ ïîäðîáíûì îáñóæäåíèåì íàéòè
â [7, 8, 12]. Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûé â íàçâàíèè äàííîé
ñòàòüè ðàçäåë ñîâðåìåííîé ìîäàëüíîé ëîãèêè3 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
äîñëîâíûì ïåðåâîäîì íàçâàíèÿ îáçîðíîé ñòàòüè [8].

Ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò ïåðâîïîðÿäêîâûõ (èëè äðóãèõ ìîùíûõ
êëàññè÷åñêèõ) îïèñàíèé ñâîéñòâ ðåëÿöèîííûõ ñòðóêòóð ê ìî-

3Ñðåäè èññëåäîâàòåëåé äîâîëüíî ðàñïðîñòðàíåíî ìíåíèå, ÷òî ñîâðåìåí-
íàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà ¾ïîêîèòñÿ íà òðåõ êèòàõ¿, âîò èõ àíãëèéñêèå ¾èìå-
íà¿: completeness theory, correspondence theory, duality theory.
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äàëüíûì îïèñàíèÿì ïðåñëåäóåò ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè, ðà-
çóìíî åãî (ïåðåõîä) ñòàâèòü (èëè õîòÿ áû ïûòàòüñÿ ñòàâèòü) â
àëãîðèòìè÷åñêèå ðàìêè.

Ê ñîæàëåíèþ, êàê áûëî îáíàðóæåíî â êîíöå 80-õ ãîäîâ (XX-
ãî, ðàçóìååòñÿ, âåêà), àëãîðèòìè÷åñêàÿ ÷àñòü òåîðèè ñîîòâåò-
ñòâèÿ â îñíîâíîì îòðèöàòåëüíà. Òî åñòü ïðàêòè÷åñêè âñå àëãî-
ðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ íåðàç-
ðåøèìûìè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé ïëàòîé çà ñòðåìëåíèå ê
âûðàçèòåëüíîñòè èñïîëüçóåìûõ ÿçûêîâ.

Îäíàêî ñðåäè èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ óêàçàííûì ¾îòðèöà-
òåëüíûì¿ îáñòîÿòåëüñòâîì ðàñïðîñòðàíåíû ðàçëè÷íûå ìèôû.
Íàïðèìåð, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè ïåð-
âîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè ìîäàëüíûõ ôîðìóë ëèáî î÷åíü
òðóäíî òåõíè÷åñêè, ëèáî ìàëîïîíÿòíî. Êðîìå òîãî, ïðè èçëî-
æåíèè àëãîðèòìè÷åñêîé ÷àñòè òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ4 ïðàêòè÷å-
ñêè âñåãäà5 îãðàíè÷èâàþòñÿ íåðàçðåøèìîñòüþ ìîäàëüíîé îïðå-
äåëèìîñòè ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñ÷èòàÿ, ïî-âèäèìîìó, ÷òî
ìîäàëüíàÿ îïðåäåëèìîñòü ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò áîëü-
øå îòíîøåíèå ê ìîäàëüíîé ëîãèêå, ÷åì, ñêàæåì, ïåðâîïîðÿäêî-
âàÿ îïðåäåëèìîñòü ìîäàëüíûõ ôîðìóë. Çäåñü ìû ñòàâèì öåëüþ
îïðîâåðæåíèå íåêîòîðûõ èç òàêèõ ìèôîâ.

Äëÿ íà÷àëà ñêàæåì, ÷òî â óïîìÿíóòîì ¾ìèôîòâîð÷åñòâå¿ âî
ìíîãîì ¾âèíîâàòû¿ äîêëàä÷èêè, îñîáåííî Ë.À. ×àãðîâà. À èìåí-
íî ðåçóëüòàòû î íåðàçðåøèìîñòè êëþ÷åâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì â òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ áûëè ïîëó÷åíû â åå äèññåðòà-
öèè [6] 1989 ãîäà, òåêñò êîòîðîé ïî ðîññèéñêîé ¾òðàäèöèè¿ ïðàê-
òè÷åñêè íåäîñòóïåí, à èõ äîêàçàòåëüñòâà äîñòóïíû ëèøü â âèäå
äåïîíèðîâàííûõ â ÂÈÍÈÒÈ ñòàòåé íà ðóññêîì ÿçûêå,
êîòîðûå íå íàõîäÿòñÿ â ñâîáîäíîì îáîðîòå. Êðîìå òîãî,
â óêàçàííîé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàëàñü òåõíè÷åñêè áîëåå
ñëîæíàÿ òåîðèÿ ñîîòâåòñòâèÿ � åå âàðèàíò äëÿ èíòóèöèîíèñò-
ñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè,
ñêàæåì, ÷òî òàì ïðèâîäèòñÿ ôàêòè÷åñêè îäíî äëèííîå (áîëåå
100 ñ ëèøíèì ñòðàíèö ïëîòíîãî òåêñòà!) äîêàçàòåëüñòâî,

4Íàì íåèçâåñòíû ìîíîãðàôè÷åñêèå èçëîæåíèÿ; ðå÷ü èäåò î ëåêöèîííûõ
êóðñàõ, î ïðîãðàììå êîòîðûõ ìû ìîæåì ñóäèòü ïî âûëîæåííîé â èíòåðíåòå
èíôîðìàöèè è åå îáñóæäåíèþ â èíòåðíåòå æå.

5Ñîáñòâåííî, ìû èíîãî íå âñòðå÷àëè.
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êîòîðîå ïðè íåáîëüøèõ âàðèàöèÿõ äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ïðîáëåìà ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè èíòóèöèîíèñò-
ñêèõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà;

2) ïðîáëåìà ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè èíòóèöèîíèñò-
ñêèõ ôîðìóë íà ñ÷åòíûõ øêàëàõ íåðàçðåøèìà;

3) ìíîæåñòâî èíòóèöèîíèñòñêèõ ôîðìóë, êîòîðûå íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðâîïîðÿäêîâî îïðåäåëèìûìè, íî ïåðâîïîðÿäêîâî
îïðåäåëèìû íà ñ÷åòíûõ øêàëàõ, íåðàçðåøèìî;

4) ïðîáëåìà èíòóèöèîíèñòñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé îïðåäåëè-
ìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà;

5) ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ôîðìóë è ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà íåðàçðåøèìà.

Êîíå÷íî, ïàðàëëåëüíî äîêàçàòåëüñòâàì ýòèõ ôàêòîâ ëåãêî ïî-
ëó÷èòü è èõ àíàëîãè äëÿ ìîäàëüíîãî ñëó÷àÿ, õîòÿ ìîäàëüíûé
ñëó÷àé è ïðåäîñòàâëÿåò íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà
ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòóèöèîíèñòñêèì.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâ èç äèññåðòàöèè ×àãðîâîé ïðèíöèïèàëü-
íî ãðîìîçäêà. Â ÷àñòíîñòè, òàì ñòðîèòñÿ íåðàçðåøèìîå ñóïåðèí-
òóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå ñ ïåðâîïîðÿäêîâî îïðåäåëèìîé àê-
ñèîìàòèêîé. Ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîé ñõåìå ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñòàòüè àâòîðîâ [9], ãäå îíà (ñõåìà) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåðàçðåøèìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè ìîäàëü-
íûõ ôîðìóë íà êëàññå êîíå÷íûõ øêàë. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî êðî-
ìå ýòîãî ïðèìåíåíèÿ íåèçáåæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ è èñïîëüçîâà-
íèå ýòîé ñõåìû äëÿ òðåòüåãî ôàêòà (ïóíêòà 1) î íåðàçðåøèìîñòè
èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïÿòè.

Íåñêîëüêî óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè ïåð-
âîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè èíòóèöèîíèñòñêèõ ôîðìóë áûëî
îïóáëèêîâàíî Ë.À. ×àãðîâîé â Æóðíàëå ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè
â 1991 ãîäó, òî åñòü â [13]. Èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ñõåìà äîêà-
çàòåëüñòâà áûëà íåñêîëüêî ðàíåå ðàçðàáîòàíà äëÿ ìîäàëüíîãî
ñëó÷àÿ â [3, 4].

Íî è â ýòîì ñëó÷àå íå áûëî äàíî ïðÿìîãî (è áîëåå ïðîñòîãî!)
äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìî-
ñòè äëÿ ìîäàëüíîãî ñëó÷àÿ. Äîáàâèì, ÷òî îäèí èç àíîíèìíûõ
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ðåöåíçåíòîâ ñ÷åë ïðèâåäåííûé â ñòàòüå Ë.À. ×àãðîâîé òåêñò äî-
êàçàòåëüñòâà ¾non-friendly¿.

Îáñóæäàÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñ íàøèìè êîëëåãàìè àëãîðèò-
ìè÷åñêóþ ïðîáëåìàòèêó òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ, ìû ïîíÿëè, ÷òî
íåîáõîäèìîñòü ïðåäîñòàâëåíèÿ ïðîçðà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ íà-
çðåëà. Êðîìå òîãî, íàäåæäà íà òî, ÷òî âñëåä çà ïèîíåðñêèìè
äîêàçàòåëüñòâàìè Ë.À. ×àãðîâîé ïîñëåäóþò áîëåå ïðîñòûå (êàê
ýòî ÷àñòî áûâàåò â ìàòåìàòèêå), íå îïðàâäûâàåòñÿ; ñîçäàåòñÿ äà-
æå âïå÷àòëåíèå î íåèçáåæíîé ãðîìîçäêîñòè äîêàçàòåëüñòâ äàæå
òåõ ôàêòîâ, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ïîëó÷àþòñÿ ¾ïî÷òè áåñïëàò-
íî¿.

Íàâåäåíèåì ïîðÿäêà â ýòîé îáëàñòè ìû è çàéìåìñÿ.
Ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé. Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ íàøèìè ïðîïåäåâòè÷åñêèìè öåëÿìè ìû íå áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîáëåìàòèêó âî âñåé âîçìîæíîé îáùíîñòè. Íàïðè-
ìåð, ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûé âàðèàíò îïðåäåëè-
ìîñòè, íå áóäåì ñ÷èòàòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ øêàë ïàðàìåò-
ðîì (òî åñòü äëÿ íàñ îïðåäåëèìîñòü áóäåò îïðåäåëèìîñòüþ íàä
êëàññîì âñåõ øêàë), íå áóäåì âñåðüåç ðàññìàòðèâàòü èíûå ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûå ÿçûêè, êðîìå îäíîìîäàëüíîãî, è ò.ä.

Èòàê.
Ñòðóêòóðà âèäà F = 〈W,R〉 (F � îò àíãëèéñêîãî òåðìèíà

Frame ñ óñòàíîâèâøèìñÿ ñåé÷àñ ïåðåâîäîì øêàëà) ìîæåò ïîíè-
ìàòüñÿ êàê:

mf ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà (òåðìèíîëîãèÿ Ñ. Êðèïêå [15], ñì.
ïåðåâîä ýòîé ñòàòüè â [2]) äëÿ ìîäàëüíûõ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ôîðìóë;

cm ìîäåëü äëÿ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñìûñëå êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè ìîäåëåé, ñèãíàòóðà ôîðìóë ñîñòîèò èç áèíàð-
íîãî îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè R è ðàâåíñòâà;

• ìîäåëü äëÿ ôîðìóë âòîðîãî ïîðÿäêà â ñìûñëå êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè ìîäåëåé, ñèãíàòóðà ôîðìóë ñîñòîèò èç áèíàð-
íîãî îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè R, ðàâåíñòâà è íåèíòåðïðå-
òèðîâàííûõ îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ.

Êîíå÷íî, çäåñü ìîæíî äîáàâèòü è äðóãèå ïóíêòû. Íàïðèìåð:
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• ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà äëÿ âðåìåíí�ûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ôîðìóë: R � äëÿ ðàçãîâîðîâ î ¾áóäóùåì¿, R−1 � î ¾ïðî-
øëîì¿.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïóíêòû (mf) (modal frame) è
(cm) (classical model), ïîñêîëüêó â êðàòêîì èçëîæåíèè íåâîç-
ìîæíî îõâàòèòü âñþ ñîïóòñòâóþùóþ ïðîáëåìàòèêó, à êðîìå òî-
ãî, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èñïîëüçóåìîãî íàìè òåõíè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà áåç îñîáîãî òðóäà ìîæåò áûòü ïðèñïîñîáëåíà è â äðóãèõ
ñèòóàöèÿõ. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñàìûìè îáùèìè çàìå÷àíèÿìè îá
îïèñàíèè êëàññîâ ñòðóêòóð (ðåëÿöèîííûõ ñòðóêòóð, áîëåå òî÷-
íî) ôîðìóëàìè ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ.

Ïóñòü L1 è L2 � äâà ÿçûêà, äëÿ êîòîðûõ ñòðóêòóðû âèäà F =
〈W,R〉 ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüíûìè èëè ïðîñòî ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ôîðìóëû ϕ èç ÿçûêà L1 è Φ èç ÿçûêà L2

íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûìè (ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè), åñ-
ëè

F |= ϕ ⇐⇒ F |= Φ (äëÿ ëþáîé F ).

Ñîáñòâåííî, ýêâèâàëåíòíîñòü â ýòîì îïðåäåëåíèè è åñòü òî ñà-
ìîå ñîîòâåòñòâèå, òåîðèÿ êîòîðîãî íàñ çäåñü èíòåðåñóåò. Ïåð-
âàÿ åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà:
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ ÿçûêîâ

L1 è L2. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíûì
ôîðìóëàì ϕ èç ÿçûêà L1 è Φ èç ÿçûêà L2 âûÿñíÿë áû, ÿâëÿþòñÿ
ëè îíè ýêâèâàëåíòíûìè.

Ýòà ïðîáëåìà îñìûñëåííà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà L1 = L2,
òî åñòü êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí ÿçûê. ×óòü ïîçæå ðàçî-
âüåì ýòó òåìó, à ñåé÷àñ äàäèì îïðåäåëåíèå, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ
íåòðèâèàëüíûì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëè÷èÿ ÿçûêîâ L1 è L2.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ôîðìóëà ϕ èç ÿçûêà L1 íàçûâàåòñÿ L2-îï-
ðåäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ èç ÿçûêà L2, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà ϕ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ôîðìóëà Φ èç ÿçûêà L2 íàçûâàåòñÿ L1-îï-
ðåäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕ èç ÿçûêà L1, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà Φ.

Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ÿçûêè L1 è L2 ïðîèçâîëüíû, òî ýòè äâà
îïðåäåëåíèÿ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ (ïîýòîìó î íèõ ìîæíî áûëî
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ãîâîðèòü â åäèíñòâåííîì ÷èñëå). Îäíàêî îòëè÷èÿ ïîÿâÿòñÿ, åñëè
ìû áóäåì èìåòü â âèäó êîíêðåòíûå ÿçûêè L1 è L2.

Äàëåå ïîëàãàåì:

• L1 = MPL � ìîäàëüíûé ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê;

• L2 = FOL � ïåðâîïîðÿäêîâûé ÿçûê (êëàññè÷åñêè ïîíè-
ìàåìûé).

Ôîðìóëû ÿçûêà MPL áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ìîäàëü-
íûìè, à ÿçûêà FOL � ïåðâîïîðÿäêîâûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ îáðåòàþò ñëå-
äóþùèé âèä.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ ïåðâî-
ïîðÿäêîâî îïðåäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïåðâîïîðÿäêîâàÿ ôîð-
ìóëà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ϕ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ïåðâîïîðÿäêîâàÿ ôîðìóëà Φ íàçûâàåòñÿ
ìîäàëüíî îïðåäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà,
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà Φ.

Êîíêðåòèçàöèåé èíòåðåñóþùèõ íàñ äàëåå àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïÿòü ïðîáëåì.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäå-

ëèìîñòè. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé
ìîäàëüíîé ôîðìóëå ϕ âûÿñíÿë áû, ÿâëÿåòñÿ ëè ϕ ïåðâîïîðÿä-
êîâî îïðåäåëèìîé.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñ-

òè. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ïåð-
âîïîðÿäêîâîé ôîðìóëå Φ âûÿñíÿë áû, ÿâëÿåòñÿ ëè Φ ìîäàëüíî
îïðåäåëèìîé.

Êðîìå òîãî, óìåñòíî ñôîðìóëèðîâàòü è ñëåäóþùèå àëãîðèò-
ìè÷åñêèå ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèÿ.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ÌÎÄÀËÜ-

ÍÛÕ ôîðìóë. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèç-
âîëüíûì ìîäàëüíûì ôîðìóëàì âûÿñíÿë áû, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè
ýêâèâàëåíòíûìè.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ÌÎÄÀËÜ-

ÍÛÕ è ÏÅÐÂÎÏÎÐßÄÊÎÂÛÕ ôîðìóë. Ñóùåñòâóåò ëè
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíûì ìîäàëüíîé ôîðìóëå ϕ è
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ïåðâîïîðÿäêîâîé ôîðìóëå Φ âûÿñíÿë áû, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ýê-
âèâàëåíòíûìè.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ÏÅÐÂÎÏÎ-
ÐßÄÊÎÂÛÕ ôîðìóë. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî ïðîèçâîëüíûì ïåðâîïîðÿäêîâûì ôîðìóëàì âûÿñíÿë áû, ÿâ-
ëÿþòñÿ ëè îíè ýêâèâàëåíòíûìè.

Êîíå÷íî, äâå èç ïðîáëåì � àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîò-
âåòñòâèÿ ÌÎÄÀËÜÍÛÕ ôîðìóë è àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà
ñîîòâåòñòâèÿ ÏÅÐÂÎÏÎÐßÄÊÎÂÛÕ ôîðìóë � íå èìåþò ïðÿ-
ìîãî îòíîøåíèÿ ê òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ. Ìû èõ ïðèâîäèì ïîòî-
ìó, ÷òî îíè óêëàäûâàþòñÿ â êîíòåêñò îáñóæäåíèÿ è ìíîãî ìåñòà
íå ïîòðåáóþò.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ïðèñòóïèòü ê èçëîæåíèþ íà-
øåãî îñíîâíîãî ìàòåðèàëà. Ìû ïî ñóùåñòâó áóäåì äåìîíñòðèðî-
âàòü, ÷òî âñå óêàçàííûå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî. Îä-
íàêî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íå òîëüêî (è äàæå íå ñòîëüêî!) ñàìè
îòðèöàòåëüíûå îòâåòû, ñêîëüêî äîñòóïíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýòèõ îò-
âåòîâ. Áîëåå òîãî, ìû íàìåðåííî íå áóäåì àêöåíòèðîâàòü âíè-
ìàíèå íà íåêîòîðûõ ôàêòàõ íåðàçðåøèìîñòè, êîòîðûå ìîæíî
íàéòè â [10].

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñôîðìóëèðîâàííûå ïðîáëåìû
â ïîðÿäêå óñëîæíåíèÿ èõ ðåøåíèé; ýòîò ïîðÿäîê ñëó÷àéíî
îêàçàëñÿ îáðàòíûì ïîðÿäêó ïðåäûäóùèõ ôîðìóëèðîâîê.
Ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåì ñîîòâåòñòâåííî áóäóò ïîâòîðåíû.
Ýïèòåò ¾àëãîðèòìè÷åñêàÿ¿ áóäåò ÷àñòî îïóñêàòüñÿ. Áóäåì
äëÿ ëåãêîñòè ÷òåíèÿ äåëàòü è äðóãèå ñîêðàùåíèÿ, ëåãêî
âîññòàíîâèìûå ïî êîíòåêñòó, íàïðèìåð: ôîðìóëèðîâêà
òåîðåìû ïðîáëåìà ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñòè íåðàçðåøèìà
âîññòàíàâëèâàåòñÿ äî ïðîáëåìà ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñòè
ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà èëè,
ñîâñåì óæå òî÷íî, � äî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà
ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë èìååò îò-
ðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, òî åñòü òðåáóåìûé àëãîðèòì íå ñóùå-
ñòâóåò.
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2 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ
ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë

Ïðîáëåìà: Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëü-
íûì ïåðâîïîðÿäêîâûì ôîðìóëàì Φ è Ψ âûÿñíÿë áû, ÿâëÿþòñÿ
ëè îíè ýêâèâàëåíòíûìè.

Íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû � ýòî ïî ñóùåñòâó òåîðå-
ìà ×�åð÷à î íåðàçðåøèìîñòè ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà: ïîëîæèì
Ψ = >, òî åñòü Ψ � êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿ (èëè ëþáàÿ ôîðìóëà,
åå ¾èçîáðàæàþùàÿ¿, åñëè ÿçûê íå ñîäåðæèò ýòîé êîíñòàòû, íà-
ïðèìåð, ôîðìóëà p → p). Ìû îïóñêàåì ñòàíäàðòíûå ññûëêè íà
èñòî÷íèêè, ãäå òåîðåìà ×�åð÷à äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñèãíà-
òóðû èç îäíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ (äâóìåñòíîé ïðåäèêàòíîé
áóêâû).
ÒÅÎÐÅÌÀ 6 (Òåîðåìà ×�åð÷à). Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ïåðâî-
ïîðÿäêîâûõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà.

3 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ
ìîäàëüíûõ è ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë

Ïðîáëåìà: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëü-
íûì ìîäàëüíîé ôîðìóëå ϕ è ïåðâîïîðÿäêîâîé ôîðìóëå Φ âûÿñ-
íÿë áû, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ýêâèâàëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå ìàëî ÷åì îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî. Ïîëîæèì, ÷òî ϕ = >, è ïîëó÷àåì
èç òåîðåìû ×�åð÷à òðåáóåìîå. Ïðàâäà, òåïåðü > � ìîäàëüíàÿ
ôîðìóëà, íî ýòî íå ìåíÿåò äåëà, ïîñêîëüêó ìîäàëüíàÿ > è ïåð-
âîïîðÿäêîâàÿ> èñòèííû â îäíèõ è òåõ æå (áîëåå òî÷íî, âî âñåõ!)
øêàëàõ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 7 (Òåîðåìà ×�åð÷à). Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ìî-
äàëüíûõ è ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà.

4 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ
ìîäàëüíûõ ôîðìóë

Ïðîáëåìà: Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëü-
íûì ìîäàëüíûì ôîðìóëàì ϕ1 è ϕ2 âûÿñíÿë áû, ÿâëÿþòñÿ ëè
îíè ýêâèâàëåíòíûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, òåîðåìà ×�åð÷à (òî÷íåå � åå äîêàçà-
òåëüñòâî) íàì ïîìî÷ü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó îòíîñèòñÿ íå ê ìî-
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äàëüíîìó ÿçûêó. Îäíàêî è äëÿ ìîäàëüíîãî ïðîïîçèöèîíàëüíîãî
ÿçûêà åñòü õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ñïîñîáíû íà
òàêóþ ïîìîùü. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íåðàçðåøè-
ìîãî ìîäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ðàáîòå [14]. Òàì áûëà ïðåäëîæåíà
ôîðìóëà (êîíúþíêöèÿ àêñèîì, äîïîëíèòåëüíûõ ê àêñèîìàòèêå
ëîãèêè K) α, òàêàÿ ÷òî ïðîáëåìà �K ⊕ α ` β?� íåðàçðåøèìà,
ïðè÷åì â äîêàçàòåëüñòâå â êà÷åñòâå ôîðìóë β áðàëèñü ôîðìó-
ëû èç íåêîòîðîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà {βi : i ∈ ω} è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà K⊕ α 6` βi, ýòîò ôàêò óñòàíàâëèâàëñÿ ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåé øêàëû. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

K⊕ α ` βi

m
ôîðìóëû α è α ∧ βi ýêâèâàëåíòíû.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâà
ÒÅÎÐÅÌÀ 8 (Èçàðä, 1977). Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ ìîäàëü-
íûõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà.

5 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîäàëüíîé
îïðåäåëèìîñòè

Ïðîáëåìà: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé
ïåðâîïîðÿäêîâîé ôîðìóëå Φ âûÿñíÿë áû, ÿâëÿåòñÿ ëè Φ ìîäàëü-
íî îïðåäåëèìîé.

Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ âàðèàíò òåîðåìû ×�åð÷à.
Áîëåå òî÷íî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé íåðàç-
ðåøèìîé ïðîáëåìû íåðàçðåøèìîñòü òåîðèè ñòðîãîãî ÷àñòè÷íî-
ãî ïîðÿäêà �áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà�.
ËÅÌÌÀ 9. Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ àêñèîìàìè

• TRANS = ∀x, y, z (xRy & yRz ⇒ xRz),

• IRR = ∀x¬xRx,

• ∀x∃y yRx

íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ó÷åáíîé

çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ×�åð÷à.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ôîðìóëó

TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ,

ãäå Θ � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü:

TRANS & IRR & ∀x∃y yRx ` Θ

m
ôîðìóëà TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ ìîäàëüíî îïðå-

äåëèìà.
Íàïðàâëåíèå ⇓ âïîëíå î÷åâèäíî: åñëè

TRANS & IRR & ∀x∃y yRx ` Θ,

òî ôîðìóëà TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ ýêâèâàëåíòíà
ìîäàëüíîé ôîðìóëå ⊥, òî åñòü ìîäàëüíî îïðåäåëèìà åþ.

Îáîñíóåì íàïðàâëåíèå ⇑ ðàññóæäåíèåì ¾îò ïðîòèâíîãî¿.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

TRANS & IRR & ∀x∃y yRx 6` Θ,

íî ôîðìóëà TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ îïðåäåëèìà íåêî-
òîðîé ìîäàëüíîé ôîðìóëîé ϕ.

Èç òîãî, ÷òî TRANS & IRR & ∀x∃y yRx 6` Θ, ïî òåîðåìå
Ãåäåëÿ î ïîëíîòå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäåëü (îíà æå øêàëà)
F , òàêàÿ, ÷òî

F |= TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ.

Ïîñêîëüêó ôîðìóëû ϕ è TRANS & IRR & ∀x∃y yRx & ¬Θ
ýêâèâàëåíòíû, ìû ïîëó÷àåì òîãäà

F |= ϕ.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ¾ìîäàëüíîé ñïåöèôèêîé¿ ôîðìóëû ϕ,
áîëåå òî÷íî � òåì, ÷òî èñòèííîñòü ìîäàëüíûõ ôîðìóë ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè âçÿòèè ïîðîæäåííûõ ïîäøêàë. Ýòîò ¾ìîäàëüíûé¿
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ôàêò ñîâåðøåííî òðèâèàëåí: äëÿ èñòèííîñòè (äà è íåèñòèííî-
ñòè) ìîäàëüíîé ôîðìóëû â òî÷êå øêàëû âàæíû ëèøü òå òî÷êè,
êîòîðûå èç äàííîé òî÷êè äîñòèæèìû çà êàêîå-íèáóäü ÷èñëî øà-
ãîâ6, à ïîòîìó åñëè ìû ñ êàæäîé òî÷êîé â ïîäøêàëó çàíîñèì è
âñå äîñòèæèìûå èç íåå (ýòî è åñòü ïîðîæäåíèå), òî ôîðìóëà â
ïîäøêàëå îêàæåòñÿ âíîâü èñòèííîé, åñëè áûëà òàêîâîé â òî÷êàõ
(òî÷êå) èñõîäíîé øêàëû.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå øêàëû F ′ ïðîèçâîëüíóþ ïîäøêàëó øêàëû
F , ïîðîæäåííóþ êàêîé-ëèáî åå òî÷êîé w, òî åñòü ìíîæåñòâîì
òî÷åê F ′ áóäåò

W ′ = {w} ∪ {w′ : wRnw′ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω},

ãäå xRny, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî â øêàëå åñòü òî÷êè z1, . . . ,
zn−1 òàêèå, ÷òî xRz1Rz2R . . . Rzn−1Ry, à îòíîøåíèå äîñòèæè-
ìîñòè R′ øêàëû F ′ èíäóöèðîâàíî îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè R
øêàëû F :

R′ = R ∩ (W ′ ×W ′),

òî åñòü äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà W ′ ñîîòíîøåíèå xR′y âûïîëíÿåòñÿ
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà xRy.

Ïîñêîëüêó ϕ � ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà, ìû èìååì F ′ |= ϕ, òî åñòü
ïî åå âûáîðó, â ÷àñòíîñòè,

F ′ |= TRANS & IRR & ∀x∃y yRx.

Â ñèëó òîãî, ÷òî F |= TRANS & IRR, òî÷êà w íå äîñòèæèìà
èç ñåáÿ íè çà êàêîå ÷èñëî øàãîâ, à ïîòîìó îíà â øêàëå F ′ íå
èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ, òî åñòü íåò íè îäíîé òàêîé òî÷êè u,
÷òî uR′w, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F ′ |= ∀x∃y yRx.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóùåííîå íàìè
âåðíûì áûòü íå ìîæåò, à òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâà-
åìîãî íàìè óòâåðæäåíèÿ ⇑ óñòàíîâëåíà.

Â ðåçóëüòàòå ìû ñâåëè íåðàçðåøèìóþ ïî ëåììå ïðîáëåìó ê
ïðîáëåìå ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñòè, òî åñòü äîêàçàíà

6Êîëè÷åñòâî ýòèõ øàãîâ ìîæíî äàæå îãðàíè÷èòü ìîäàëüíîé ãëóáèíîé
èñïûòóåìîé ôîðìóëû, íî òîãäà íóæíûé íàì ôàêò îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì,
íî åãî îáîñíîâàíèå óæå ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ, õîòü è íåñëîæíûõ, âñïîìîãà-
òåëüíûõ ðàññóæäåíèé.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 10. Ïðîáëåìà ìîäàëüíîé îïðåäåëèìîñòè íåðàçðåøè-
ìà.

Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ¾ìîäàëüíàÿ ñïåöèôèêà¿ èñ-
ïîëüçîâàíà â äâóõ îáñòîÿòåëüñòâàõ: îäíà êîíêðåòíàÿ ìîäàëü-
íàÿ ôîðìóëà, à èìåííî ⊥, è ñîõðàíåíèå èñòèííîñòè ìîäàëüíûõ
ôîðìóë ïðè âçÿòèè ïîðîæäåííûõ ïîäøêàë. Ïîýòîìó ïîïóòíî
ñ äîêàçàòåëüñòâîì èíòåðåñóþùåãî íàñ óòâåðæäåíèÿ áûëè ïîëó-
÷åíû äîêàçàòåëüñòâà è ìíîãîãî äðóãîãî, â ÷àñòíîñòè: äîêàçà-
òåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ñâîéñòâ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà ¾ñî-
õðàíÿòü ñâîþ èñòèííîñòü ïðè âçÿòèè ïîðîæäåííûõ ïîäøêàë¿,
¾áûòü îïðåäåëèìîé ìîäàëüíîé ôîðìóëîé ⊥¿. Ñôîðìóëèðóåì
ýòè è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè îêàçàëèñü äîêàçàí-
íûìè, â âèäå òåîðåì.
ÒÅÎÐÅÌÀ 11. Ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîð-
ìóë ìîäàëüíîé ôîðìóëîé ⊥ íåðàçðåøèìà.

Ôîðìóëà ⊥ êîíñòàíòíà, à ïîòîìó â ýêâèâàëåíòíîñòè m îáîñ-
íîâàíèå íàïðàâëåíèÿ ⇓ ìîæíî áûëî áû çàêîí÷èòü ñëîâàìè ýê-
âèâàëåíòíà êîíñòàíòíîé ìîäàëüíîé ôîðìóëå ⊥ âìåñòî ýêâèâà-
ëåíòíà ìîäàëüíîé ôîðìóëå ⊥, à â îáîñíîâàíèè íàïðàâëåíèÿ ⇑
îò ïðîòèâíîãî çàìåòèòü, ÷òî ðàç ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ ìîäàëü-
íî îïðåäåëèìîé, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèìîé êîíñòàíòíûìè
ìîäàëüíûìè ôîðìóëàìè. Òåì ñàìûì ïîëó÷åíà
ÒÅÎÐÅÌÀ 12. Ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè ïåðâîïîðÿäêîâûõ ôîð-
ìóë êîíñòàíòíûìè ìîäàëüíûìè ôîðìóëàìè íåðàçðåøèìà.

Çàìåòèâ, ÷òî ìû îòìåòèëè ëèøü îäíî ñâîéñòâî ìîäàëüíîé
ôîðìóëû ⊥, à èõ ìíîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñõåìó òåîðåì.
ÌÓËÜÒÈÒÅÎÐÅÌÀ 13. Ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè ìîäàëüíû-
ìè ôîðìóëàìè, îáëàäàþùèìè ñâîéñòâîì . . . , íåðàçðåøèìà.

Çäåñü âìåñòî ìíîãîòî÷èÿ ìîæíî ïîñòàâèòü, íàïðèìåð, ¾áûòü
ïîçèòèâíîé ôîðìóëîé¿, ¾áûòü ñàëêâèñòîâîé ôîðìóëîé¿, ¾èìåòü
äëèíó 1¿. Êîíå÷íî, ïðè ïîëó÷åíèè óòâåðæäåíèÿ äëÿ êîíêðåò-
íîãî ñâîéñòâà ôîðìóëèðîâêà äîëæíà áûòü ¾ïðè÷åñàíà¿. Òàê,
âìåñòî Ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè ìîäàëüíûìè ôîðìóëàìè, îá-
ëàäàþùèìè ñâîéñòâîì ¾áûòü ïîçèòèâíîé ôîðìóëîé¿, íåðàç-
ðåøèìà ñëåäóåò ïèñàòü Ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè ïîçèòèâíûìè
ìîäàëüíûìè ôîðìóëàìè íåðàçðåøèìà.
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Êîíå÷íî, ñâîéñòâàìè ôîðìóëû ⊥ èñ÷åðïûâàþòñÿ, ìÿãêî ãîâî-
ðÿ, äàëåêî íå âñå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ìîäàëüíûõ ôîðìóë. Îä-
íàêî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ìîäèôèöèðóåòñÿ, õîòÿ
âäàâàòüñÿ çäåñü â ïîäðîáíîñòè â íàøè ïëàíû íå âõîäèò. Íåêî-
òîðûå ôàêòû ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [10].

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îïåðàöèè âçÿòèÿ ïîðîæäåííîé ïîäøêàëû.
Êàê óæå îòìå÷åíî, íàìè äîêàçàíà
ÒÅÎÐÅÌÀ 14. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìóëå ïåðâîãî ïîðÿäêà äàâàë áû îòâåò íà âîïðîñ,
âåðíî ëè, ÷òî èñòèííîñòü ýòîé ôîðìóëû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âçÿ-
òèè ïîðîæäåííûõ ïîäøêàë.

Èìåþòñÿ è äðóãèå îïåðàöèè íàä øêàëàìè, ñîõðàíÿþùèå èñ-
òèííîñòü ìîäàëüíûõ ôîðìóë. Òàêîâû, íàïðèìåð, p-ìîðôèçìû,
äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèÿ. Ïîõîäÿùèìè ìîäèôèêàöèÿìè íà-
øåãî äîêàçàòåëüñòâà (ïî ñóòè, íóæíî ëèøü ïîäõîäÿùèì îáðà-
çîì èçìåíèòü ïåðâîïîðÿäêîâóþ òåîðèþ â ôîðìóëèðîâêå ëåì-
ìû) íåñëîæíî7 óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãîâ òîëüêî ÷òî
ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû, ïîëó÷àþùèõñÿ çàìåíîé ñëîâ âçÿ-
òèè ïîðîæäåííûõ ïîäøêàë íà p-ìîðôèçì è ò.ï.

Çàâåðøèì ýòîò ðàçäåë çàìå÷àíèåì, ÷òî, õîòÿ çäåñü è áûëè
ñëîâà ¾ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà¿ è èì ñîïóòñòâóþùèå, ìû çàíèìà-
ëèñü ñâîéñòâàìè ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà (!), òî åñòü ðàññìîò-
ðåííûå çàäà÷è îòíîñèëèñü ñêîðåå ê àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìà-
òèêå êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

6 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ïåðâîïîðÿäêîâîé
îïðåäåëèìîñòè
Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, íåðàçðåøèìîñòü ïî÷òè

âñåõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ñîîòâåòñòâèÿ îáîñíîâû-
âàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî, äà è èìååò ìàëî îòíîøåíèÿ ê òåîðèè
ñîîòâåòñòâèÿ. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà:
ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ìîäàëüíîé
ôîðìóëå âûÿñíÿë áû, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïåðâîïîðÿäêîâî îïðåäå-
ëèìîé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ

7Îäíàêî íå áóäåì ðèñêîâàòü íàçûâàòü ýòî óïðàæíåíèå òðèâèàëüíûì.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 15. Ïðîáëåìà ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè ìî-
äàëüíûõ ôîðìóë íåðàçðåøèìà.

Ïîäðîáíîå è âïîëíå îáîçðèìîå (ìåíåå âîñüìè ñòðàíèö) äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â [10]. Èñïîëüçîâàííàÿ
íàìè ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òà æå, ÷òî è â [3, 4, 13, 12, 16]. Â
ÿâíîé ôîðìå ýòà ñõåìà ëàêîíè÷íî îïèñàíà â [11]. Äëÿ ÷èòàòå-
ëåé ¾Ëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé¿ îòìåòèì, ÷òî ïî ñóòè îíà áûëà
èñïîëüçîâàíà â [5].

Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îáùèì îïèñàíèåì äîêàçàòåëü-
ñòâà, õîòÿ íå ïðîïóñòèì íè îäíîãî âàæíîãî, êëþ÷åâîãî ìîìåíòà,
òàê ÷òî çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ñìîæåò âîññòàíîâèòü îïó-
ùåííûå ðóòèííûå ïîäðîáíîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå èíãðåäèåí-
òû:

1) P � íåêîòîðàÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëå-
ìîé îñòàíîâêè (ñì., íàïðèìåð, [1] èëè [5]);

2) ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà

¬H = ¬3(22⊥ ∧3¬p ∧3p) (= 2(22⊥ → 2p ∨2¬p)),

èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòà ïåðâîïîðÿäêîâóþ
ôîðìóëó

¬∃x∃y (xRy ∧ ¬∃z yR2z ∧ ∃u∃v(yRu ∧ yRv ∧ u 6= v));

3) ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà (ôîðìóëà Ë�åáà)

la = 2(2q → q) → 2q,

íå èìåþùàÿ ïåðâîïîðÿäêîâîãî ýêâèâàëåíòà.

Êîíå÷íî, îáå ìîäàëüíûå ôîðìóëû áûëè âûáðàíû àâòîðàìè ïî
èõ ñîáñòâåííîìó âêóñó, èìåþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäÿùèå ôîðìó-
ëû. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðàì îêàçàëîñü óäîáíûì èñïîëüçîâàòü òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôîðìóëà la èñòèííà íà âñåõ òðàíçèòèâ-
íûõ øêàëàõ, íå èìåþùèõ áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ öåïåé, òî
åñòü öåïåé âèäà z0Rz1R . . . Rzn−1RznR . . . .

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó óêàçàííûå â ïóíêòå 6 ôîðìóëû
ýêâèâàëåíòíû.
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Â ñàìîì äåëå, ïîïûòêà îïðîâåðãíóòü ôîðìóëó ¬H ïðèâîäèò
íàñ ê øêàëå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå

• h

|= 3(22⊥ ∧3¬p ∧3p)

h 6|= ¬3(22⊥ ∧3¬p ∧3p)

•
g
|= 3¬p |= 3p|= 22⊥

•a
|= ¬p

• b
|= p

6
@

@I
¡
¡µ

ïðè÷åì äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî, ÷òî ∀z ¬gR2z. Ðÿäîì ñ òî÷êà-
ìè øêàëû íàïèñàíû íåêîòîðûå ôîðìóëû (òî÷íåå, ïîäôîðìóëû
ôîðìóëû ¬H), êîòîðûå â ýòèõ òî÷êàõ ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðîâåðæåíèÿ ýòîé ôîðìóëû äîëæíû âû-
ïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (ïðîñëåæèâàåì øàã çà øàãîì):

gRa ∧ gRb ∧ a 6= b
g |= 3¬p ∧3p;

∃u∃v(gRu ∧ gRv ∧ u 6= v)
g |= 3¬p ∧3p;

¬∃z gR2z ∧ ∃u∃v(gRu ∧ gRv ∧ u 6= v)
g |= 22⊥ ∧3¬p ∧3p;

hRg ∧ ¬∃z gR2z ∧ ∃u∃v(gRu ∧ gRv ∧ u 6= v)
h |= 3(22⊥ ∧3¬p ∧3p);

∃x∃y (xRy ∧ ¬∃z yR2z ∧ ∃u∃v(yRu ∧ yRv ∧ u 6= v))
6|= ¬3(22⊥ ∧3¬p ∧3p).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî ïðèâîäèëè íå äîêàçàòåëüñòâî,
à ïîÿñíåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî âîñïîëíèìû äî äîêàçàòåëüñòâà.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ èíãðåäèåíòîâ òàê îïðåäåëÿåì òåïåðü
ìîäàëüíûå ôîðìóëû AxP è βi (i � âõîäíûå äàííûå ìàøèíû P),
÷òî

1. AxP ` βi â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà P çàâåðøàåò ñâîþ ðàáî-
òó, íà÷àâ åå íà âõîäíûõ äàííûõ i,
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è
óñëîâèå AxP 6` βi ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîé òðàíçèòèâíîé øêàëû, íå ñîäåðæàùåé âîçðàñ-
òàþùèõ öåïåé;

2. ¬H ` AxP.
Äàëåå. Îïðåäåëÿåì ôîðìóëó

AxP ∧ (βi → ¬H) ∧ (¬H ∨ la).

Ãëàâíûì íóæíûì íàì ñâîéñòâîì ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

AxP ∧ (βi → ¬H) ∧ (¬H ∨ la) ïåðâîïîðÿäêîâî îïðåäåëèìà

m
P çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó, íà÷àâ åå íà âõîäå i.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñòðåëêè ⇑ çàìå÷àåì, ÷òî åñëè P çàâåðøàåò
ñâîþ ðàáîòó, íà÷àâ åå íà âõîäå i, òî íàøà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà
ôîðìóëå ¬H, êîòîðàÿ ïåðâîïîðÿäêîâî îïðåäåëèìà.

×òîáû îáîñíîâàòü ñòðåëêó ⇓ (òî÷íåå, åå êîíòðàïîçèöèþ), âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ôîðìóëû Ë�åáà la.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äåòàëè, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäåëèðî-
âàíèþ ðàáîòû ìàøèí Ìèíñêîãî ñðåäñòâàìè ìîäàëüíûõ ôîðìóë.

×òîáû íå ââîäèòü íîâûõ àëôàâèòîâ, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòà-
ðûå ñèìâîëû � β, i è äð. � â íîâîì ñìûñëå. Êîíòåêñòíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ñèìâîëîâ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü êàêîé-ëèáî ïóòà-
íèöû.

Âìåñòî çàïèñåé äàííûõ i áóäåì òåïåðü èñïîëüçîâàòü òðîéêè
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 〈α, m, n〉, 〈β, k, l〉 (¾íàì íóæíî ïåðåéòè ñ ïî-
ìîùüþ ìàøèíû P îò òðîéêè 〈α, m, n〉 ê òðîéêå 〈β, k, l〉¿).

Íàïîìíèì, ÷òî ìàøèíîé Ìèíñêîãî (åå ïðîãðàììîé) P ÿâëÿåò-
ñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíñòðóêöèé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òðîåê;
êàæäàÿ èíñòðóêöèÿ èìååò îäèí èç ÷åòûðåõ âèäîâ (â êíèãå [1]
îáñóæäàåòñÿ ÷óòü èíîå, íî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå):

• s → 〈t, 1, 0〉 (åñëè ïåðâîé êîìïîíåíòîé òðîéêè ÿâëÿåòñÿ s,
ìû äîëæíû çàìåíèòü åå íà t, äîáàâèòü 1 êî âòîðîé êîìïî-
íåíòå, à òðåòüþ êîìïîíåíòó íå ìåíÿòü);
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• s → 〈t, 0, 1〉 (åñëè ïåðâîé êîìïîíåíòîé òðîéêè ÿâëÿåòñÿ s,
ìû äîëæíû çàìåíèòü åå íà t, äîáàâèòü 1 ê òðåòüåé êîìïî-
íåíòå, à âòîðóþ êîìïîíåíòó íå ìåíÿòü);

• s → 〈t,−1, 0〉 (〈t′, 0, 0〉) (åñëè ïåðâîé êîìïîíåíòîé òðîéêè
ÿâëÿåòñÿ s è âòîðàÿ êîìïîíåíòà áîëüøå 0, ìû äîëæíû çà-
ìåíèòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó íà t, âû÷åñòü 1 èç âòîðîé êîì-
ïîíåíòû, à òðåòüþ êîìïîíåíòó íå ìåíÿòü, à åñëè ïåðâîé
êîìïîíåíòîé òðîéêè ÿâëÿåòñÿ s è âòîðàÿ êîìïîíåíòà ðàâ-
íà 0, òî íóæíî çàìåíèòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó íà t′, íå ìåíÿÿ
íè÷åãî âî âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíòàõ);

• s → 〈t, 0,−1〉 (〈t′, 0, 0〉) (åñëè ïåðâîé êîìïîíåíòîé òðîéêè
ÿâëÿåòñÿ s è òðåòüÿ êîìïîíåíòà áîëüøå 0, ìû äîëæíû
çàìåíèòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó íà t, âû÷åñòü 1 èç òðåòüåé
êîìïîíåíòû, à âòîðóþ êîìïîíåíòó íå ìåíÿòü, à åñëè ïåð-
âîé êîìïîíåíòîé òðîéêè ÿâëÿåòñÿ s è òðåòüÿ êîìïîíåíòà
ðàâíà 0, òî íóæíî çàìåíèòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó íà t′, íå
ìåíÿÿ íè÷åãî âî âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíòàõ).

Êîìïîíåíòû òðîåê ìîæíî ïîíèìàòü òàê: ïåðâàÿ êîìïîíåíòà �
íîìåð èíñòðóêöèè, à âòîðàÿ è òðåòüÿ � èíôîðìàöèÿ â äâóõ (ñî-
îòâåòñòâåííî, ïåðâîì è âòîðîì) ñ÷åò÷èêàõ. Èíîãäà îïèñàííûå
ìàøèíû Ìèíñêîãî íàçûâàþò ðåãèñòðîâûìè ìàøèíàìè ñ äâóìÿ
ðåãèñòðàìè.
ÏÐÈÌÅÐ 16. Åñëè ó íàñ â ïðîãðàììå P èìååòñÿ èíñòðóêöèÿ

s → 〈t, 0,−1〉 (〈t′, 0, 0
〉
),

òî çà îäèí øàã ñ åå ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿòñÿ òàêèå âû÷èñëåíèÿ:

P : 〈s, 5, 3〉 → 〈t, 5, 2〉

è
P : 〈s, 5, 0〉 → 〈

t′, 5, 0
〉
.

Òîò ôàêò, ÷òî ïî ïðîãðàììå P èç òðîéêè 〈α, m, n〉 çà íåêî-
òîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåòñÿ òðîéêà 〈β, k, l〉, áóäåì
çàïèñûâàòü àíàëîãè÷íî:

P : 〈α, m, n〉 → 〈β, k, l〉 .
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Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî âñå ïðîãðàììû äåòåðìèíèðîâàííûå, òî åñòü
â ïðîãðàììå íå ìîæåò áûòü äâóõ ðàçíûõ èíñòðóêöèé ñ îäèíà-
êîâûìè ëåâûìè ÷àñòÿìè. (Ýòà äîãîâîðåííîñòü íåñóùåñòâåííà.)
Îñíîâíàÿ íåðàçðåøèìàÿ ïðîáëåìà: íå ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòìà, êîòîðûé ïî äàííîé ïðîãðàììå P è òðîéêàì 〈α, m, n〉,
〈β, k, l〉 ìîã áû âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî
P : 〈α, m, n〉 → 〈β, k, l〉.
Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âòîðîé òðîéêè: ñóùåñòâó-

þò òàêèå ïðîãðàììà P è òðîéêà 〈α, m, n〉, ÷òî íå ñóùåñòâó-
åò àëãîðèòìà, ñïîñîáíîãî âûÿñíèòü ïî ïðîèçâîëüíîé òðîéêå
〈β, k, l〉, âåðíî ëè, ÷òî P : 〈α, m, n〉 → 〈β, k, l〉.

Ôèêñèðóåì òàêèå ïðîãðàììó P è òðîéêó 〈α,m, n〉.
Íà ñëåäóþùåé èððåôëåêñèâíîé òðàíçèòèâíîé øêàëå Fi (ñì.

ðèñ. 1) ìû ïðåäñòàâëÿåì ìíîæåñòâî

{〈β, k, l〉 : P : 〈α, m, n〉 → 〈β, k, l〉}.

Çäåñü òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê

a0
0, a0

1, a0
2, . . . , a0

β, . . .

a1
0, a1

1, a1
2, . . . , a1

k, . . .

a2
0, a2

1, a2
2, . . . , a2

l , . . .

èçîáðàæàþò âîçìîæíûå êîìïîíåíòû òðîåê.
Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî â øêàëå Fi òî÷êè âèäà s(β, k, l)

îáðàçóþò ìíîæåñòâî

{s(β, k, l) : P : 〈α, m, n〉 → 〈β, k, l〉}.

Òî÷êè a, b, g, h ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îïðîâåðæåíèå ôîðìóëû
¬H: äîñòàòî÷íî (âïðî÷åì, è íåîáõîäèìî) ïîëîæèòü

a |= p, b 6|= p èëè a 6|= p, b |= p.

Òî÷êè øêàëû Fi ìîãóò áûòü îïèñàíû ôîðìóëàìè îò îäíîé
ïåðåìåííîé p ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëàãàåì, ÷òî îöåíêà âûáðàíà òàê, ÷òî a |= p, b 6|= p (ñëó÷àé
a 6|= p, b |= p àíàëîãè÷åí).
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Ðèñ. 1. Øêàëà Fi
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Ðèñ. 2. Øêàëà Fi è ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå åå òî÷êè
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Ïðè âûáðàííîé îöåíêå íà ðèñ. 2 ïðîèñõîäèò óïîìÿíóòîå îïè-
ñàíèå: êàæäàÿ ôîðìóëà íàõîäèòñÿ îêîëî òîé åäèíñòâåííîé òî÷-
êè, â êîòîðîé èñòèííà.

Ñàìè ôîðìóëû òàêîâû:

A = 2⊥ ∧ p, B = 2⊥ ∧ ¬p,

C = 3A ∧ ¬33A ∧ ¬3B, D = 3B ∧ ¬33B ∧ ¬3A,

G = 22⊥ ∧3¬p ∧3p, H = 3G,

E0 = 3D ∧ ¬33D, E1 = 3E0 ∧ ¬33E0 ∧ ¬3C,

E2 = 3E1 ∧ ¬33E1 ∧ ¬3C, F0 = 3C ∧ ¬33C,

F1 = 3F0 ∧ ¬33F0 ∧ ¬3D, F2 = 3F1 ∧ ¬33F1 ∧ ¬3D,

A0
0 = 3E0 ∧3F0 ∧ ¬33E0 ∧ ¬33F0,

A1
0 = 3E1 ∧3F1 ∧ ¬33E1 ∧ ¬33F1,

A2
0 = 3E2 ∧3F2 ∧ ¬33E2 ∧ ¬33F2,

Ai
j+1 = 3Ai

j ∧ ¬32Ai
j ∧

2∧

i6=k=0

¬3Ak
0,

ãäå i ∈ {0, 1, 2}, j ≥ 0, è

S(β, A1
k, A

2
l ) = 3A0

β ∧ ¬3A0
β+1 ∧3A1

k ∧ ¬33A1
k ∧3A2

l ∧ ¬33A2
l

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ β, k è l.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

• Fi |= H ∧ S(α, A1
m, A2

n) → H ∧ S(β,A1
k, A

2
l ) ⇐⇒ P :

〈α,m, n〉 → 〈β, k, l〉.

Ïî äàííîé ïðîãðàììå ìàøèíû Ìèíñêîãî P ìîæíî ïîñòðî-
èòü (ñòàíäàðòíîå óïðàæíåíèå, ñì. óêàçàííûå âûøå èñòî÷íèêè)
ôîðìóëó AxP ñî ñâîéñòâàìè:

• Fi |= AxP;

• ¬H ` AxP;
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• ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü:
AxP ` H ∧ S(α,A1

m, A2
n) → H ∧ S(β, A1

k, A
2
l )

m
P : 〈α,m, n〉 → 〈β, k, l〉 .

Óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå ôîðìóëà AxP ∧ (βi → ¬H)∧ (¬H ∨ la)
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé êîíêðåòíûé âèä
AxP∧((H∧S(α, A1

m, A2
n) → H∧S(β, A1

k, A
2
l )) → ¬H)∧(¬H∨ la)

è ìû èìååì ïî ïîñòðîåíèþ
Fi |= AxP ∧ ((H ∧ S(α, A1

m, A2
n) → H ∧ S(β, A1

k, A
2
l )) → ¬H)∧

(¬H ∨ la).

Â ñàìîì äåëå,
• Fi |= AxP êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå;

• Fi |= (H∧S(α,A1
m, A2

n) → H∧S(β, A1
k, A

2
l )) → ¬H, ïîñêîëü-

êó åñëè Fi 6|=V ¬H (V � íåêîòîðàÿ îöåíêà ïåðåìåííûõ),
òî h ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñî ñâîéñòâîì h |=V H,
à êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ h |=V H ∧ S(α,A1

m, A2
n), íî

h 6|=V H ∧ S(β, A1
k, A

2
l );

• Fi |= ¬H∨ la, ïîñêîëüêó øêàëà Fi òðàíçèòèâíà è íå ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ öåïåé.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ôîðìóëà Φ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîïîðÿäêîâûì
ýêâèâàëåíòîì ôîðìóëû
AxP∧((H∧S(α, A1

m, A2
n) → H∧S(β, A1

k, A
2
l )) → ¬H)∧(¬H∨la).

Òîãäà Fi |= Φ.
Ïóñòü F ′ � ïðîèçâîëüíîå óëüòðàïðîèçâåäåíèå âñåõ øêàë Fi

ïî êàêîìó-íèáóäü íåãëàâíîìó óëüòðàôèëüòðó íàä ω−{0}. Ëåãêî
ïîíÿòü (òî åñòü ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà,
îïèñûâàþùèõ óñòðîéñòâî øêàë Fi, à èñòèííîñòü ôîðìóë ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óëüòðàïðîèçâåäåíèÿõ), ÷òî øêàëà
óñòðîåíà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Íî òåïåðü â øêàëå (ïî-ïðåæíåìó òðàíçèòèâíîé, èððåôëåê-
ñèâíîé) ïîÿâèëàñü áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü. Çíà÷èò, ìû
èìååì
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Ðèñ. 3. Øêàëà F ′

• F ′ |= Φ, ïîñêîëüêó Φ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðÿäêà;

• F ′ 6|= ¬H ∨ la, ïîñêîëüêó ïðè âñÿêîé îöåíêå V , òàêîé ÷òî

� x |= p â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà x = a, è
� x |= q â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà x 6∈ {h, c1, c2, . . . } (ñ ïî-

ìîùüþ ñâîéñòâ óëüòðàïðîèçâåäåíèé ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî öåïü c1Rc2Rc3R . . . â F ′ áåñêîíå÷íà),

ìû èìååì

� h 6|= ¬H è
� h 6|= la.

Òàêèì îáðàçîì, F ′ |= Φ è F ′ 6|= la, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
îíè ýêâèâàëåíòíû.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóùåííîå íàìè
íåâåðíî, òî åñòü ôîðìóëà íå èìååò ïåðâîïîðÿäêîâîãî
ýêâèâàëåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà çàêîí÷åíî.
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7 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Íó, ÷òî æå. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âðîäå áû çíàê âîïðîñà â íà-

çâàíèè ñòàòüè ìîæíî óáðàòü. Îäíàêî íàì ýòîãî äåëàòü íå õîòå-
ëîñü áû. Íåîáõîäèìî, íà íàø âçãëÿä, ïðîñòî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò,
÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêè â òåîðèè
ñîîòâåòñòâèÿ íåîáõîäèìû èçíà÷àëüíûå ðàçóìíûå îãðàíè÷åíèÿ
ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷. Íàäååìñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå äîêàçàòåëü-
ñòâà ïîìîãóò èññëåäîâàòåëÿì íàõîäèòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ.
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