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abstract. Di�erent (nonequivalent) notions of the semantic
consequence of propositional formulas, among which the notion of
�nitary semanic consequence is selected, are described. Some statements
which are based on certain folklore proofs have been given. The
example is Kuznetsov's observation which allows to prove the following
unexpected statement: there is not an algorithm which, given a recursive
(that is, decidable) set of propositional formulas, recognizes the presence
at least of one invalid formula. But the aim of discussion in this paper is
the setting of an algorithmic problem of �nitary semantic consequence
for various nonclassical propositional logics, such as modal, intuitionistic
ones, Visser's logics. Solutions of these problems will be given in the
following papers of series.

Ýòà ñòàòüÿ � ïåðâàÿ èç ñòàòåé, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî äâóì
ïðîèçâîëüíûì ïðîïîçèöèîíàëüíûì ôîðìóëàì ϕ è ψ âûÿñíÿë
áû, èñòèííà ëè ôîðìóëà ψ â òåõ êîíå÷íûõ øêàëàõ Êðèïêå, â
êîòîðûõ èñòèííà ôîðìóëà ϕ; äðóãèìè ñëîâàìè, íàøà öåëü �
äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè ôèíèòàðíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû ìû ïîíè-
ìàåì äîñòàòî÷íî øèðîêî � ýòî, íàïðèìåð, è ìîäàëüíûå ôîð-
ìóëû, è èíòóèöèîíèñòñêèå ôîðìóëû; êðîìå òîãî, íàñ èíòåðåñó-
þò íå ñòîëüêî ôîðìóëû ñàìè ïî ñåáå, ñêîëüêî èõ ïîäðàçóìåâà-
åìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ñêàæåì, èíòóèöèîíèñòñêèå ôîðìóëû, òî
åñòü ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
è êîíñòàíòû ⊥ (¾ëîæü¿) ñ ïîìîùüþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê
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∧ (êîíúþíêöèÿ), ∨ (äèçúþíêöèÿ), → (èìïëèêàöèÿ) è îáû÷íûõ
ñîêðàùåíèé âðîäå îòðèöàíèÿ ¬ϕ = ϕ → ⊥, ìîãóò ïîíèìàòüñÿ
êàê è â ñàìîì äåëå èíòóèöèîíèñòñêèìè ñ îáû÷íîé ñåìàíòèêîé
Êðèïêå, â êîòîðîé îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-
íûì ïîðÿäêîì (òî åñòü òðàíçèòèâíûì, ðåôëåêñèâíûì, àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì îòíîøåíèåì), òàê è ôîðìóëàìè ÿçûêà áàçèñíîé è
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèê À. Âèññåðà [34], êîãäà òðåáîâàíèÿ íà
øêàëû Êðèïêå èíûå: äëÿ áàçèñíîé ëîãèêè øêàëû òðàíçèòèâíû,
äëÿ ôîðìàëüíîé ëîãèêè � òðàíçèòèâíû è íå ñîäåðæàò áåñêî-
íå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ öåïåé2.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ϕ è ψ � ìîäàëüíûå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâó-
þùåå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèëîñü â [9] è â [12], îäíàêî â ýòèõ
èñòî÷íèêàõ äîêàçàòåëüñòâî óïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà ëèáî áûëî
òåõíè÷åñêîé äåòàëüþ ïðè ðåøåíèè èíûõ çàäà÷ (â [9] ýòî íåðàç-
ðåøèìîñòü ïåðâîïîðÿäêîâîé îïðåäåëèìîñòè ìîäàëüíûõ ôîðìóë
íà êîíå÷íûõ øêàëàõ), ëèáî ïðåäâàðÿëîñü òåõíè÷åñêè äîâîëüíî
íàñûùåííûì òåêñòîì äîêàçàòåëüñòâ èíûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî íå
ìîæåò íå çàòðóäíÿòü ïåðåíîñ èäåè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà íà èí-
òóèöèîíèñòñêèé, áàçèñíûé è ôîðìàëüíûé (ïî À. Âèññåðó) ñëó-
÷àè. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðîñ èíòåðåñ ê óïîìÿíóòûì
ëîãèêàì, áëèçêèì ïî ñåìàíòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ê èíòóèöèîíèñò-
ñêîé, íàïðèìåð � ê áàçèñíîé è ôîðìàëüíîé ëîãèêàì À. Âèññå-
ðà [34], äëÿ êîòîðûõ âîïðîñ ôèíèòàðíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäî-
âàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò åñòåñòâåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð,
ñåìàíòèêà ôîðìàëüíîé ëîãèêè â [34] çàäàâàëàñü èìåííî êîíå÷-
íûìè øêàëàìè, à ïîòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ðàññìîòðåíèÿ
ýòîé íîâîé ïðîáëåìàòèêè ðàçóìíî ðàçîáðàòü èíòóèöèîíèñòñêèé
ñëó÷àé, äåòàëè êîòîðîãî äî ñèõ ïîð íå áûëè îïóáëèêîâàíû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì îäíà èç öåëåé äàííîé ñòàòüè �
ââîäíàÿ.

×òî çíà÷èò ¾Èç ñîâîêóïíîñòè ôîðìóë Γ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò
ôîðìóëà ϕ¿ (Γ |= ϕ, ñèìâîëè÷åñêè)?

Îòâåò íà îáîçíà÷åííûé âîïðîñ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáî-
ðà ÿçûêà3, â êîòîðîì çàäàíû ôîðìóëû, âèäà ðàññìàòðèâàåìûõ
ñåìàíòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è ò.ä.

2Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ øêàë âìåñòî îòñóòñòâèÿ áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ
öåïåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðåáîâàíèå èððåôëåêñèâíîñòè.

3Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ÿçûêè, õîòÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìàòèêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è äëÿ
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôîðìóëû èç Γ è ôîðìóëà ϕ ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè, òî îäíî èç
âîçìîæíûõ óòî÷íåíèé ïîíÿòèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: èç ôîðìóë (ìíîæåñòâà) Γ ñåìàíòè÷åñêè ñëå-
äóåò ôîðìóëà ϕ, åñëè ïðè ëþáîé êëàññè÷åñêîé4 èñòèííîñòíîé
îöåíêå â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèìè òàáëèöàìè èñòèííîñòè
êàê òîëüêî âñå ôîðìóëû Γ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È, òî æå ñàìîå
çíà÷åíèå ïðèíèìàåò è ôîðìóëà ϕ. Õîðîøî èçâåñòíà äîâîëüíî
ïðîñòàÿ òåîðåìà êîìïàêòíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèî-
íàëüíîé ëîãèêè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ñîãëàñíî ïðèâåäåííî-
ìó îïðåäåëåíèþ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (îáðàòíîå
åìó óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî): åñëè äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ïîä-
ìíîæåñòâà ∆ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ è ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò
îöåíêà, ïðè êîòîðîé âñå ôîðìóëû èç ∆ èñòèííû, à ϕ ëîæíà,
òî ñóùåñòâóåò è òàêàÿ îöåíêà, ïðè êîòîðîé âñå ôîðìóëû èç
Γ èñòèííû, à ϕ ëîæíà. Ïîñêîëüêó âñÿêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë ýêâèâàëåíòíî (âî âñåõ ñìûñëàõ) êîíúþíêöèè ôîðìóë
ýòîãî ìíîæåñòâà, ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî ∆ îäíîýëå-
ìåíòíûì. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ∆ |= ϕ ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî ôîðìóëà5 ∆ → ϕ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñ-
òèííîé (|= ∆ → ϕ, ñèìâîëè÷åñêè), è òîìó, ÷òî ôîðìóëà ∆ → ϕ
âûâîäèìà â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé (ïîäõîäÿ-
ùåãî âèäà). Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèî-
íàëüíîé ëîãèêè ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ñôîðìóëèðîâàííîì
âûøå ñìûñëå ¾âûðîæäàåòñÿ¿ â âûâîäèìîñòü íåêîòîðîé ôîðìó-
ëû â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé.

Âòîðîé âîçìîæíûé îòâåò ñâÿçàí ñ ïîíèìàíèåì ôîðìóë êàê
ñõåì ñóæäåíèé (ðàññóæäåíèé, âûñêàçûâàíèé). Â ýòîì ñëó÷àå
íàø âîïðîñ ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàí òàê: ¾Â êàêîì ñëó-
÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ñõåìû ñóæäåíèé
ϕ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñõåìû ñóæäåíèé ψ?¿. Íàäî èìåòü â

ÿçûêîâ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ, îäíàêî äëÿ íèõ èìåþòñÿ íåêîòîðûå îòâåòû
íà ýòîò âîïðîñ, ñì. îáñóæäåíèå äàëåå.

4Òî åñòü íà ìíîæåñòâå {È,Ë} ñ îáû÷íûìè êëàññè÷åñêèìè óñëîâèÿìè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ îöåíêè ñ ïîäôîðìóë íà âñþ ôîðìóëó, âûðàæåííûìè â
òàáëèöàõ èñòèííîñòè.

5Â ýòîé ôîðìóëå äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë ∆ = {δ} òðàäèöèîííî îïóùåíû
ìíîæåñòâåííûå ôèãóðíûå ñêîáêè, òî åñòü çàïèñü ∆ → ϕ îçíà÷àåò δ → ϕ.
Ýòîé òðàäèöèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ è â äàëüíåéøåì, íå îãîâàðèâàÿ îñîáî.
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âèäó, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèé âñå âûñêàçûâà-
íèÿ ðàçäåëåíû íà äâà âèäà � èñòèííûå è ëîæíûå, íå âçèðàÿ
íà êàêèå-ëèáî ñîïóòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿì îáñòîÿòåëüñòâà
è/èëè ñîäåðæàòåëüíûå ñâîéñòâà ñàìèõ âûñêàçûâàíèé, à ïîòîìó
â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷àòü èç ñõåìû ñóæäåíèé êîíêðåò-
íîå âûñêàçûâàíèå (ïî ñóùåñòâó èñòèíó èëè ëîæü), ïîäñòàâëÿÿ
âìåñòî ïåðåìåííûõ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé òîëüêî ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà {èñòèíà, ëîæü}. Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ìû ïðèíèìà-
åì ñõåìó âûñêàçûâàíèé (ôîðìóëó), åñëè ïðè ëþáîé òàêîé ïîä-
ñòàíîâêå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè ìû
ïîëó÷àåì èñòèíó (òî åñòü ôîðìóëà òîæäåñòâåííî èñòèííà). Â
èòîãå âìåñòî âîïðîñà ¾Â êàêîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
èç ñïðàâåäëèâîñòè ñõåìû ñóæäåíèé ϕ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñõåìû ñóæäåíèé ψ?¿ ìû ïîëó÷àåì âîïðîñ ¾ñëåäóåò ëè èç òîæ-
äåñòâåííîé èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ òîæäåñòâåííàÿ èñòèííîñòü
ôîðìóëû ψ?¿. À âîò ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ñîâñåì òðèâèàëüíî:
îòâåò íà íåãî ïîëîæèòåëåí ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôîðìóëà
ϕ íå òîæäåñòâåííî èñòèííà èëè æå ôîðìóëà ψ òîæäåñòâåííî
èñòèííà.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, îêàçûâàÿñü íå ñòîëü ïðîñòîé, êîãäà ìû
ïåðåõîäèì îò êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ê íåêëàññè÷åñêèì, ñêàæåì,
ìîäàëüíûì, èíòóèöèîíèñòñêîé è ò.ï. Òåïåðü ó íàñ íåò òàáëèö
èñòèííîñòè, îäíàêî èìåþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñîâîêóïíîñòè ñåìàí-
òè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èõ çàìåíÿþùèå.
Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäèí âèä òàêèõ ñåìàí-
òè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé � øêàëû Êðèïêå (áóäåì ÷àñòî ãîâîðèòü
ïðîñòî øêàëû, ïîñêîëüêó äðóãèå âèäû øêàë ìû çäåñü íå îá-
ñóæäàåì). Ôàêò èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ íà øêàëå F îáîçíà÷àåì
F |= ϕ; êîíòåêñòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷êà |= ïîçâîëÿåò ëåãêî
îòëè÷èòü â îáîçíà÷åíèÿõ ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå ôîðìóë è
èñòèííîñòü ôîðìóëû íà øêàëå.

Ïóñòü C � íåêîòîðûé êëàññ6 øêàë, ϕ è ψ � ôîðìóëû ÿçûêà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó êëàññó: ìîäàëüíûå ôîðìóëû � ìîäàëü-
íûå øêàëû, èíòóèöèîíèñòñêèå ôîðìóëû � èíòóèöèîíèñòñêèå
øêàëû, è ò.ä. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ψ ÿâëÿåòñÿ (ñåìàíòè÷å-
ñêèì) ñëåäñòâèåì ôîðìóëû ϕ íà êëàññå øêàë C (äðóãèìè ñëî-

6Ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó ïîíÿòèÿìè ìíîæåñòâà è êëàññà,
ñ÷èòàÿ ýòè òåðìèíû ñèíîíèìàìè.
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âàìè, ôîðìóëà ϕ (ñåìàíòè÷åñêè) âëå÷åò ôîðìóëó ψ íà êëàññå
øêàë C; ñèìâîëè÷åñêè, ϕ |=C ψ), åñëè äëÿ êàæäîé øêàëû F èç
C ñïðàâåäëèâî, ÷òî åñëè ϕ èñòèííà íà øêàëå F , òî è ψ èñòèííà
íà F . Îòìåòèì, ÷òî åñëè êëàññ C ñîñòîèò èç îäíîé îäíîýëåìåíò-
íîé èíòóèöèîíèñòñêîé øêàëû, òî ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå íà
C åñòü íå ÷òî èíîå, êàê òî, ÷òî âûøå íàçâàíî ¾âòîðûì îòâå-
òîì¿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ðàññìîòðèì äðó-
ãèå ïðèìåðû.

Êàê èçâåñòíî, èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà Int ìîæåò áûòü çà-
äàíà êàê ìíîæåñòâî ôîðìóë èñòèííûõ íà âñåõ øêàëàõ èç:

• êëàññà C1 âñåõ êîíå÷íûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ øêàë,

• êëàññà C2 âñåõ ñ÷åòíûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ øêàë,

• êëàññà C3 âñåõ êîíòèíóàëüíûõ èíòóèöèîíèñòñêèõ øêàë,

• êëàññà C4 âñåõ èíòóèöèîíèñòñêèõ øêàë, èìåþùèõ ìîù-
íîñòü7 áîëüøå êîíòèíóóìà.

Òî åñòü ñïðàâåäëèâî, ÷òî

Int = {ϕ : ∀F ∈ Ci F |= ϕ}

ïðè 1 ≤ i ≤ 4. Çäåñü êëàññû Ci ïðèâåäåíû ëèøü äëÿ ïðèìåðà.
Ðàçóìíûõ êëàññîâ øêàë, ñåìàíòè÷åñêè îïðåäåëÿþùèõ èíòóè-
öèîíèñòñêóþ ëîãèêó, äîâîëüíî ìíîãî. Îäíàêî â äàííîé ñòàòüå
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì êëàññ C1. Îòìåòèì, ÷òî òîò
ôàêò, ÷òî ∀F ∈ Ci F |= ϕ, â óæå ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî
èçîáðàçèòü ñèìâîëè÷åñêè ÷åðåç ∅ |=Ci ϕ, òî åñòü ýòî ïî ñóùå-
ñòâó ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Íàñ æå èíòåðåñóåò îáùèé ñëó÷àé, òî åñòü ñèòóàöèè ñëåäîâàíèÿ
Γ |=Ci ϕ ïðè ïðîèçâîëüíûõ Γ è ϕ.

Îòìåòèì, ÷òî âñå îòíîøåíèÿ |=Ci ïðè 1 ≤ i ≤ 4 íå îáëàäà-
þò êîìïàêòíîñòüþ, òî åñòü àíàëîãàìè ñâîéñòâà, óêàçàííîãî âû-
øå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì [27]
è [5], ãäå ýòî äîêàçàíî ïî ñóùåñòâó äëÿ ìîäàëüíûõ àíàëîãîâ îò-
íîøåíèé |=Ci ïðè 1 ≤ i ≤ 4 ([27] � äëÿ âðåìåíí�îé è ìîäàëüíîé

7Ìîùíîñòüþ øêàëû íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìèðîâ ýòîé øêà-
ëû.
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ëîãèê; [5] � äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, òî÷íåå, êëàññà ìîäàëü-
íûõ òðàíçèòèâíûõ è ðåôëåêñèâíûõ øêàë); äëÿ èíòóèöèîíèñò-
ñêèõ ñëó÷àåâ, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ñîîòâåòñòâóþùèå äîêà-
çàòåëüñòâà íå ïóáëèêîâàëèñü. Êðîìå òîãî, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
îòíîøåíèÿ Γ |=Ci ϕ ïðè ðàññìîòðåíèè íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Γ óæå
îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè ðàçíûõ i. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêî-
òîðûå ïðèìåðû òàêèõ ðàçëè÷èé äëÿ i 6= 1 (ïîâòîðþñü, ñëó÷àé
i = 1 íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îñîáî).

Õîòÿ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ, êàê óæå ñêàçàíî, ÿâëÿþòñÿ èíòó-
èöèîíèñòñêèå8 ôîðìóëû è èõ ñåìàíòèêà Êðèïêå, îòíîñÿùàÿñÿ
ê íèì ïðîáëåìàòèêà áëèçêà è ê èíûì íåêëàññè÷åñêèì ôîðìó-
ëàì è èõ ñåìàíòèêå Êðèïêå; áîëåå òîãî, áëèçêèìè îêàçûâàþòñÿ
ïîðîé íå òîëüêî ïðîáëåìû, íî è èäåè èõ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìû
ïðèâåäåì íåêîòîðûå óìåñòíûå çäåñü ôàêòû â õðîíîëîãè÷åñêîì
ïîðÿäêå, à íå óïîðÿäî÷èâàÿ èõ ïî òèïàì ÿçûêîâ è/èëè ñåìàíòèê
íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê.

Â îáçîðå [22] â ñïèñêå ïðîáëåì îêàçàëàñü ñëåäóþùàÿ9: âñÿêàÿ
ëè ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ10 ëîãèêà àïïðîêñèìèðóåìà ñ÷åòíû-
ìè øêàëàìè Êðèïêå? Äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâêè ýòîé ïðîáëåìû
â ñëó÷àå âðåìåíí�ûõ ëîãèê11 ðàñøèðåííûé îòðèöàòåëüíûé îò-
âåò áûë ïîëó÷åí â [28]. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ýòîãî îòâåòà íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòÿìè ìíî-
æåñòâ (êàðäèíàëàìè èëè êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè). Îáîçíà÷èì
κ0 = ℵ0, κα+1 = 2κα , κα = lim{κβ | β < α} äëÿ ïðåäåëüíîãî
îðäèíàëà α. Òàê âîò, â ñîîòâåòñòâèè ñ [28] äëÿ âñÿêîãî îðäèíà-

8Åùå ðàç îãîâîðèì, ÷òî ìû íàçûâàåì èíòóèöèîíèñòñêèìè ôîðìóëû èç
îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà, íî ñåìàíòèêà èõ ìîæåò áûòü è íå èíòóèöèîíèñò-
ñêîé, êàê â ñëó÷àå ëîãèê À. Âèññåðà.

9Îòìåòèì, ÷òî âî âðåìÿ íàïèñàíèÿ [22] ïðèìåðû íåïîëíûõ ïî Êðèïêå
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê íå áûëè èçâåñòíû. Èõ
ñóùåñòâîâàíèå � òàêæå âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â [22], õîòÿ åãî â òî
âðåìÿ óæå ìîæíî áûëî îòíåñòè ê ôîëüêëîðíûì, ïîñêîëüêó îí (ñêàæåì, äëÿ
ñëó÷àÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê) èíòåðåñîâàë ìíîãèõ ëîãèêîâ. Ïåðâàÿ íåïîëíàÿ
ïî Êðèïêå ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ (êîíå÷íî-àêñèîìàòèçèðóåìàÿ!) ëîãèêà
áûëà ïîñòðîåíà â [13].

10Äîáàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìå÷àíèåì 9: ïîëíàÿ ïî Êðèïêå.
11Áîëåå òî÷íî, ìíîãîìîäàëüíûõ ëîãèê, â êîòîðûõ êàæäàÿ ìîäàëüíîñòü

èìååò ñîïðÿæåííóþ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ è îáû÷íàÿ âðåìåííàÿ
ëîãèêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áèìîäàëüíîé ëîãèêîé ñ ñîïðÿæåííûìè ìîäàëü-
íîñòÿìè.
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ëà α, òàêîãî ÷òî α < 2ω, ñóùåñòâóåò íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïîëíàÿ
ïî Êðèïêå âðåìåíí�àÿ ëîãèêà, âñå øêàëû Êðèïêå êîòîðîé èìåþò
ìîùíîñòü íå ìåíåå κα.

Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ [22] â åãî èçíà÷àëüíîé ôîð-
ìóëèðîâêå áûë ïîëó÷åí â [15], ãäå ïîñòðîåíû êîíòèíóàëüíàÿ
øêàëà F (òî åñòü ìîùíîñòü F åñòü κ1 = 2ℵ0) è ôîðìóëû ϕ,
ψ ñî ñâîéñòâàìè: ϕ |=C2 ψ, íî ϕ 6|=C3 ψ, ïðè÷åì ïîñëåäíåå óñëî-
âèå îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ øêàëû F , òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ F |= ϕ è F 6|= ψ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäÿùèì êîíòïðè-
ìåðîì ê îòìå÷åííîìó âîïðîñó [22] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôîðìóë,
èñòèííûõ â ýòîé øêàëå, òî åñòü ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà
L(F ). Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàò [15] ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå îòíîøå-
íèé |=C2 è |=C3 , ïðè÷åì ýòî ðàçëè÷èå ïîëó÷åíî óæå äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîýëåìåíòíûõ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîíå÷íûõ) ëåâûõ ÷àñòåé
îòíîøåíèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

Óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò [28] íåâîçìîæíî ïåðåíåñòè ñ âðåìåí-
í�ûõ ëîãèê íà íîðìàëüíûå ìîäàëüíûå ëîãèêè, ïîñêîëüêó ïî òåî-
ðåìå Ìàêèíñîíà [26] (òåîðåìà 8.67 â [12]) âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷è-
âàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
èç äâóõ âîçìîæíûõ øêàë ñ îäíèì ëèøü ìèðîì � ðåôëåêñèâíûì
èëè èððåôëåêñèâíûì. Îäíàêî, åñëè ñíÿòü òðåáîâàíèå íîðìàëü-
íîñòè, òî åñòü çàìêíóòîñòè ëîãèêè îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà Ãåäå-
ëÿ ϕ/2ϕ, òî îãðàíè÷åíèå â âèäå òåîðåìû Ìàêèíñîíà ïåðåñòàåò
äåéñòâîâàòü. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óäàëîñü èñïîëüçîâàòü â [10],
ãäå ïîñòðîåíî íåïðîòèâîðå÷èâîå ðàñøèðåíèå ìîäàëüíîé ëîãèêè
K4 (íå çàìêíóòîå ïî ïðàâèëó Ãåäåëÿ, åñòåñòâåííî), îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè: îíî ïîëíî ïî Êðèïêå (ïî ñóùåñòâó ïðîñòî-íàïðîñòî
çàäàåòñÿ íåêîòîðîé øêàëîé Êðèïêå ñ âûäåëåííûìè ìèðàìè12),
âñÿêàÿ øêàëà èìååò ìîùíîñòü íå ìåíåå κω. Åñòåñòâåííûìè èçìå-
íåíèÿìè ïðèâåäåííîé â [10] êîíñòðóêöèè äëÿ âñÿêîãî n, n ≤ ω,
ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ øêàëîé

12Ýòî íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíîå ðàñøèðåíèå êëàññà øêàë Êðèïêå:
äëÿ íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê è, ñêàæåì, ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ ëî-
ãèê ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âûäåëåííûõ ìèðîâ ñîâïàäàåò ñî
ìíîæåñòâîì âñåõ ìèðîâ. Îòìåòèì, ÷òî è ñàì Ñ. Êðèïêå â ñâîåé îñíîâîïîëà-
ãàþùåé ñòàòüå [15] (ñì. ïåðåâîä ýòîé ñòàòüè â [2]) ðàññìàòðèâàë òîëüêî (!)
øêàëû ñ ìíîæåñòâàìè âûäåëåííûõ ìèðîâ, ïðè÷åì âñåãäà ìíîæåñòâî âûäå-
ëåííûõ ìèðîâ áûëî îäíîýëåìåíòíî è âûäåëåííûé ìèð íàçûâàëñÿ äåéñòâè-
òåëüíûì.
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ìîùíîñòè κn è íå àïïðîêñèìèðóåòñÿ øêàëàìè ìåíüøèõ ìîùíî-
ñòåé; äëÿ ñëó÷àÿ n = ω ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî ïðè-
âåäåíî â [12] (ñì. òåîðåìó 6.30 [12]). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ
óïîìÿíóòûõ ïîñòðîåíèé â [10] ñîâåðøåííî íåñëó÷àéíî ðàññìàò-
ðèâàëèñü ðàñøèðåíèÿ K4, ïîïûòêè ïåðåíåñòè ðåçóëüòàò ýòèõ
ïîñòðîåíèé, ñêàæåì, íà ñëó÷àé (âñåõ, íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûõ
ïî ïðàâèëó Ãåäåëÿ) ðàñøèðåíèé ëîãèêè S4 ê óñïåõó íå ïðèâå-
äóò, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû
Ìàêèíñîíà: âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ðàñøèðåíèå S4 è äàæå D
ñðåäè ñâîèõ øêàë èìååò îäíîýëåìåíòíóþ ðåôëåêñèâíóþ øêàëó;
àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ è ñ âðåìåíí�ûìè ëîãèêàìè, ñîäåðæàùèìè
ôîðìóëû P> è F> (òî åñòü ¾÷òî-òî áûëî¿ è ¾÷òî-òî áóäåò¿
ñîîòâåòñòâåííî).

Îñíîâíàÿ èäåÿ óïîìÿíóòîé êîíñòðóêöèè [10] ïåðåíåñåíà íà
ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèé ñëó÷àé â [11] äëÿ óñèëåíèÿ ðåçóëüòà-
òà [15]. À èìåííî â [11] ïðèâåäåí ïðèìåð ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ øêàëîé ìîùíîñòè κω, íî íå àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ øêàëàìè ìåíüøèõ ìîùíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè-
÷èÿ îòíîøåíèé âèäà |=Ci , 1 < i ≤ 4, (ýòè îòíîøåíèÿ, íàïîìíþ,
ñâÿçàíû ñî ñ÷åòíîñòüþ, êîíòèíóàëüíîñòüþ è ãèïåðêîíòèíóàëü-
íîñòüþ èñïîëüçóåìûõ â îïðåäåëåíèÿõ ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâà-
íèÿ øêàë) ìîæíî â èíòóèöèîíèñòñêîì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíÿòü è
íà îòíîøåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññîâ øêàë
ìîùíîñòåé κn, n ≤ ω. Âîîáùå æå ðåçóëüòàòû è [15], è [11] ñâÿçà-
íû ñ îïóáëèêîâàííûì â [15] ñëåäóþùèì âîïðîñîì À.Â. Êóçíåöî-
âà: ¾Äëÿ êàêèõ êàðäèíàëîâ k k-àïïðîêñèìèðóåìîñòü ñóïåðèíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêè (èëè íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ S4) íåðàâ-
íîñèëüíà k+-àïïðîêñèìèðóåìîñòè? Â ÷àñòíîñòè, êàêîâà âåðõíÿÿ
ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ k?¿ Òî, ÷òî òàêàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ñóùåñòâóåò, ïðîñòîå íàáëþäåíèå ñàìîãî À.Â. Êóçíåöîâà: òðåáó-
åìûé ôàêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëîãèê ¾âñåãî¿ êîíòèíóóì, à ôîð-
ìóë, ïðîâåðÿåìûõ íà ïðèíàäëåæíîñòü ïîëíîé ïî Êðèïêå ëîãèêå,
¾ñîâñåì ìàëî¿ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ñ÷åòíî, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî
âçÿòü ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ âñåõ øêàë (ìíîæåñòâ èõ ìèðîâ)
FL,ϕ, ãäå FL,ϕ � êàêàÿ-íèáóäü øêàëà, îòäåëÿþùàÿ ôîðìóëó ϕ
îò ëîãèêè L, åñëè ϕ îò ëîãèêè L äåéñòâèòåëüíî êàêîé-íèáóäü
øêàëîé îòäåëÿåòñÿ.
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Ïîñëåäíåå èçâåñòíîå ìíå ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå íà ïóòè
ðàñøèðåíèÿ îòâåòîâ íà ðàññìàòðèâàåìûé âîïðîñ [22] ïîëó÷åíî
â [24]. Îäíàêî â [24] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå íîðìàëü-
íûå ìîäàëüíûå ëîãèêè è íå âèäíî, êàê ìîæíî áûëî áû ïåðåíå-
ñòè ïîëó÷åííûå òàì ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ëîãèê ñ òðàíçèòèâ-
íûìè øêàëàìè, ñêàæåì � ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèå, íîðìàëüíûå
ðàñøèðåíèÿ K4.

Íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê îòíîøåíèþ |=C1 . Íàïîìíþ, ÷òî C1 �
êëàññ êîíå÷íûõ øêàë Êðèïêå. Ñåìàíòè÷åñêè, òî÷íåå � ïî ñïî-
ñîáíîñòè îïðîâåðãàòü ôîðìóëû, êîíå÷íûå øêàëû Êðèïêå è êî-
íå÷íûå ïñåâäîáóëåâû àëãåáðû ýôôåêòèâíî ñåìàíòè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû äëÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ ôîðìóë: ïî âñÿêîé êîíå÷íîé
øêàëå Êðèïêå F ìîæíî ïîñòðîèòü13 êîíå÷íóþ ïñåâäîáóëåâó àë-
ãåáðó F+, òàêóþ ÷òî

{ϕ | F |= ϕ} = {ϕ | F+ |= ϕ},

è íàîáîðîò, ïî âñÿêîé êîíå÷íîé ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðå A ìîæíî
ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ øêàëó Êðèïêå A+, òàêóþ ÷òî

{ϕ | A |= ϕ} = {ϕ | A+ |= ϕ}.

(Ýòîò è äàæå áîëåå ñèëüíûå õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû, â ÷àñò-
íîñòè � êîíêðåòèçàöèÿ ïîñòðîåíèé (îïåðàòîðîâ), âûðàæåííûõ
çäåñü èíäåêñàìè + è +, ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â ìî-
íîãðàôèè [12] è îò÷àñòè â [4]14.) Òàêèì îáðàçîì, â îïðåäåëåíèè
îòíîøåíèÿ |=C1 ìû ìîæåì çàìåíèòü êëàññ C1 êëàññîì êîíå÷íûõ
ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð, ïðè÷åì ýòà çàìåíà ýôôåêòèâíà â óêà-
çàííîì âûøå ñìûñëå. Íàì ýòà çàìåíà çäåñü âàæíà, ïîñêîëüêó

13Ýòèìîëîãèÿ ñëîâà ¾ïîñòðîèòü¿ ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå íåêîòîðîãî ñïî-
ñîáà ïîñòðîåíèÿ, òî åñòü â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå àëãîðèòìà ïîñòðîå-
íèÿ.

14Çäåñü ïðèâåäåíû ëèøü øèðîêî äîñòóïíûå ðîññèéñêîìó ÷èòàòåëþ èñòî÷-
íèêè: êíèãà [4] â ðóññêîì ïåðåâîäå èçäàíà äîñòàòî÷íî áîëüøèì òèðàæîì,
÷òîáû äî ñèõ ïîð áûòü â íàëè÷èè â áîëüøèíñòâå íàó÷íûõ áèáëèîòåê, à [12],
õîòÿ è íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ôèíàíñîâî äîñòóïíîé, áåç êàêîãî-ëèáî ó÷àñòèÿ
àâòîðîâ è èçäàòåëåé â ýëåêòðîííîì âèäå äîâîëüíî ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ â Èíòåðíåòå. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ìîíîãðàôèÿ [4] ïèñàëàñü äî øè-
ðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåìàíòèêè Êðèïêå, â ÷àñòíîñòè, òàì ïîëíîñòüþ
îòñóòñòâóåò ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê, õîòÿ èìåþòñÿ
íåîáõîäèìûé àïïàðàò â âèäå òåîðåì î ïðåäñòàâëåíèè.
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ïåðâîå îòëè÷èå îòíîøåíèÿ |=C1 îò îñòàëüíûõ îòíîøåíèé |=Ci ,
1 < i ≤ 4, áûëî ïîëó÷åíî èìåííî â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ ïñåâ-
äîáóëåâûõ àëãåáð: â [17] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íå âñå ñóïåðèí-
òóèöèîíèñòñêèå ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìû-
ìè, ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâóþùåì äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü
ïñåâäîáóëåâû àëãåáðû êîíå÷íîé øèðèíû (øèðèíû 3, åñëè áûòü
òî÷íûìè), à ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèå ëîãèêè, çàäàâàåìûå ïñåâ-
äîáóëåâûìè àëãåáðàìè êîíå÷íîé øèðèíû, ïîëíû ïî Êðèïêå,
ñì. [6]15. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë Γ è ôîðìóëà ϕ, ÷òî Γ |=C1 ϕ (â òåðìèíîëîãèè À.Â. Êóç-
íåöîâà ôîðìóëó ϕ íåâîçìîæíî îòäåëèòü îò Γ êîíå÷íûìè ñðåä-
ñòâàìè), íî Γ 6|=Ci ϕ ïðè i 6= 1 � äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ
àëãåáðàìè Ëèíäåíáàóìà è/èëè êàíîíè÷åñêèìè øêàëàìè (â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîñòü øèðèíû). Â ñòàòüå [17]
ëîãèêà, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìî-
ñòè, îêàçàëàñü ïîáî÷íûì ïðîäóêòîì ðåøåíèÿ ñîâåðøåííî äðó-
ãîé çàäà÷è � îáîñíîâàíèÿ êîíòèíóàëüíîñòè ñåìåéñòâà ñóïåðèí-
òóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê, ïîýòîìó îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ èñ÷èñëåíèé, òî åñòü ëî-
ãèê ñ êîíå÷íûìè àêñèîìàòèçàöèÿìè, áåç ôèíèòíîé àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè. Ïðèìåðû òàêèõ èñ÷èñëåíèé áûëè îáíàðóæåíû â [2],
ïðè÷åì âíîâü áûëè èñïîëüçîâàíû àëãåáðû êîíå÷íîé øèðèíû.
Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå îòíîøåíèÿ Γ |=C1 ϕ îò äðóãèõ ñïðàâåä-
ëèâî óæå äëÿ êîíå÷íûõ (îäíîýëåìåíòíûõ) ìíîæåñòâ Γ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêå ñåìàíòè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, òî åñòü âîïðîñó ýôôåêòèâíîãî âûÿñíåíèÿ
ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Γ è ôîðìóëå ϕ, âåðíî ëè, ÷òî èç Γ ñå-
ìàíòè÷åñêè ñëåäóåò ϕ. Êîíå÷íî, äëÿ êàæäîãî èç îòíîøåíèé ñå-
ìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ýòî ñâîé îòäåëüíûé âîïðîñ, ïðè÷åì â
ñëó÷àå, åñëè âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, òî åñòü èìååòñÿ àë-
ãîðèòì ñîîòâåòñòâóþùåãî ¾âûÿñíåíèÿ¿, òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî
ñàìè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äîëæíû áûòü ðàçíûìè èç-çà ðàçëè÷èé
îòíîøåíèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

15Â [6] èñïîëüçîâàí òåðìèí ¾êîíå÷íîìåðíûå¿ ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðè-
âàåìûì òàì ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèì ëîãèêàì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìèí
¾ìíîãîìåðíàÿ ëîãèêà¿ (ïðè÷åì çäåñü ¾ìíîãî¿ îçíà÷àåò ¾êîíå÷íî ìíîãî¿)
â òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â èíîì çíà÷åíèè, ïî-
ýòîìó â ñâÿçè ñ [6] ïðåäïî÷òèòåëüíåå ãîâîðèòü î ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ
ëîãèêàõ êîíå÷íîé øèðèíû, òåì áîëåå ÷òî íóæíûé íàì ðåçóëüòàò î ïîëíîòå
ñëåäóåò óæå èç [21], ãäå ãîâîðèòñÿ î ëîãèêàõ êîíå÷íîé øèðèíû.
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Ïðåæäå âñåãî, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ ñóùåñòâîâà-
íèÿ àëãîðèòìîâ, íàì íóæíî óñëîâèòüñÿ, ÷ò�î äîëæíî ïîäàâàòüñÿ
íà âõîä ýòèõ àëãîðèòìîâ. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü îïèñàíèÿ Γ è ϕ. Äëÿ ϕ ýòî òðåáîâàíèå
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íûì îáúåêòîì, íî êàê áûòü ñ ýôôåêòèâíûì îïèñàíèåì Γ? Èìå-
þòñÿ òðè âàðèàíòà îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ:

à) ìíîæåñòâî Γ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî, òî åñòü Γ ïóñòî èëè
æå ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííûé àëãîðèòì A (à òåì ñà-
ìûì è åãî ýôôåêòèâíîå (êîíå÷íîå!) îïèñàíèå â âèäå ïðî-
ãðàììû, åãî ðåàëèçóþùåé), äåéñòâóþùèé èç ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âî ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòîðûé ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïåðå÷èñëÿåò ìíîæåñòâî Γ, òî åñòü

Γ = {A(0), A(1), A(2), . . . ,A(n), . . . };
á) ìíîæåñòâî Γ ðåêóðñèâíî (ðàçðåøèìî â äðóãîé òåðìèíî-

ëîãèè), òî åñòü ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A (è îïÿòü-òàêè åãî
ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå â âèäå ðåàëèçóþùåé ïðîãðàììû),
êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå ðàñïîçíàåò åå ïðèíàä-
ëåæíîñòü ìíîæåñòâó Γ, òî åñòü ïî âñÿêîìó ñëîâó X â àë-
ôàâèòå, â êîòîðîì çàäàþòñÿ èíòóèöèîíèñòñêèå ôîðìóëû,
äàåò îòâåò íà âîïðîñ ¾Âåðíî ëè, ÷òî X ïðèíàäëåæèò Γ?¿:

A(X) =

{
Äà, åñëè X ∈ Γ

Íåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

â) ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ êîíå÷íî.
Ýòè âàðèàíòû íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè, áîëåå òîãî,
î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû èìïëèêàòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ

â)⇒ á)⇒ à).
Ñ îáðàòíûìè èìïëèêàöèÿìè, òî÷íåå � ñ èìïëèêàöèåé à)⇒ á),
ñèòóàöèÿ íå ñòîëü ïðîñòà.

Â òåîðèè àëãîðèòìîâ ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ìíîæåñòâ êîíñò-
ðóêòèâíûõ îáúåêòîâ16, êîòîðûå ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìû, íî íå

16Òèïè÷íûì è íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ çàïèñè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â àëôàâèòå {|}: |, ||, |||, . . . . Èíòóèöèî-
íèñòñêèå, ñêàæåì, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóê-
òèâíûìè îáúåêòàìè.
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ðåêóðñèâíû. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò íå ïðîñòî ìíîæåñòâà, à
ìíîæåñòâà ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ ìíîæåñòâà øêàë: ðàññìàòðè-
âàÿ, ê ïðèìåðó, ñîîòíîøåíèå âèäà Γ |=C1 ϕ, ìû ïî ñóùåñòâó
èíòåðåñóåìñÿ âîïðîñîì èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ íà âñåõ øêàëàõ
èç ìíîæåñòâà {F | F |=C1 Γ}. Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðèòü î
ïîñëåäíåì ìíîæåñòâå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî øêàë èç êëàññà C1,
àêñèîìàòèçèðîâàííîå (àêñèîìàòèçèðóåìîå) ìíîæåñòâîì ôîð-
ìóë Γ (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî øêàë, àêñèîìàòè-
çèðîâàííîå (àêñèîìàòèçèðóåìîå) ìíîæåñòâîì ôîðìóë Γ íàä
êëàññîì øêàë C1), óïîòðåáëÿÿ àíàëîãè÷íóþ òåðìèíîëîãèþ è â
ñëó÷àå äðóãèõ êëàññîâ øêàë, òî åñòü íå îáÿçàòåëüíî C1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ñì. [20] èëè òåîðåìó 16.10 â [12], ÷òî âñÿ-
êàÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî àêñèîìàòèçèðóåìàÿ ëîãèêà ÿâëÿåò-
ñÿ ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìîé (îáðàòíîå ïðàêòè÷åñêè î÷å-
âèäíî). Àíàëîãîì ýòîãî íàáëþäåíèÿ [20] ÿâëÿåòñÿ
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Äëÿ âñÿêèõ êëàññîâ øêàë C è D ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• êëàññ øêàë D àêñèîìàòèçèðóåì íàä êëàññîì C íåêîòîðûì
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì ôîðìóë Γ1,

• êëàññ øêàë D àêñèîìàòèçèðóåì íàä êëàññîì C íåêîòîðûì
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì ôîðìóë Γ2,

ïðè÷åì çäåñü ïåðåõîäû îò Γ1 ê Γ2 è îò Γ2 ê Γ1 ìîæíî îñó-
ùåñòâëÿòü ýôôåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåò-
ñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà [20]. Ïðèâåäåì åãî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ,
òåì áîëåå ÷òî îíî äîâîëüíî êîðîòêî. Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî
ïîêàæåò ãðàíèöû åãî ïðèìåíèìîñòè.

ßñíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà Γ1 6= ∅
è/èëè Γ2 6= ∅.

Ïóñòü Γ1 � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, àê-
ñèîìàòèçèðóþùåå D íàä C. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé
àëãîðèòì A1 òàêîé, ÷òî

Γ1 = {A1(0), A1(1),A1(2), . . . , A1(n), . . . }.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå γn:

γn = A1(n) ∧ A1(n) ∧ · · · ∧ A1(n)︸ ︷︷ ︸
n+1 ðàç A1(n)

(åäèíèöà äîáàâëåíà, ÷òîáû ó÷åñòü ñëó÷àé n = 0). Òåïåðü îïðå-
äåëÿåì ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ2:

Γ2 = {γn | n ≥ 0}.

Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî: i) Γ2 àêñèîìàòèçèðóåò òîò æå êëàññ
øêàë, ÷òî è Γ1, ii) ìíîæåñòâî Γ2 ðàçðåøèìî.

Ïóíêò i) î÷åâèäåí. Â ñàìîì äåëå, ôîðìóëà χ1 ∧ χ2 èñòèííà â
êàêîé-ëèáî øêàëå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà â ýòîé øêàëå èñòèííû
îáå ôîðìóëû χ1 è χ2. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà A1(n) èñòèííà â
øêàëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé øêàëå èñòèííà ôîð-
ìóëà γn, à ïîòîìó ôîðìóëû èç Γ1 è Γ2 èñòèííû â îäíèõ è òåõ
æå øêàëàõ.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïóíêòà ii) îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-
ðèòì A2.

Íàì íóæíî ïî ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó X â àëôàâèòå èíòóèöèî-
íèñòñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî
X ∈ Γ2.

Ïî ñëîâó X âûÿñíÿåì, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ôîð-
ìóëîé. Åñëè íå ÿâëÿåòñÿ, äàåì îòâåò Íåò. Åñëè æå X � ôîð-
ìóëà, òî âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëÿåì åå â âèäå
Y ∧ Y ∧ · · · ∧ Y (çäåñü, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ àññîöèàòèâ-
íîñòü êîíúþíêöèè). Òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ââèäó êîíå÷íîñòè âñÿêîé ôîðìóëû; îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî îäíèì
èç òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñàìà ôîðìóëà X êàê êðàòíàÿ
êîíúþíêöèÿ ñ îäíèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì, 0-êðàòíóþ êîíú-
þíêöèþ, òî åñòü êîíñòàíòó >, â ðàñ÷åò íå áåðåì. Ïî êàæäîìó
èç ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé Y ∧ Y ∧ · · · ∧ Y︸ ︷︷ ︸

n ðàç Y
ïðîäåëûâàåì ñëå-

äóþùåå: âû÷èñëÿåì A1(n− 1) è ñðàâíèâàåì ðåçóëüòàò ñ Y . Åñëè
îêàçàëîñü, ÷òî A1(n − 1) = Y , à òåì ñàìûì X = γn−1, ãîâîðèì
Äà è ðàáîòó ïðåêðàùàåì. Åñëè æå íè äëÿ îäíîãî èç ïîëó÷åí-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé îòâåòà Äà íå ïîëó÷èëîñü, òî ãîâîðèì Íåò è
ïðåêðàùàåì ðàáîòó.
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Ïóñòü òåïåðü Γ2 � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, àêñèîìà-
òèçèðóþùåå D íàä C, à A2 � ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðåøàþùèé
àëãîðèòì, òî åñòü

A2(X) =

{
Äà, åñëè X ∈ Γ2

Íåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ âñÿêîãî ñëîâà X â àëôàâèòå èíòóèöèîíèñòñêèõ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ôîðìóë.

Îïèñûâàåì òðåáóåìûé àëãîðèòì A1, ïåðå÷èñëÿþùèé ìíîæå-
ñòâî Γ2, ñ÷èòàÿ Γ1 = Γ2. Ôàêòè÷åñêè íàì äîñòàòî÷íî ýôôåê-
òèâíî îïèñàòü íà÷àëüíûå îòðåçêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γ0, γ1,
γ2, . . . òàêîé, ÷òî Γ2 = {γ0, γ1, γ2, . . . }, à çàòåì ïîëîæèòü, ÷òî
A1(n) = γn. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γ2 íåïóñòî, òî åñòü δ ∈ Γ2

äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû δ; ôîðìóëà δ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ.
Âûïèñûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå íåïóñòûå ñëîâà X0, X1, X2,

. . . , Xn, . . . â àëôàâèòå èíòóèöèîíèñòñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ôîðìóë (îí êîíå÷åí17!), íàïðèìåð, ñíà÷àëà âûïèñàâ âñå îäíî-
áóêâåííûå ñëîâà, çàòåì âñå äâóõáóêâåííûå, çàòåì âñå òðåõáóê-
âåííûå è ò.ä.18 Ïî õîäó âûïèñûâàíèÿ ñ êàæäûì èç ïîëó÷àþ-
ùèõñÿ ñëîâ Xn ïðîäåëûâàåì ñëåäóþùåå.

Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè Xn ôîðìóëîé. Åñëè Xn ôîðìóëîé
íå ÿâëÿåòñÿ, òî ïîëàãàåì, ÷òî γn = δ. Åñëè æå Xn � ôîðìó-
ëà, òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A2 âûÿñíÿåì, ïðèíàäëåæèò ëè îíà
ìíîæåñòâó Γ2. Åñëè ïðèíàäëåæèò, òî ïîëàãàåì, ÷òî γn = Xn, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì, ÷òî γn = δ.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.
Ïðåæäå âñåãî, òà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, ãäå ïåðåäåëûâàëñÿ àë-

ãîðèòì A2 â àëãîðèòì A1 (ïîñëåäíèå òðè àáçàöà äîêàçàòåëüñòâà),
17Íå áóäåì çàáûâàòü, ÷òî õîòÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ áåñêîíå÷-

íî ìíîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè âèäà áóêâà + èíäåêñ, ãäå áóêâû äîñòàòî÷íî
è îäíîé, à äëÿ èíäåêñîâ (çàïèñåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) èñïîëüçóþòñÿ ñèìâî-
ëû èç êîíå÷íîãî àëôàâèòà, íàïðèìåð � ïðèâû÷íîãî {0, 1, . . . , 9}.

18Êîíå÷íî, íóæíî îïðåäåëèòüñÿ, â êàêîì ïîðÿäêå âûïèñûâàòü ñëîâà ñ
îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì áóêâ. Ìîæíî äëÿ òàêîé îïðåäåëåííîñòè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ëåêñèêî-ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì, òî åñòü ôàêòè÷åñêè òåì, êîòîðûé
èñïîëüçóåòñÿ â ñëîâàðÿõ.
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íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ëîãèêàì íå èìååò; ïî ñóùåñòâó äîêàçû-
âàëñÿ ïðîñòîé ôàêò èç òåîðèè àëãîðèòìîâ: âñÿêîå ðåêóðñèâíîå
ìíîæåñòâî (êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ) ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìûì. À âîò ïåðåäåëêà àëãîðèòìà A1 â àëãîðèòì A2 ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàëà ¾ëîãè÷åñêóþ¿ ñïåöèôèêó. Çäåñü êàâû÷êè
èñïîëüçîâàíû ïîòîìó, ÷òî ñóùåñòâóþò ëîãè÷åñêèå (èëè ¾ëîãè-
êîîáðàçíûå¿) ñèñòåìû, íå îáëàäàþùèå íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Ãëàâíîå èñïîëüçîâàííîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ó
íàñ åñòü âîçìîæíîñòü, íå ìåíÿÿ ñâîéñòâ ôîðìóëû ïî ñóùåñòâó,
èçìåíèòü åå òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå â ýòó ôîðìóëó îêàæåòñÿ âñòðî-
åííîé ÷èñëîâàÿ èíôîðìàöèÿ: ìû ïåðåäåëûâàëè ôîðìóëó A1(n),
â êîòîðîé a priori íèêàêîé èíôîðìàöèè ïðî ÷èñëî n íåò19, â ôîð-
ìóëó A1(n) ∧ A1(n) ∧ · · · ∧ A1(n)︸ ︷︷ ︸

n+1 ðàç A1(n)

, êîòîðàÿ óæå ñîäåðæèò ÷èñëî-

âóþ èíôîðìàöèþ (â âèäå êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ).

Îòìåòèì, ÷òî àññîöèàòèâíîñòü êîíúþíêöèè áûëà èñïîëüçîâà-
íà ¾íå ïî äåëó¿; ÷òîáû åå íå èñïîëüçîâàòü, ìîæíî áûëî ïîëî-
æèòü, ÷òî

γn = A1(n) ∧ (A1(n) ∧ (· · · ∧ (A1(n) ∧ A1(n)) . . . ))︸ ︷︷ ︸
n+1 ðàç A1(n)

,

íåìíîãî èçìåíèâ ñîîòâåòñòâåííî îïèñàíèå àëãîðèòìà A2. Áîëåå
òî÷íî, ìû èñïîëüçîâàëè íà ñàìîì äåëå íå êîíúþíêöèþ, à êðàò-
íóþ êîíúþíêöèþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèè;
èñïîëüçîâàíèå îáû÷íîé, òî åñòü íå áîëåå ÷åì äâó÷ëåííîé, êîíú-
þíêöèè äàæå óïðîùàåò ñèòóàöèþ, ïîçâîëÿÿ îáîéòèñü áåç ïîèñêà
äëÿ èñïûòóåìîé ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèé âèäà Y ∧ Y ∧ · · · ∧ Y .

Èñïîëüçîâàíèå èìåííî êîíúþíêöèè äëÿ âíåñåíèÿ â ôîðìóëó
÷èñëîâîé èíôîðìàöèè òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì � äèçú-
þíêöèÿ (ñ òåì æå çàìå÷àíèåì ïðî àññîöèàòèâíîñòü) ñïðàâëÿåòñÿ
ñ ýòîé çàäà÷åé íå õóæå: ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, ÷òî

γn = A1(n) ∨ A1(n) ∨ · · · ∨ A1(n)︸ ︷︷ ︸
n+1 ðàç A1(n)

19Òî, ÷òî îíà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðàáîòû êàêîãî-òî àëãîðèòìà íàä
êàêèì-òî ÷èñëîì, ê ñàìîé ôîðìóëå îòíîøåíèå èìååò òàêîå æå, êàêîå èìååò
ïåêàðü ê áóõàíêå õëåáà � îáû÷íîìó åäîêó âàæíû ñâîéñòâà õëåáà, à íå òî,
êòî åãî èñïåê.
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èëè
γn = A1(n) ∨ ⊥ ∨ ⊥ ∨ · · · ∨ ⊥︸ ︷︷ ︸

n+1 ðàç ⊥
.

Äà è èìïëèêàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà: ìîæíî ïîëîæèòü,
÷òî

γn = > → (> → (· · · → (>︸ ︷︷ ︸
n+1 ðàç >

→ A1(n)) . . . )).

Íàêîíåö, ìîæíî äëÿ âíåñåíèÿ ÷èñëîâîé èíôîðìàöèè âîîá-
ùå íå èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è/èëè êîíñòàíò,
îáîéäÿñü ïåðåìåííûìè. (Âåäü ïðè îöåíêå â øêàëàõ Êðèïêå ïå-
ðåìåííûå âàæíû íå ñàìè ïî ñåáå, à âàæíî èõ ðàçëè÷èå ïðè îïðå-
äåëåíèè êîíêðåòíîé îöåíêè; òàê, ñ ñåìàíòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ ôîðìóëû p2 → (p3 ∨ (p3 → ⊥)) ∧ p2 è p20062006 → (p2006 ∨
(p2006 → ⊥))∧p20062006 íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó, â ÷àñòíî-
ñòè, ïåðåìåííûå âñåãäà ìîæíî ïåðåèìåíîâûâàòü (ëèøü áû ðàç-
íûå ïåðåìåííûå áûëè ïåðåèìåíîâàíû â ðàçíûå) è âñåãäà ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âõîäÿùèå â êàêóþ-ëèáî ôîðìóëó ïåðåìåííûå
îáðàçóþò íà÷àëüíûé îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p0, p1, . . . ,
pm, . . . ) Ïóñòü, íàïðèìåð, ôîðìóëà A1(n) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
ïåðåìåííûå èç ñïèñêà p0, p1, . . . , pm è ïåðâûì ïî õîäó (ñêàæåì,
ñëåâà íàïðàâî) âõîæäåíèåì ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèå pm

(åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî îïÿòü-òàêè ïåðåìåííûå ïåðåèìåíî-
âàòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì). Òåïåðü â êà÷åñòâå àíàëîãà ôîðìóëû
γn ìîæíî âçÿòü ðåçóëüòàò çàìåíû â ôîðìóëå A1(n) (ñ ó÷åòîì
ïðåäûäóùèõ ìàíèïóëÿöèé) âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé pm íà
pm+n.

Êîíå÷íî, åñòü è ìàññà èíûõ âàðèàíòîâ âíåñåíèÿ ÷èñëîâîé èí-
ôîðìàöèè. Çà÷åì íàì òàêàÿ âàðèàòèâíîñòü êîíñòðóêöèè? Äåëî
â òîì, ÷òî òåîðåìà 1 (èëè åå àíàëîã) ñïðàâåäëèâà äëÿ î÷åíü
øèðîêîãî êëàññà ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð � íå èñïîëüçóþ-
ùèõ òå èëè èíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè (íî èñïîëüçóþùèå, áûòü
ìîæåò, êàêèå-òî èíûå, òî åñòü îòëè÷àþùèåñÿ ÿçûêîì � (ïî-
ëè)ìîäàëüíûå, ðåëåâàíòíûå è ò.ä.), çàäàâàåìûå íå ñåìàíòè÷å-
ñêè, à ñèíòàêñè÷åñêè, òî åñòü àêñèîìàìè è ïðàâèëàìè âûâîäà,
è ò.ï. Äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðàçóìíûõ âèäîâ ëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ ìîäèôèêàöèþ äî-
êàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òèïà òåîðåìû 1.
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Âåðíåìñÿ ê èìïëèêàöèÿì ìåæäó ïóíêòàìè à), á) è â) ñî ñòðà-
íèöû 225. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ïóíêòû à) è á) ýôôåêòèâíî
ýêâèâàëåíòíû, à ïîòîìó àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó ñåìàíòè÷å-
ñêîãî ñëåäîâàíèÿ ϕ èç Γ (â ðàçíûõ âàðèàíòàõ) ìîæíî îäíîâðå-
ìåííî ðàññìàòðèâàòü è äëÿ ñëó÷àÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ
ìíîæåñòâ Γ, è äëÿ ñëó÷àÿ ðåêóðñèâíûõ ìíîæåñòâ Γ, ôàêòè÷å-
ñêè íå ðàçëè÷àÿ ýòè ñëó÷àè. Îäíàêî ïóíêò â) (íåôèêñèðîâàííîå
ìíîæåñòâî Γ êîíå÷íî) íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòåí (è òåì áîëåå
ýôôåêòèâíî ýêâèâàëåíòåí) íè ïóíêòó à), íè ïóíêòó á), ïîñêîëü-
êó ñóùåñòâóþò ïîëíûå ïî Êðèïêå ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóå-
ìûå ëîãèêè áåç êîíå÷íîé àêñèîìàòèçàöèè. Ýòî ñëåäóåò óæå èç
äîêàçàòåëüñòâà êîíòèíóàëüíîñòè ñåìåéñòâà ñóïåðèíòóèöèîíèñò-
ñêèõ ëîãèê, äàííîãî â [17].

Çíà÷èò, ïðè àëãîðèòìè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ñåìàíòè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ ìû îáÿçàíû ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè èç ïóíêòîâ à), á)
è ïóíêòà â) îòäåëüíî.

Ðàññìàòðèâàåì ïóíêòû à) è á). Çäåñü ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêè ¾áåçíàäåæíîé¿ ââèäó íàáëþäåíèÿ, ñäåëàííîãî
(íî èì ñàìèì íå îïóáëèêîâàííîãî) À.Â. Êóçíåöîâûì. Âïåðâûå,
íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ýòî íàáëþäåíèå (áóäåì äàëåå â ýòîé
ñòàòüå íàçûâàòü åãî è áëèçêèå òåîðåìû òåîðåìîé Êóçíåöîâà20)
áûëî îïóáëèêîâàíî â ïðèëîæåíèè ê ñòàòüå [12] ñî ññûëêîé íà èí-
ôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ îò Ë.Ë. Ìàêñèìîâîé. Êðîìå òîãî, òåî-
ðåìà Êóçíåöîâà îïóáëèêîâàíà â [12]. Â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå
(òàê, êàê â [2] è â [12]) ðå÷ü â íåé èäåò î ñâîéñòâàõ àëãîðèòìè÷å-
ñêè çàäàâàåìûõ ëîãèê (òî åñòü ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìûõ,
èëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî àêñèîìàòèçèðóåìûõ, èëè ïðîñòî-
íàïðîñòî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ): âñÿêîå òàêîå íåòðèâèàëü-
íîå ñâîéñòâî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ëîãèê àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìî.

20Èäåéíî, äà è ïî ôîðìóëèðîâêå, òåîðåìà Êóçíåöîâà áëèçêà ê òåîðåìå
Ðàéñà�Óñïåíñêîãî (÷àñòî ãîâîðÿò ¾òåîðåìà Ðàéñà¿) èç òåîðèè àëãîðèò-
ìîâ: âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ñâîéñòâî ïðîãðàìì àëãîðèòìè÷å-
ñêè íåðàçðåøèìî. Çäåñü: íåòðèâèàëüíîñòü � ýòî ïðîãðàììû êàê ñ ýòèì
ñâîéñòâîì, òàê è áåç íåãî; èíâàðèàíòíîñòü � ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùèå îä-
íó è òó æå ôóíêöèþ, ëèáî îäíîâðåìåííî îáëàäàþò, ëèáî îäíîâðåìåííî íå
îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ñâîé-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ¾ñðàáàòûâàòü õîòÿ áû íà îäíîì âõîäå¿, ñì. ñ. 233.
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Ïðèâåäåì âàðèàíò òåîðåìû Êóçíåöîâà äëÿ îòíîøåíèé ñåìàí-
òè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Ïðè ýòîì â ôîðìóëèðîâêå ìû íå áóäåì
ñòðåìèòüñÿ ê ñàìîé áîëüøîé îáùíîñòè, ïîñêîëüêó èäåÿ äîêàçà-
òåëüñòâà íàñòîëüêî ïðîñòà, ÷òî ëþáîé çàèíòåðåñîâàííûé èññëå-
äîâàòåëü ëåãêî ìîäèôèöèðóåò åå äëÿ èíòåðåñóþùåãî åãî ñëó÷àÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 2 (òåîðåìà Êóçíåöîâà). Ïóñòü |= îçíà÷àåò ëþáîå
èç ñåìàíòè÷åñêèõ ñëåäîâàíèé |=Ci, 1 ≤ i ≤ 4. Òîãäà íå ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíûì ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìîìó ìíîæåñòâó ôîðìóë Γ è ôîðìóëå ϕ âûÿñíÿë áû,
âåðíî ëè, ÷òî Γ |= ϕ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè îáùå-
èçâåñòíûõ ôàêòà èç òåîðèè àëãîðèòìîâ. Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé è
òðåòèé ôàêòû ñâÿçàíû ñ òåçèñîì ×åð÷à, áåç êîòîðîãî, ñîáñòâåí-
íî, è òåîðèè àëãîðèòìîâ íåò.

Ïåðâûé ôàêò � äîâîëüíî ïðîñòîé. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïåðåíóìåðîâàòü ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òàê ÷òî êàæäàÿ ïàðà ÷èñåë 〈s, t〉
ïîëó÷èò ðîâíî îäèí íàòóðàëüíûé íîìåð N(s, t) è êàæäîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n îêàæåòñÿ íîìåðîì ðîâíî îäíîé ïàðû ÷èñåë
〈s, t〉 = 〈L(n), R(n)〉, ïðè÷åì ôóíêöèè N , L, R ýôôåêòèâíî âû-
÷èñëèìû (òî åñòü çàäàþòñÿ àëãîðèòìàìè) è ÿâëÿþòñÿ âñþäó
îïðåäåëåííûìè21. Èç îãðîìíîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíîñòåé îïðå-
äåëåíèÿ òàêîãî ðîäà íóìåðàöèé âûáåðåì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-
çóåìûé âàðèàíò. Â [1] ïîëó÷àþùèåñÿ â ýòîì âàðèàíòå ôóíêöèè
çàïèñàíû â ÿâíîì âèäå, íî íàì ýòîò âèä íå ïîíàäîáèòñÿ, ïî-
ýòîìó ïðîñòî îïèøåì, êàê âû÷èñëÿòü íóæíûå íàì ôóíêöèè.
×èòàòåëü ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî îïèñûâàåìûå äàëåå
ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñóïåðïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé (äåòàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óïðàæíåíèÿ ñì. â [1]), íà-
ïðèìåð: N(s, t) = (s+t)(s+t+1)

2 + s.

Ïðåæäå âñåãî, ðàñïîëîæèì âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â
ýôôåêòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê: ñíà÷àëà âûïèñûâàåì âñå
ïàðû ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò ðàâíà
0 (òàêàÿ ïàðà îäíà � 〈0, 0〉), çàòåì � âñå ïàðû ÷èñåë, ó êîòîðûõ

21Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà L(N(s, t)) = s ïðè ëþáîì t, R(N(s, t)) = t ïðè
ëþáîì s, N(L(n), R(n)) = n. Îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé â îáùåì-òî òðàäèöè-
îííû è ñâÿçàíû ñ ïåðâûìè áóêâàìè àíãëèéñêèõ ñëîâ Number (íîìåð), Left
(ëåâûé), Right (ïðàâûé).
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ñóììà ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò ðàâíà 1 (òàêèõ ïàð äâå �
〈0, 1〉 è 〈1, 0〉), çàòåì � âñå ïàðû ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà ïåðâîé
è âòîðîé êîìïîíåíò ðàâíà 2 (âíîâü òàêèõ ïàð ñòîëüêî æå, êàêîâà
çàôèêñèðîâàííàÿ ñóììà êîìïîíåíò), è ò.ä.; äëÿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ
ïàð ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè êîìïîíåíò ïðèäåðæèâàåìñÿ ïðàâè-
ëà � âûïèñûâàòü ïàðó ñ ìåíüøåé ïåðâîé êîìïîíåíòîé ðàíüøå.
Íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò òàêèì:

〈0, 0〉 , 〈0, 1〉 , 〈1, 0〉 , 〈0, 2〉 , 〈1, 1〉 , 〈2, 0〉 ,
〈0, 3〉 , 〈1, 2〉 , 〈2, 1〉 , 〈3, 0〉 , 〈0, 4〉 , . . . .

Òåïåðü â êà÷åñòâå íîìåðà N(s, t) ïàðû 〈s, t〉 âîçüìåì íîìåð ýòîé
ïàðû â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì
N(0, 0) = 0, N(0, 1) = 1, N(1, 0) = 2, N(0, 2) = 3, N(1, 2) = 4,
N(2, 1) = 5, N(3, 0) = 6, N(0, 4) = 7 è ò.ä.

Ôóíêöèÿ N îïðåäåëåíà. Êàê òåïåðü âû÷èñëÿòü L(n) è R(n)?
Åñòåñòâåííûì îáðàçîì: âûïèñûâàåì íàøó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïàð äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî ïàðû ñ íîìåðîì n, òîãäà ïåð-
âàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ïàðû è åñòü L(n), à âòîðàÿ êîìïîíåíòà �
R(n).

Âòîðîé ôàêò ïîñëîæíåé, à ïîòîìó ìû íå áóäåì åãî çäåñü îáîñ-
íîâûâàòü, à îòîøëåì ÷èòàòåëÿ ê ëþáîé êíèãå ïî òåîðèè àëãî-
ðèòìîâ22: íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé
ïðîãðàììå äàâàë áû îòâåò íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû
îäèí âõîä (íàòóðàëüíîå ÷èñëî), íà êîòîðîì ïðîãðàììà ñðàáî-
òàåò, òî åñòü âûäàñò êàêîé-íèáóäü ðåçóëüòàò, à íå çàöèêëèòñÿ
èëè ¾çàâèñíåò¿? Áóäåì ññûëàòüñÿ íà ýòîò ôàêò êàê íà íåðàçðå-
øèìîñòü ïðîáëåìû íåïóñòîòû (èìååòñÿ â âèäó íåïóñòîòà ìíî-
æåñòâà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé).

Íàêîíåö, òðåòèé ôàêò � âñå ïðîãðàììû ìîæíî çàïèñûâàòü â
ýôôåêòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åñòü àëãîðèòìè÷åñêè ñòðî-
èìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ãðàììû, ïðè÷åì âñÿêàÿ ïðîãðàììà â íåé îáÿçàòåëüíî âñòðåòèò-
ñÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôèêñèðîâàí è äîñòà-
òî÷íî âûðàçèòåëåí, ÷òîáû íà íåì ìîæíî áûëî çàïðîãðàììèðî-
âàòü ëþáóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ. Äåòàëè íàì çäåñü íå âàæíû;

22Íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ýòîãî ôàêòà îòìåòèì, ÷òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðàéñà�Óñïåíñêîãî, ñì. ñíîñ-
êó 20.
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ãëàâíîå, ÷òî âñå ðàçóìíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìåþò ÷åò-
êî î÷åð÷åííûé ñèíòàêñèñ, òî÷íåå, ïðîãðàììà � ýòî íåêîòîðîå
ñëîâî â ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì àëôàâèòå, ïðè÷åì ïî ïðîèç-
âîëüíîìó ñëîâó â ýòîì àëôàâèòå ìîæíî ýôôåêòèâíî âûÿñíèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñëîâî ïðîãðàììîé.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êóç-
íåöîâà.

Íàïîìíèì, ÷òî |= îáîçíà÷àåò ëþáîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ñåìàíòè÷åñêèõ ñëåäîâàíèé.

Ïðîâîäÿ äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíî-
ãî¿, äîïóñòèì, ÷òî ïðîáëåìà Γ |= ϕ ðàçðåøèìà, òî åñòü ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî àëãîðèòìè÷åñêè çàäàííûì Γ è ϕ
îòâå÷àåò íà âîïðîñ: ¾Âåðíî ëè, ÷òî Γ |= ϕ?¿ Ïîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû ðåøàòü è ïðîáëåìó íåïóñòîòû, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èëî áû åå íåðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïðîãðàììà P . Îïðåäåëÿåì ïî íåé
ñëåäóþùóþ ýôôåêòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, äðóãèìè ñëîâàìè) ôîðìóë Γ(P ) = {γn |
n ≥ 0}:

γn =





p ∨ ¬p, åñëè P íå ñðàáàòûâàåò çà L(n) øàãîâ,
íà÷àâ ðàáîòàòü íà àðãóìåíòå R(n)

⊥ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â êà÷åñòâå ôîðìóëû ϕ âîçüìåì êîíñòàíòó ⊥.
ËÅÌÌÀ 3. Äëÿ âñÿêîé ïðîãðàììû P ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü:

ïðîãðàììà P íå ñðàáàòûâàåò íè íà îäíîì âõîäå

m
Γ(P ) 6|= ⊥

Óòâåðæäåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî, îäíàêî âûïèøåì äåòàëè.
Íàïðàâëåíèå (⇓). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî

ïðîãðàììà P íå ñðàáàòûâàåò íè íà îäíîì âõîäå.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàêîå áû ÷èñëî t íè áûëî ïîäàíî íà âõîä ïðî-
ãðàììå P è êàêîå áû ÷èñëî øàãîâ s ïðîãðàììà P ïîñëå ýòîãî íè
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ñäåëàëà, ýòî âû÷èñëåíèå íå áûëî áû ðåçóëüòàòèâíûì. Çäåñü ïà-
ðà ÷èñåë 〈s, t〉 îêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé è ìû ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
ââåäåííûõ ôóíêöèé ìîæåì ãîâîðèòü î ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå n,
ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî s = L(n), t = R(n). Çíà÷èò, ìû ìîæåì óòâåð-
æäàòü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ïðîãðàììà P ,
íà÷àâ ðàáîòàòü íà ÷èñëå R(n),
íå ñðàáàòûâàåò çà L(n) øàãîâ.

Òåïåðü, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôîðìóë γn ìû èìååì

γn = p ∨ ¬p äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî ñóùåñòâó Γ(P ) = {p ∨ ¬p}. Âçÿâ îäíîýëå-
ìåíòíóþ øêàëó F , ìû ïîëó÷àåì òîãäà F |= Γ(P ), õîòÿ, êîíå÷íî,
F 6|= ⊥, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ23 |= ñïðàâåäëèâî, ÷òî

Γ(P ) 6|= ⊥.

Íàïðàâëåíèå (⇑). Äîïóñòèì, ÷òî

Γ(P ) 6|= ⊥.

Ýòî çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñòü íåêîòîðàÿ øêàëà F òàêàÿ,
÷òî F |= Γ(P ). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âî ìíîæåñòâå Γ(P ) íåò
ôîðìóëû ⊥ èëè, èíà÷å,

γn = p ∨ ¬p äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóë γn ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ïðîãðàììà P ,
íà÷àâ ðàáîòàòü íà ÷èñëå R(n),
íå ñðàáàòûâàåò çà L(n) øàãîâ,

23Õîòÿ âçÿòà îäíîýëåìåíòíàÿ øêàëà, åå ìîùíîñòü ìîæíî ñäåëàòü ëþáîé,
ïîëîæèâ, ÷òî øêàëà ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ìèðîâ íóæíîé ìîùíîñòè, êîòî-
ðûå ðåôëåêñèâíû, íî íå ñâÿçàíû. Òàêàÿ øêàëà ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà,
ðàçóìååòñÿ, îäíîýëåìåíòíîé ðåôëåêñèâíîé øêàëå. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êëàññ
øêàë íå ñîäåðæèò ðåôëåêñèâíûõ øêàë, êàê êëàññ, íàïðèìåð, øêàë ôîð-
ìàëüíîé ëîãèêè À. Âèññåðà, âìåñòî îäíîýëåìåíòíîé øêàëû ìîæíî âçÿòü
äâóõýëåìåíòíóþ öåïü.
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à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîãðàììà P íå ñðàáàòûâàåò íè íà îäíîì âõîäå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (ïîëó÷åíèÿ íóæíî-

ãî â ñîîòâåòñòâèè ñ èñïîëüçóåìûì ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿ ïðî-
òèâîðå÷èÿ) íàì îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Γ(P ) ñòðî-
èëîñü ïî ïðîãðàììå P ýôôåêòèâíî. Òî åñòü, ÷òîáû âûÿñíèòü
îòâåò íà âîïðîñ ¾Ïóñòî ëè ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû P ?¿, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ìíîæåñòâó ôîðìóë Γ(P ),
çàìåíèâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé ýòîò âîïðîñ âîïðîñîì ¾Âåð-
íî ëè, ÷òî Γ(P ) |= ⊥?¿, à íà ýòîò âîïðîñ ìû ìîæåì îòâåòèòü
ñ ïîìîùüþ íàøåãî ãèïîòåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîáëåìà íåïóñòîòû îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò, êîíå÷íî æå, åå íåðàçðåøèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 çàêîí÷åíî.
Èçâëå÷åì èç ïðåäúÿâëåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ìîðàëü.
Ïîìèìî íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ìû ïîëó-

÷àåì íåîæèäàííûé ôàêò: åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå êëàññà øêàë C
êëàññ, ñîñòîÿùèé èç îäíîé îäíîýëåìåíòíîé ðåôëåêñèâíîé øêà-
ëû, à âìåñòî èíòóèöèîíèñòñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè �
êëàññè÷åñêóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ëîãèêó, âî âñåì äîêàçàòåëü-
ñòâå íå ïðîèçîéäåò íè îäíîãî ñáîÿ, à çíà÷èò, è óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 2 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå ¾Ïóñòü |= îçíà÷àåò
êëàññè÷åñêîå ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå, òî åñòü Γ |= ϕ îçíà-
÷àåò, ÷òî ñðåäè ôîðìóë èç ìíîæåñòâà åñòü íå òîæäåñòâåí-
íî èñòèííàÿ èëè ôîðìóëà ϕ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Òîãäà íå
ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíûì ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìîìó ìíîæåñòâó ôîðìóë Γ è ôîðìóëå ϕ âûÿñíÿë áû,
âåðíî ëè, ÷òî Γ |= ϕ¿. Áîëåå òîãî, çäåñü â êà÷åñòâå ϕ äîñòàòî÷-
íî âçÿòü îäíó ôèêñèðîâàííóþ ôîðìóëó � êîíñòàíòó ⊥, êîòîðàÿ
çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé. Òîãäà ìû ïîëó-
÷àåì äâà åùå áîëåå óäðó÷àþùèõ óòâåðæäåíèÿ: ¾Íå ñóùåñòâóåò
àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëè-
ìîìó ìíîæåñòâó ôîðìóë îïðåäåëÿë áû íàëè÷èå â ýòîì ìíî-
æåñòâå õîòÿ áû îäíîé íå òîæäåñòâåííî èñòèííîé ôîðìóëû¿
è ¾Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîìó ðå-
êóðñèâíîìó ìíîæåñòâó ôîðìóë îïðåäåëÿë áû íàëè÷èå â ýòîì
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ìíîæåñòâå õîòÿ áû îäíîé íå òîæäåñòâåííî èñòèííîé ôîð-
ìóëû¿.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ñåìàíòè÷åñ-
êèõ îòíîøåíèé âèäà Γ |= ϕ ïðè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ Γ îêà-
çûâàåòñÿ áåññìûñëåííûì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âñå çàâèñèò
îò àëãîðèòìîâ îïèñàíèÿ Γ, à íå ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôîðìóë èç Γ.

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Γ, òî åñòü ïóíêòó
â) ñî ñòðàíèöû 225. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî æå, ìû ìîæåì ïîëàãàòü,
÷òî ìíîæåñòâî Γ íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíî (âñÿêîå íåïóñòîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ýêâèâàëåíòíî (âî âñåõ ñìûñëàõ!)
êîíúþíêöèè åãî ýëåìåíòîâ).

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ϕ |=C ψ ìîæåò áûòü î÷åíü
ñëîæíûì. Òàê, â [28] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ âðåìåíí�ûõ ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ëîãèê ýòî îòíîøåíèå êðàéíå ñëîæíî àëãîðèòìè-
÷åñêè, äàæå åñëè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì çàôèêñèðîâàòü ôîðìóëó
ϕ. Äëÿ òî÷íîñòè èçëîæåíèÿ ïðîöèòèðóåì ôîðìóëèðîâêó òåîðå-
ìû 1 [28]: �There is a categorical formula γ such that {α | γ |= α} is
a complete Π1

1 set.� Ïîÿñíþ, ÷òî êàòåãîðè÷íîñòü ôîðìóëû îçíà-
÷àåò, ÷òî âñå øêàëû ñ êîðíåì24, â êîòîðûõ îíà èñòèííà, èçî-
ìîðôíû, òî åñòü ïî ñóùåñòâó òàêàÿ øêàëà îäíà.

Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà {α | γ |= α} â óòâåðæäåíèè ïðî-
öèòèðîâàííîé òåîðåìû êàê ïîëíîãî Π1

1-ìíîæåñòâà ïîêàçûâàåò
åãî îãðîìíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü: íå âäàâàÿñü â ïî-
äðîáíîñòè è ñóùåñòâåííî îñëàáëÿÿ êîììåíòèðóåìîå óòâåðæäå-
íèå, ñêàæåì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
íå òîëüêî íå ðàçðåøèìî, íî è íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìûì èëè äîïîëíåíèåì ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ìíî-
æåñòâà. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ åñòåñòâåííûõ îïðåäå-
ëåíèÿõ îòíîøåíèÿ âûâîäèìîñòè ` (òî åñòü â ýôôåêòèâíî çà-
äàâàåìûõ àêñèîìàõ è ïðàâèëàõ âûâîäà, êîãäà ïî ïðîèçâîëüíîé
çàïèñè ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ñóäèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà çàïèñü
âûâîäîì) è ëþáîé ôîðìóëå γ ìíîæåñòâî {α | γ ` α} ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìî.

24Òî åñòü ìèðîì, èç êîòîðîãî âñå îñòàëüíûå ìèðû øêàëû äîñòèæèìû çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïî îòíîøåíèÿì äîñòèæèìîñòè (èõ îáúåäèíåíèþ, åñëè
ãîâîðèòü òî÷íî); âî âðåìåíí�îì ñëó÷àå, íàïîìíþ, äëÿ êàæäîãî îòíîøåíèÿ
äîñòèæèìîñòè èìååòñÿ åìó îáðàòíîå.
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Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, à íåëüçÿ ëè ðàñïðîñòðàíèòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 [28] íà èíûå êëàññû ëîãèê. Àâòîð [28] â
êðàòêîì äîáàâëåíèè ê ýòîé ðàáîòå ñî ññûëêîé íà âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëüíûõ ïåðåâîäîâ èç [29] è [31] ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû åãî ñòàòüè � òåîðåìà 1 è òåîðåìà 2, êîòîðóþ
ìû îáñóæäàëè íà ñòðàíèöå 220, � ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìîäàëü-
íîãî ñëó÷àÿ. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó Ìàêèíñîíà (ñì. îáñóæäåíèå íà
ñòðàíèöå 221), ìîæíî âûñêàçàòü ñîìíåíèÿ â òî÷íîñòè ñêàçàí-
íîãî. Îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì ñëó÷àé òàêîãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ òåîðåìû 1 íà ìîäàëüíûå ëîãèêè ïðè ñíÿòèè óñëî-
âèÿ êàòåãîðè÷íîñòè ôîðìóë. Àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæ-
íî ñäåëàòü è äëÿ ñëó÷àÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ ôîðìóë, îäíàêî êîí-
ñòðóêöèè [28] íà èíòóèöèîíèñòñêèé ñëó÷àé íå ïåðåíîñÿòñÿ (äëÿ
êîíñòðóêöèè [28] âåñüìà âàæíî îòñóòñòâèå òðåáîâàíèÿ òðàíçè-
òèâíîñòè øêàë). Àâòîð äàííûõ ñòðîê ñêëîíåí ñ÷èòàòü ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûì, íî òåõíè÷åñêè îáîñíîâàíèå
ýòîé ãèïîòåçû ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêèì,
íåæåëè è òàê äîâîëüíî èçîùðåííûå äîêàçàòåëüñòâà [28]; âïðî-
÷åì, ÷àñòî áûâàåò, ÷òî ïèîíåðñêèå ðàáîòû â êàêîé-ëèáî îáëàñòè
çíà÷èòåëüíî òåõíè÷åñêè óïðîùàþòñÿ ïîñëåäóþùèìè èññëåäîâà-
òåëÿìè.

Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàííûì (òî÷íåå � èìåþùèì îïóáëèêîâàí-
íîå äîêàçàòåëüñòâî) àëãîðèòìè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì îá îòíîøå-
íèÿõ |= äëÿ ìîäàëüíîãî è èíòóèöèîíèñòñêîãî ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì
îãîâîðèìñÿ, ÷òî ïîä îïóáëèêîâàííîñòüþ ìû ïîíèìàåì òî, ÷òî
îïóáëèêîâàíî äîêàçàòåëüñòâî êàêîãî-ëèáî óòâåðæäåíèÿ, òàêî-
ãî, ÷òî èç ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà èçâëåêàåòñÿ è óòâåðæäåíèå î
|=, õîòÿ, áûòü ìîæåò, ÿâíî ýòî è íå îòìå÷àåòñÿ.

Òàê, â [23] áûëî ïîñòðîåíî íåðàçðåøèìîå íîðìàëüíîå ìîäàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå25, à â [14] (äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [16]) �
íåðàçðåøèìîå ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâà-
íèé. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà â ñàìûõ îáùèõ ÷åðòàõ ñîñòîÿëà â ñëå-
äóþùåì. Âûáèðàëàñü ïðîãðàììà P (â [23] � ìàøèíû Ìèíñêîãî,
â [14] è [16] � ïîäõîäÿùåé ìîäèôèêàöèè ìàøèíû Òüþðèíãà),

25Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè îòìåòèì, ÷òî åùå ðàíüøå íåðàçðåøèìîå íîðìàëü-
íîå ìîäàëüíîå èñ÷èñëåíèå áûëî ïîñòðîåíî â [30], íî ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäè-
ëîñü íå íåïîñðåäñòâåííî, à ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ïåðåâî-
äîâ, ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé íå î÷åíü ïîäõîäèò.
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ïî êîòîðîé íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îòâåòèòü íà âîïðîñ î
åå ðàáîòå íàä íåêîòîðûìè âõîäíûìè äàííûìè (ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî íàä íåêîòîðûì âõîäíûì ñëîâîì a, íàïðèìåð � èçîáðàæåíè-
åì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà), ñêàæåì � ñðàáîòàåò êîãäà-íèáóäü èëè
íåò P , íà÷àâ ðàáîòàòü íà âõîäíîì ñëîâå a. Äàëåå, ïî ïðîãðàììå
P è âõîäíûì äàííûì âèäà a ñòðîèëèñü (àëãîðèòìè÷åñêè!) ôîð-
ìóëà AxP è ôîðìóëû d(a), îáëàäàþùèå íóæíûìè ñâîéñòâàìè.
À èìåííî îêàçûâàëèñü ýêâèâàëåíòíûìè óñëîâèÿ (îáîçíà÷åíèå
ïóíêòîâ îò÷àñòè îòðàæàåò èõ ñóòü � âû÷èñëåíèå, âûâîäèìîñòü,
ñåìàíòèêà):

(Com) ïðîãðàììà P ñðàáàòûâàåò íà âõîäíûõ äàííûõ a;

(Ded) AxP ` d(a);

(Sem) AxP |= d(a).

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ (Com) è (Ded) è ïîêàçûâàåò, ÷òî èñ-
÷èñëåíèå ñ äîïîëíèòåëüíîé (ê áàçîâîé ëîãèêå � ìîäàëüíîé ëî-
ãèêå K, èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå Int) àêñèîìîé AxP íåðàçðå-
øèìî. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû îíî áûëî ðàçðåøèìûì, ÷òî ìû
ìîãëè áû âûÿñíÿòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (Ded), ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ïîçâîëèëî áû ðåøàòü íåðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó (Com).
Óñëîâèå (Sem) çäåñü îêàçûâàåòñÿ ëèøü òåõíè÷åñêîé äåòàëüþ (íî
î÷åíü âàæíîé äåòàëüþ è â [23], è â [14, 16]). Îäíàêî äëÿ íàñ
ýòà äåòàëü ñòàíîâèòñÿ ãëàâíîé, ïîñêîëüêó ïîïóòíî äàåò íåðàç-
ðåøèìîñòü óñëîâèÿ (Sem), à òåì ñàìûì è ñàìîãî ñåìàíòè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ |=.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå íåðàçðåøèìîñòè îòíîøå-
íèÿ |= íå êîíêðåòèçèðîâàëñÿ êëàññ øêàë, íà êîòîðîì îíî îïðå-
äåëÿëîñü, òî÷íåå � äëÿ ìîäàëüíîãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàëèñü âñå
ìîäàëüíûå øêàëû, äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîãî � âñå èíòóèöèîíèñò-
ñêèå øêàëû. Îäíàêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàñ èíòåðåñóþò êëàññû Ci,
1 < i ≤ 4, âñå ðàññóæäåíèÿ [23, 14, 16] ñîõðàíÿò ñâîþ ñèëó: õîòÿ
òàì ðåàëüíî ó÷àñòâîâàëè ëèøü ñ÷åòíûå øêàëû, èõ ëåãêî óâå-
ëè÷èâàòü äî íóæíîé ìîùíîñòè, ââîäÿ ¾äâîéíèêè¿ íåêîòîðûõ
ìèðîâ â íóæíîì êîëè÷åñòâå. Òî åñòü â [23, 14, 16] ïîïóòíî äîêà-
çàíà
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ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Îòíîøåíèÿ ϕ |=Ci ψ ïðè 1 < i ≤ 4 íåðàçðåøèìû, òî

åñòü íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïî ïðîèçâîëü-
íûì ôîðìóëàì ϕ è ψ âûÿñíÿëè áû, âåðíî ëè ÷òî ϕ |=Ci ψ.

2. Äëÿ âñÿêîãî i, 1 < i ≤ 4, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕ, òàêàÿ,
÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë {ψ | ϕ |=Ci ψ} íåðàçðåøèìî.

3. Äëÿ âñÿêîãî i, 1 < i ≤ 4, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ψ, òàêàÿ,
÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë {ϕ | ϕ |=Ci ψ} íåðàçðåøèìî.

Î äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2 ìû óæå ïî ñóùåñòâó ãîâîðèëè. Â
ñàìîì äåëå, â êà÷åñòâå ôîðìóëû ϕ äîñòàòî÷íî âçÿòü AxP äëÿ
ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîé ïðîãðàììû P : åñëè áû ìíî-
æåñòâî {ψ | ϕ |=Ci ψ} îêàçàëîñü ðàçðåøèìûì, òî ðàçðåøèìûì
îêàçàëîñü áû è ìíîæåñòâî {a | AxP |=Ci d(a)}, ÷òî äàëî áû ðàç-
ðåøèìîñòü ïðîáëåìû ¾Ñðàáàòûâàåò ëè ïðîãðàììà P íà âõîä-
íûõ äàííûõ a?¿, êîòîðàÿ íåðàçðåøèìà ïî âûáîðó ïðîãðàììû P .

Ïóíêò 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïóíêòà 2: åñëè áû áûëà
ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ |=Ci , òî åñòü ïî
ñóùåñòâó ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî ïàð {〈ϕ,ψ〉 | ϕ |=Ci ψ}, òî, çà-
ôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðâóþ êîìïîíåíòó ϕ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïàð, ìû ïîëó÷èëè áû ðàçðåøèìîñòü âñåõ ìíî-
æåñòâ âèäà {ψ | ϕ |=Ci ψ}, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 2.

Íàêîíåö, ïóíêò 3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ðàéñà�Óñïåíñêî-
ãî26. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âõîäíûå äàííûå a. Ñâîéñòâî ïðî-
ãðàìì ¾ñðàáàòûâàòü íà âõîäíûõ äàííûõ a¿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâè-
àëüíûì (ÿñíî, ÷òî åñòü ïðîãðàììû, êîòîðûå íà a ñðàáàòûâà-
þò � äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íè÷åãî íå äåëàåò,
à ñðàçó îñòàíàâëèâàåòñÿ, åñòü è ïðîãðàììû, êîòîðûå íà a íå
ñðàáàòûâàþò � òàêîâà, íàïðèìåð, ïðîãðàììà, êîòîðàÿ íå ñðàáà-
òûâàåò íè íà êàêîì âõîäå) è èíâàðèàíòíî (ýêâèâàëåíòíûå ïðî-
ãðàììû ëèáî îáå ñðàáàòûâàþò íà a, ëèáî îáå íå ñðàáàòûâàþò),
à ïîòîìó ïî òåîðåìå Ðàéñà�Óñïåíñêîãî ìíîæåñòâî ïðîãðàìì
P , ñðàáàòûâàþùèõ íà a, íåðàçðåøèìî. Òåïåðü äîñòàòî÷íî äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ïóíêòà 3 âçÿòü ôîðìóëó d(a) (ïîä÷åðêíåì, ÷òî a
ïðîèçâîëüíî, òî åñòü äëÿ íàøèõ öåëåé ãîäèòñÿ ëþáàÿ ôîðìó-
ëà âèäà d(a)!): åñëè áû ìíîæåñòâî {ϕ | ϕ |=Ci d(a)} îêàçàëîñü

26Ìû åå ôîðìóëèðîâàëè â ñíîñêå 20.
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ðàçðåøèìûì, òî è ìíîæåñòâî {P | P |=Ci d(a)} áûëî áû ðàçðå-
øèìûì, ÷òî â ñèëó óêàçàííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè äàëî áû
ðàçðåøèìîñòü íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ïðîãðàìì

{P | P ñðàáàòûâàåò íà a}.

Èòàê, ñ ðàçðåøèìîñòüþ îòíîøåíèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâà-
íèÿ |=Ci ïðè 1 < i ≤ 4 ¾ðàçîáðàëèñü¿: âñå îíè íåðàçðåøèìû.

Êàêîâà ñèòóàöèÿ ñ îòíîøåíèåì |=C1 , òî åñòü ñåìàíòè÷åñêèì
ñëåäîâàíèåì íà êîíå÷íûõ øêàëàõ? Ïîñêîëüêó äàëåå ìû áóäåì
èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî îòíîøåíèåì òàêîãî âèäà, èçìåíèì ñèì-
âîëèêó è áóäåì ïèñàòü |=fin âìåñòî |=C1 , êëàññ øêàë (ìîäàëüíûå
ëè, èíòóèöèîíèñòñêèå ëè øêàëû, è ò.ï.), èç êîòîðîãî âûáèðàþò-
ñÿ êîíå÷íûå øêàëû, âñåãäà áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè îòíîøå-
íèÿ |=fin îáùàÿ èäåÿ, èñïîëüçîâàííàÿ âûøå äëÿ îáîñíîâàíèÿ
íåðàçðåøèìîñòè èíûõ îòíîøåíèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ,
ñâÿçàííàÿ ñ îáîñíîâàíèåì íåðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíî ïîñòðî-
åííûõ èñ÷èñëåíèé (ñèðå÷ü êîíå÷íî-àêñèîìàòèçèðóåìûõ ëîãèê),
âðÿä ëè ïîäîéäåò â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Õàððîïà (ñì. [12],
òåîðåìà 16.13): åñëè ëîãèêà èìååò êîíå÷íóþ àêñèîìàòèçàöèþ è
ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà27, òî îíà ðàçðåøèìà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé òåîðåìû íåñëîæíî, õîòÿ èìåííî ïðîñòîòà ýòîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ïðèâîäèëà èíîãäà ê çàáëóæäåíèÿì28. Êðàòêî íàìå-

27Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü â ìîäàëüíîì è ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîì
ñëó÷àÿõ, êàê èçâåñòíî, ýêâèâàëåíòíà àïïðîêñèìèðóåìîñòè êîíå÷íûìè øêà-
ëàìè Êðèïêå.

28Òàê, íåêîòîðûå âåñüìà óâàæàåìûå àâòîðû ÿâíî ïî íåäîñìîòðó ôîð-
ìóëèðîâàëè òåîðåìó Õàððîïà (÷àñòî åå íàçûâàþò ¾êðèòåðèé Õàððîïà¿) â
÷ðåçìåðíî îáùåì âèäå (ñòàâøèì, ê ñîæàëåíèþ, ôîëüêëîðíûì): åñëè ëîãèêà
ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìà (ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìî àêñèîìàòèçèðóå-
ìà) è ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà, òî îíà ðàçðåøèìà. Êîíòðïðèìåðû ê òà-
êîìó óòâåðæäåíèþ ñ íà÷àëà 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ïðèâîäèëèñü íåîäíî-
êðàòíî. Òàê, â [32] ïîñòðîåí òàêîé êîíòðïðèìåð â âèäå äîâîëüíî àáñòðàêò-
íîé ìîäàëüíîé ëîãèêè è çàäàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíòðïðèìåðîâ ñðå-
äè íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé S4; â [9] äàí ðàñøèðåííûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ,
òî÷íåå � òàì çàìå÷åíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíòðïðèìåðîâ ñëåäóåò èç
ðåçóëüòàòîâ À.Â. Êóçíåöîâà, ñì. åãî âàíêóâåðñêèé äîêëàä [1]: âñå ñóïåðèí-
òóèöèîíèñòñêèå ëîãèêè êîíå÷íûõ ñëîåâ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìû è ëîãèê
êàæäîãî ñëîÿ, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, � êîíòèíóóì, ïðè÷åì êîíòèíóàëüíîñòü
îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïðèìåðà ðåêóðñèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èí-
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òèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õàððîïà äëÿ ñëó÷àÿ ñóïåðèíòóè-
öèîíèñòñêèõ ëîãèê; äëÿ èíûõ ëîãèê èçìåíåíèÿ íåçíà÷èòåëüíû.

Êîíå÷íàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü ëîãèêè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü
åå ðåêóðñèâíóþ ïåðå÷èñëèìîñòü29, òî åñòü ìû ìîæåì ñòðîèòü
àëãîðèòìè÷åñêè, íàïðèìåð � ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà
A, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(0), A(1), A(2), . . . , A(n), . . . , ýëåìåíòà-
ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âûâîäèìûå ôîðìóëû. Êðîìå
òîãî, ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè, ñêàæåì � ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
àëãîðèòìà B, ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B(0), B(1), B(2), . . . ,
B(m), . . . , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè íåâûâîäè-
ìûå ôîðìóëû. Àëãîðèòì B ìîæåò ðàáîòàòü, ê ïðèìåðó, ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìà (îíà äàæå ðàçðåøèìà, íî íàì íóæíà èìåííî ïåðå÷èñ-
ëèìîñòü), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ íåêèé âñþäó îïðåäå-
ëåííûé àëãîðèòì C, êîòîðûé è îñóùåñòâëÿåò ýòî ïåðå÷èñëåíèå,
òî åñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë ïðåäñòàåò â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

C(0), C(1), C(2), . . . , C(m), . . . .

Êðîìå òîãî, ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü ïåðå÷èñëÿòü âñå êîíå÷íûå
øêàëû ðàññìàòðèâàåìîé ëîãèêè. Â ñàìîì äåëå, øêàëà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî ìíîæåñòâî {1, . . . , n} ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n > 0)
ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà íåì, òî åñòü íåêîòîðûì ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâà ïàð {〈s, t〉 | 1 ≤ s, t ≤ n}. Âñå òàêèå ìíîæå-
ñòâà ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè âûïè-
ñàòü äëÿ âñÿêîãî n. Áîëåå òîãî, ëåãêî èç ýòèõ ìíîæåñòâ âûáðàòü
èíòóèöèîíèñòñêèå øêàëû: ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî ïðîâåðêà òðàí-
çèòèâíîñòè è ðåôëåêñèâíîñòè (è, åñëè òàêîâî îïðåäåëåíèå, àí-
òèñèììåòðè÷íîñòè) áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íîì ìíîæå-
ñòâå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà30. Îäíàêî ñðåäè íèõ íóæíî âûáðàòü

òóèöèîíèñòñêèõ ôîðìóë, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ íà
øêàëàõ âûñîòû 3, òî åñòü ìîæíî âçÿòü ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìóþ, íî íå ðå-
êóðñèâíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à çàòåì ïðèìåíèòü íàáëþäåíèå [20], ñì.
ñòðàíèöó 226. Ïåðåõîä îò ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîãî êîíòðïðèìåðà ê êîíòð-
ïðèìåðó â îáëàñòè íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé S4 íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

29Ìû óæå îòìå÷àëè ñåé ôàêò íà ñòðàíèöå 237.
30Òî åñòü òðóä-òî êîíå÷íî äîâîëüíî êðîïîòëèâûé è ãðîìîçäêèé, íî ðó-

òèííûé, íåòâîð÷åñêèé, êîòîðûé ìîæíî ¾ïîðó÷èòü¿ êîìïüþòåðó. Èìåííî â
ýòîì ñìûñëå ìû çäåñü è äàëåå óïîòðåáëÿåì îáîðîò ¾íå ñîñòàâëÿåò òðóäà¿.
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èìåííî øêàëû íàøåé ëîãèêè. Âîò çäåñü ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ
êîíå÷íàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü íàøåé ëîãèêè: íàì äëÿ ïðèíÿ-
òèÿ ê ðàññìîòðåíèþ êîíå÷íîé øêàëû äîñòàòî÷íî (è íåîáõîäèìî,
êîíå÷íî) óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íà ýòîé øêàëå èñòèííà àêñèîìà,
äîïîëíèòåëüíàÿ ê Int (òî åñòü êîíúþíêöèÿ òàêèõ àêñèîì). Ïðî-
âåðêà èñòèííîñòè ôîðìóëû íà êîíå÷íîé øêàëå àëãîðèòìè÷íà,
òî åñòü ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, ïîñêîëü-
êó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäàâàÿ îöåíêó, ìû äîëæíû îöåíèòü
êàæäóþ (!) ïåðåìåííóþ èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, à çíà÷èò,
äàæå íà êîíå÷íîé øêàëå ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü
âîçìîæíûõ îöåíîê, íàñ íå èíòåðåñóåò ïîëíîå îïèñàíèå òîé èëè
èíîé îöåíêè � äîñòàòî÷íî çíàòü, êàê îöåíåíû ïåðåìåííûå, âõî-
äÿùèå â òåñòèðóåìóþ ôîðìóëó (àêñèîìó) ϕ, à ïîòîìó ìû ìîæåì
íå ðàçëè÷àòü îöåíêè, ñîâïàäàþùèå íà ïåðåìåííûõ ôîðìóëû ϕ,
òî÷íåå � çàäàâàÿ îöåíêó ëèøü äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñêîëüêî
òàêèõ îöåíîê, íåñëîæíî îöåíèòü. Åñëè ìèðîâ â øêàëå n, ïåðå-
ìåííûõ â ôîðìóëå ϕ � m, òî ðàçëè÷àåìûõ íàìè îöåíîê íå áîëåå
2m·n: çàäàâàÿ îöåíêó, ìû äëÿ êàæäîãî èç n ìèðîâ äîëæíû äëÿ
êàæäîé èç m ïåðåìåííûõ ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïåðåìåííàÿ
èñòèííîé â ýòîì ìèðå èëè íåò, òî åñòü îòâåòèòü íà m · n âî-
ïðîñîâ, òðåáóþùèõ îäèí èç äâóõ îòâåòîâ � ¾Äà¿ èëè ¾Íåò¿.
Êîíå÷íî, íå âñå èç 2m·n âîçìîæíîñòåé îáÿçàíû ðåàëèçîâàòüñÿ
â èíòóèöèîíèñòñêîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó èíòóèöèîíèñòñêàÿ îöåí-
êà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íàñëåäñòâåííîñòè, êîòîðîå íå
ñîñòàâëÿåò òðóäà ïðîâåðèòü. Êàê òîëüêî ìû âçÿëè êîíêðåò-
íóþ îöåíêó íà èíòåðåñóþùåé íàñ øêàëå, òî åñòü çàäàëè íà ýòîé
øêàëå ìîäåëü, äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ìû ïî
ïîñòðîåíèþ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëå-
íèåì èñòèííîñòè ôîðìóëû â òî÷êå ìîäåëè âûÿñíÿåì èñòèííîñòü
ýòèõ ïîäôîðìóë äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî ñàìîé ôîðìóëû
ϕ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ îêàçàëàñü íåèñòèííîé õîòÿ áû â îä-
íîì ìèðå øêàëû, ìû îòáðàñûâàåì ýòó øêàëó èç ðàññìîòðåíèÿ,
à åñëè ϕ îêàçàëàñü èñòèííîé âî âñåõ ìèðàõ, òî ïåðåõîäèì ê ñëå-
äóþùåé íåðàññìîòðåííîé îöåíêå, à åñëè âñå îöåíêè èñ÷åðïàíû,
òî çàíîñèì øêàëó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øêàë íàøåé ëîãèêè â
êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ÷ëåíà. Òàê ó íàñ âîçíèêàåò ýôôåêòèâíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ øêàë íàøåé ëîãèêè

D(0), D(1), D(2), . . . , D(m), . . . .
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ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øêàë D(m) ìîæíî ñòðîèòü îäíî-
âðåìåííî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôîðìóë C(m), íàïðèìåð: íà-
÷èíàåì îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîòîì íà÷èíàåì äðóãóþ, çà-
òåì óäëèííÿåì íà åäèíèöó ïåðâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîòîì �
âòîðóþ, çàòåì âíîâü óäëèííÿåì íà åäèíèöó ïåðâóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïîòîì � âòîðóþ, è ò.ä. Íà êàæäîì èç ýòàïîâ òàêîãî
ïîñòðîåíèÿ ó íàñ îêàçûâàþòñÿ äâå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè �

C(0), C(1), C(2), . . . , C(m)

è
D(0), D(1), D(2), . . . , D(m).

Òàê âîò, íà êàæäîì èç ýòèõ ýòàïîâ ìû ïðîâåðÿåì èñòèííîñòü
âñåõ ôîðìóë C(j) (0 ≤ j ≤ m) íà âñåõ øêàëàõ D(j) (0 ≤ j ≤ m)
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû âûøå ïðîâåðÿëè èñòèííîñòü ôîðìóëû
ϕ íà êîíå÷íîé øêàëå. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êàêàÿ-ëèáî èç ôîð-
ìóë C(j1) îïðîâåðãàåòñÿ íà êàêîé-ëèáî èç øêàë D(j2), ìû çà-
íîñèì C(j1) â ñòðîèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê îïðîâåðãàåìûõ
ôîðìóë. Â ñèëó ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ëîãèêè êàæäàÿ
èç íåïðèíàäëåæàùèõ åé ôîðìóë êîãäà-íèáóäü òàê îïðîâåðãíåò-
ñÿ, à òåì ñàìûì è áóäåò çàíåñåíà íàìè â ñòðîèìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè äëÿ ëîãèêè äâå ýôôåêòèâíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè:

A(0), A(1), A(2), . . . , A(m), . . . .

è
B(0), B(1), B(2), . . . , B(m), . . . .

Ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ôîðìóë, ïðè-
íàäëåæàùèõ ëîãèêå, à âòîðàÿ � èç íåïðèíàäëåæàùèõ.

Òåïåðü äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôîðìóëû ëîãèêå íàì
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Âûïèñûâàåì îä-
íîâðåìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A(m) è B(m) (àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ìû îäíîâðåìåííî âûïèñûâàëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C(m) è
D(m)) è æäåì, ãäå ïîÿâèòñÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôîðìóëà. (Îíà
îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ â îäíîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ â îáåèõ.) Åñëè ôîðìóëà ïîÿâèëàñü â ïåðâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, òî îíà ïðèíàäëåæèò íàøåé ëîãèêå, à åñëè âî
âòîðîé � òî íå ïðèíàäëåæèò.
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Òåîðåìà Õàððîïà äîêàçàíà. Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî ìû äîêà-
çàëè òàêîé ôàêò.
ÒÅÎÐÅÌÀ 5. Åñëè ëîãèêà çàäàåòñÿ ðàçðåøèìîé ñîâîêóïíîñ-
òüþ êîíå÷íûõ øêàë (ìîäåëåé), òî ìíîæåñòâî íå ïðèíàäëå-
æàùèõ åé ôîðìóë ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî � ñì. ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë
B(m) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Õàððîïà. Âíèìàòåëüíîå ïðîñëå-
æèâàíèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà äàåò è ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
ÒÅÎÐÅÌÀ 6. Äîïîëíåíèå îòíîøåíèÿ ôèíèòàðíîãî ñåìàíòè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ |=fin, òî åñòü ìíîæåñòâî ïàð ôîðìóë
{〈ϕ,ψ〉 | ϕ 6|=fin ψ}, ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî.

Â ðåçóëüòàòå, òåîðåìà Õàððîïà åñëè è íå çàïðåùàåò èñïîëü-
çîâàòü êîíñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ íåðàçðåøèìûõ èñ÷èñëåíèé äëÿ
îáîñíîâàíèÿ íåðàçðåøèìîñòè îòíîøåíèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäî-
âàíèÿ íà êîíå÷íûõ øêàëàõ, òî âî âñÿêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñåðüåç-
íûì ïðåäóïðåæäåíèåì îá îïàñíîñòÿõ òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Èòàê, ìû ñòîèì ïåðåä âîïðîñîì âûÿñíåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ íà êîíå÷íûõ øêàëàõ. Ýòîò
âîïðîñ áûë èçâåñòåí äîâîëüíî äàâíî, íî â îïóáëèêîâàííîì âèäå
ìíå âñòðåòèëñÿ âïåðâûå òîëüêî â [33] (òî÷íåå, åùå â ïðåïðèí-
òå ýòîé ñòàòüè). Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ öèòàòó (ñì. [33, ñ.
28]; óêàçàííûé â öèòàòå èñòî÷íèê [27] â ñïèñêå ëèòåðàòóðû äàí-
íîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ [31]): ¾. . . valid frame consequence is highly
complex in general (cf. [27]), but on the �nite structure; as general
types its complexity goes down to at most Π0

1. An open question is
if it even becomes decidable¿. Îòìåòèì, ÷òî óïîìèíàíèå Π0

1 çäåñü
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ññûëêà íà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.

Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå ñòàòüè, íàøè äàëüíåéøèå öåëè �
ïðèâåäåíèå äåòàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ íåðàçðåøèìîñòè ôèíèòàð-
íîãî ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ôîðìóë è èõ ñåìàíòèê. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî
ñàìè ýòè ôàêòû áëèçêè ïî ñâîåé ñóòè òåîðåìå Òðàõòåíáðîòà [7]
î íåðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñòèí-
íûõ âî âñåõ êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ.
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