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abstract. A computational interpretation of philosophical notions
of reality and truth is provided along with a non-standard computational
treatment of logical connectives and quantors. First-order language state-
ments are compared to sets whereupon the computablilty of these state-
ments comes to the problem of computability of the corresponding sets.

Â ðÿäå ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò ïðîáëåìà èñòèíû è ðåàëüíîñòè
îáñóæäàëàñü ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì, â êîòîðûõ ðåàëüíîñòü
áûëà ïðåäñòàâëåíà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îáðàçîì. Òî÷íåå,
ýòî íå áûëè îáû÷íûå ðåãóëÿðíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå ìîæíî
ìûñëèòü êàê ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé èñõîäÿ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Îáú-
åêòû è ïðåäèêàòû ðåàëüíîñòè ìîäåëèðîâàëèñü èððåãóëÿðíûìè
àòîìàìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ íå ïîäëåæàëè êîíòðîëþ ñî ñòîðî-
íû ìîäåëüíîãî ïîçíàþùåãî ñóáúåêòà ([3], [4], [5]). Íåñìîòðÿ íà
íåêîòîðóþ ýêçîòè÷íîñòü òàêèõ ìîäåëåé, îíè âñåöåëî îñòàâàëèñü
â ðàìêàõ ñòàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåàëüíîñòè.
Áîëåå òîãî, ïðèìåíèòåëüíî ê íèì îïÿòü âîçíèêàë óæå äàâíî
ïîñòàâëåííûé â ôèëîñîôèè òåîðèè ìíîæåñòâ âîïðîñ: â êàêîì
ñìûñëå ìíîæåñòâà ìîãóò îáëàäàòü ðåàëüíûì ñóùåñòâîâàíèåì?
È åñëè åùå ìîæíî ñìèðèòüñÿ ñ ðåàëüíûì ñóùåñòâîâàíèåì ìíî-
æåñòâ îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì ñèíãóëÿðíûì ïðåäèêàòàì (äî-
ïóñòèì, ñîãëàñèòüñÿ ñ ðåàëüíûì ñóùåñòâîâàíèåì ìíîæåñòâ ëþ-
äåé, ôóòáîëüíûõ ìÿ÷åé è ïëàíåò), òî êàê áûòü ñ ðåàëüíûì ñó-
ùåñòâîâàíèåì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òðîåê, ÷åòâåðîê è ò.ä., îáðà-
çóþùèõ îñíîâó ïðåäèêàòîâ-îòíîøåíèé?

Â òåîðèè ìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà < a, b > îáúåêòîâ a
è b ñòàíäàðòíî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâ < a, b > =
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{{a}, {a, b}}. Ïîëàãàÿ < a, b, c > = < a, < b, c >>, < a, b, c, d > =
< a,< b,< c, d >>> è, âîîáùå, < a1, a2, . . . an > =
< a1, < a2, . . . , < an−1, an >> . . . >, ïîëó÷àåì áûñòðî ðàñòó-
ùóþ êîíñòðóêöèþ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ìíîæåñòâ. Ñêàæåì,
î÷åðåäü èç òðåõ ÷åëîâåê a, b, c äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëå-
äóþùèì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâ:

< a, b, c > = < a, < b, c >> = {{a}, {a, {{b}, {b, c}}}}.
Çàòðóäíèòåëüíî ïðèäàòü òàêîé êîíñòðóêöèè ñòàòóñ ðåàëüíîé,

ò.å. ñóùåñòâóþùåé íåçàâèñèìî îò ñóáúåêòà, ñóùíîñòè, õîòÿ î÷å-
ðåäè, âíå ñîìíåíèé, ñóùåñòâóþò êàê ðàç ðåàëüíî.

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò íå î íåäîñòàòêàõ êàêîé-òî êîíêðåòíîé
ìîäåëè èëè ñåðèè ìîäåëåé, à îá îãðàíè÷åííîñòè âîçìîæíîñòåé
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â öåëîì, óìåñòíåå â
ýòîì ïëàíå ãîâîðèòü î òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìåòàìîäå-
ëè. Åñòåñòâåííî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ìåòàìîäåëü íå
åäèíñòâåííà. Àëüòåðíàòèâîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìåòàìî-
äåëè ìîãëà áû ñòàòü âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòàìîäåëü. Â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè èäåÿ âû÷èñëèìîñòè ïðåäïî÷òèòåëüíåå òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîãî ïîäõîäà êàê â îòíîøåíèè âîçìîæíîñòè ïðåîäî-
ëåíèÿ ñòàòèêè, òàê è â ñìûñëå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ðåàëèñòè÷íîé îíòîëîãèè, íå ïðåäïîëàãàþùåé ðåàëüíîãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èåðàðõèè ìíîæåñòâ.

Â óñëîâèÿõ øèðî÷àéøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, îñîáåííî ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ, ïðèçûâ
ê ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ìåòàìîäåëè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
íåóìåñòíûì: íå ëîìèòñÿ ëè àâòîð â äàâíî îòêðûòóþ äâåðü? Îä-
íàêî íàïîìíèì, â êàêîé ñâÿçè âîçíèêàåò èäåÿ ýòîé ìåòàìîäåëè.
Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè äî ñèõ ïîð íå ñòàëà àëüòåðíàòèâîé òåî-
ðèè ìíîæåñòâ êàê ôóíäàìåíòàëüíîãî îñíîâàíèÿ ôèëîñîôèè è
íàóêè. Ïîñëåäíèå ïî ñåé äåíü ëèáî ïðåáûâàþò â ïëåíó ñòàòèêè,
ëèáî âïàäàþò â èððàöèîíàëèçì, êîãäà îáíàðóæèâàþò íåóñòðà-
íèìóþ íåñòàáèëüíîñòü óíèâåðñóìà. Àâòîð ëè÷íî íåîäíîêðàòíî
ñòàëêèâàëñÿ ñ èñêðåííèì íåäîóìåíèåì èçâåñòíûõ è íå î÷åíü èç-
âåñòíûõ ôèëîñîôîâ è ôèçèêîâ, êîãäà ïðåäëàãàë âû÷èñëèòåëü-
íóþ ìîäåëü âðåìåíè � îíè-òî çíàþò, ÷òî ¾â äåéñòâèòåëüíîñòè¿
âñå ñóùåñòâóåò ¾â åäèíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè¿, âñå ¾ìèðîâûå
ëèíèè¿ êîòîðîãî ðàç è íàâñåãäà ïðîïèñàíû. Ìíîþ áûë äàæå
ïðåäëîæåí òåðìèí ïàðìåíèäîâñêàÿ íàóêà äëÿ îïèñàíèÿ ïðàêòè-
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÷åñêè ïîëíîãî òîðæåñòâà â îðèåíòèðîâàííîé íà íàóêó ôèëîñî-
ôèè è â òî÷íîì åñòåñòâîçíàíèè âîñõîäÿùåé ê ýëåàòàì êîíöåï-
öèè íåïîäâèæíîãî óíèâåðñóìà, ñàìî âðåìÿ êîòîðîãî ïîëíîñòüþ
ñòàòè÷íî è ëèøåíî äàæå íàìåêà íà ñòàíîâëåíèå ([2]).

Ñàìà ïî ñåáå èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðèðîäû êàê îñîáîãî ðîäà
âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà èëè ñîâîêóïíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåññîâ íå íîâà. Óæå äàâíî ìû ñëûøèì ïðèçûâû ñ÷èòàòü çà-
êîíû ïðèðîäû àëãîðèòìàìè, âûñêàçûâàíèÿ î òîì, ÷òî ðîëü òåî-
ðèé ñ óñïåõîì ñïîñîáíû âçÿòü íà ñåáÿ êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû
è ò.ï. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ýòè âûñêàçûâàíèÿ � ëèáî íå áîëåå
÷åì äåêëàðàöèè ([10]), ëèáî çà íèìè ñêðûâàþòñÿ ïîêà åùå ìàëî
ïðîäóêòèâíûå ïîïûòêè ââåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ÿçûê â ôèçèêó
([6]). Ðåäêèì óäà÷íûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, êíèãà
èçâåñòíîãî ó÷åíîãî è èíæåíåðà Õ. Õàðìóòà ([9]), íî â íåé îá-
ñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ïåðåõîäà îò êîíòèíóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê
äèñêðåòíûì, à íå èäåÿ ôèçè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè êàê òàêîâàÿ.
È âñå æå çäåñü çàòðàãèâàþòñÿ íåêîòîðûå ôèëîñîôñêèå âîïðîñû,
â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî âðåìåíè.

Â ôèëîñîôèè âû÷èñëèòåëüíûå êîíöåïöèè ôàêòè÷åñêè íàõî-
äÿòñÿ â ñòàäèè íà÷àëüíîé ðàçðàáîòêè. Â íàøåé ñòðàíå, êðîìå
óïîìÿíóòîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè âðåìåíè ([1]), ìîæíî íà-
çâàòü ïðåäëîæåííîå Â.È. Øàëàêîì àëüòåðíàòèâíîå êëàññè÷å-
ñêîìó ïîíÿòèå âû÷èñëèòåëüíîãî ñëåäîâàíèÿ2 è ïîïûòêó À.À.
Êðóøèíñêîãî òðàêòîâàòü ðàññóæäåíèÿ äðåâíèõ êèòàéöåâ êàê
âû÷èñëåíèÿ ([8] è äðóãèå ðàáîòû). Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îáà ñïå-
öèàëèñòà ñêåïòè÷åñêè îòíîñÿòñÿ ê ïîíÿòèþ èñòèíû, óñìàòðèâàÿ
â íåì âûðàæåíèå óíàñëåäîâàííîé îò Ïëàòîíà è Àðèñòîòåëÿ ñòà-
òè÷íîñòè è ñîçåðöàòåëüíîñòè â îòíîøåíèè ê ìèðó, íåñîâìåñòè-
ìûõ ñ îðèåíòèðîâàííûìè íà óìåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûìè äåéñòâè-
ÿìè. Ðàçäåëÿÿ ïîçèöèþ êîëëåã â ïëàíå îòðèöàíèÿ ãîðäîé Èñòè-
íû, òåì íå ìåíåå õîòåëîñü áû âûñêàçàòüñÿ â çàùèòó êóäà áîëåå
ñêðîìíîé èñòèíû. ß ïîëàãàþ, ÷òî èçìåí÷èâîñòü óíèâåðñóìà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðèíÿòèÿ íåêîòîðûõ âûñêàçûâà-
íèé â êà÷åñòâå èñòèííûõ. Àðãóìåíòàöèè â ïîëüçó ýòîãî òåçèñà
è áóäåò ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ïóñòü U íåïóñòîå ìíîæåñòâî, V ⊂ U (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé V = U)
è fV (x1, x2, . . . , xn) � òîòàëüíàÿ èëè ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç ìíî-

2Ñì. ñòàòüè Â.È. Øàëàêà â äàííîì ñáîðíèêå.
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æåñòâà V n â V , CV � êîìïüþòåð3, îáðàáàòûâàþùèé äàííûå èç
V , è πCV

(x1, x2, . . . , xn) � ïðîãðàììà, âûïîëíÿåìàÿ êîìïüþòå-
ðîì CV . Åñëè ïðîãðàììà πCV

(x1, x2, . . . , xn) íîðìàëüíî îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ íà âõîäå (x1, x2, . . . , xn), ïèøåì πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ó÷èòûâàÿ êàê âîçìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííî
ïðîäîëæàþùèõñÿ âû÷èñëåíèé, òàê è âîçìîæíîñòü àâàðèéíîãî
îñòàíîâà èëè àâîñòà) ïèøåì πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑. Óñëîâèìñÿ,
÷òî òîëüêî â ñëó÷àå πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ ñóùåñòâóåò, è ïðè òîì
åäèíñòâåííîå, y ∈ V , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì âûïîë-
íåíèÿ ïðîãðàììû πCV

íà âõîäå (x1, x2, . . . , xn). Òîãäà ïðèìåíÿ-
åì çàïèñü πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ y. Åñëè æå πCV
(x1, x2, . . . , xn) ↑,

ñ÷èòàåì, ÷òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû πCV
íà âõîäå

(x1, x2, . . . , xn) îòñóòñòâóåò.
Ââåäåì äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê ñòàíäàðòíîìó óòî÷íåíèå ïîíÿ-

òèÿ âû÷èñëèìîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèÿì. Ôóíêöèÿ fV (x1,
x2, . . . , xn) âû÷èñëèìà íà êîìïüþòåðå CV , åñëè ñóùåñòâóåò ïðî-
ãðàììà πCV

òàêàÿ, ÷òî ∀x1∀x2 . . .∀xn∀y(fV (x1, x2, . . . , xn) = y
⇐⇒ πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ y). (Â äàëüíåéøåì, åñëè êîíêðåòíûå
âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðà CV íå ñóùåñòâåííû, óïîìèíàíèå î íåì
ìîæåì îïóñêàòü.)

Èäåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ óíèâåðñóìà â âèäå ñîâîêóïíîñòè âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ïîðîæäàåò ïðîáëåìó, êîòîðóþ íåëåãêî
ñôîðìóëèðîâàòü òî÷íûì îáðàçîì. Ïðîáëåìà â ñëåäóþùåì. Â êà-
êîì ñìûñëå ýòè ïðîöåññû, âîçìîæíî, ìåæäó ñîáîé íèêàê íå ñâÿ-
çàííûå, îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå óíèâåðñóìó, ôîðìèðóþò
åãî, äåëàþò ñóùåñòâóþùèì? Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé óíèâåð-
ñóì ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê êîíñòðóèðóþùèéñÿ ïðè ïîìîùè
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé èç ïîñòóëèðîâàííî ñóùåñòâóþùèõ
ïóñòîãî ìíîæåñòâà è áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Òåì ñàìûì ýòè
îïåðàöèè ïðèäàþò åìó òðåáóåìîå åäèíñòâî. Êàêèå æå îïåðà-
öèè ïðèäàþò ñâÿçíîñòü ñîâîêóïíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ? Âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ, èõ âçàèìíîå âëèÿíèå? Íî êà-
êàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ìåæäó ïðîöåññàìè ôîðìèðî-
âàíèÿ çâåçäû, ðîæäåíèÿ ÷åëîâåêà è ñòàíîâëåíèÿ ãîñóäàðñòâåí-

3Âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî åñòåñòâåííîãî èëè èñêóññòâåííîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ, ðåàëüíîå èëè èäåàëüíîå, ôèçè÷åñêîå èëè ìåíòàëüíîå � íà äàí-
íîì ýòàïå ýòî íå ñòîëü ñóùåñòâåííî; âàæíî ëèøü ïîìíèòü, ÷òî âñå ýòè âîç-
ìîæíîñòè äîïóñòèìû, òàê ÷òî èäåÿ êîìïüþòåðà áåðåòñÿ â ïðåäåëüíî îáùåì
âèäå
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íîñòè? Õîòÿ âñå ýòî ïðîöåññû ïîðîæäåíèÿ ÷åãî-òî, îíè îòíî-
ñÿòñÿ ê ñòîëü ðàçíûì îáëàñòÿì ðåàëüíîñòè, ÷òî íèêàêàÿ êîí-
êðåòíàÿ ñâÿçü ìåæäó íèìè íåâîçìîæíà. Îñòàåòñÿ èñêàòü ñâÿçü
àáñòðàêòíóþ, íå ôèçè÷åñêóþ, à ëîãè÷åñêóþ. Íî è îíà èíòóè-
òèâíî íå î÷åíü-òî ïðîñìàòðèâàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ìû ðèñêíåì
ïðåäëîæèòü àðãóìåíò â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ëîãè÷åñêîé
ñâÿçè. Óòâåðæäàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåññû π1 è π2, ìû ôàê-
òè÷åñêè êàê-òî ñîîòíîñèì èõ ìåæäó ñîáîé, êàê-òî îáúåäèíÿåì.
Íå äîïóñòèòü ëè òîãäà ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî àáñòðàêòíîãî
îáúåäèíÿþùåãî ïðîöåññà? Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ôîð-
ìàëüíî âûðàçèòü äàííûé àðãóìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðèíÿòèå ñëåäóþ-
ùåãî ïîñòóëàòà ëîêàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ.

(∀V ⊂ U)(∀W ⊂ U)((fV âû÷èñëèìà & fW âû÷èñëèìà) =⇒
fV ∪W âû÷èñëèìà).

Ìîæíî áûëî áû îáîáùèòü ïîñòóëàò ëîêàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ.
Ïóñòü {Vi∈I} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî I ⊂
U è (∀i ∈ I)(Vi ⊂ U). Òîãäà ïîñòóëàò òîòàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî (∀i ∈ I) fVi âû÷èñëèìà =⇒ f∪{Vi∈I} âû÷èñëèìà.
Î÷åâèäíî, ÷òî èç âòîðîãî ïîñòóëàòà ñëåäóåò ïåðâûé (äîñòàòî÷íî
âçÿòü äâóõýëåìåíòíîå I ⊂ U , åñëè |U | > 1).

Äîïîëíèòåëüíûìè, õîòÿ è êîñâåííûìè, àðãóìåíòàìè â çàùè-
òó ïîñòóëàòîâ îáúåäèíåíèÿ ìîãóò ïîñëóæèòü ñëåäóþùèå ôàêòû.
Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà çàâîäñêèõ êîìïüþòåðàõ, îáúåäèíåííûõ â
ñåòü, äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü âîçìîæíîñòü ïîñûëêè òåðìèíàëü-
íîãî ñèãíàëà âñåì êîìïüþòåðàì ëþáûì èç íèõ, êîòîðûé ïåðâûì
çàêîí÷èò âû÷èñëåíèå (ïðèìåð ðåàëèçàöèè ïîñòóëàòà ëîêàëüíîãî
îáúåäèíåíèÿ). Â íàèáîëåå îáùåé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ � òîïîëî-
ãèè � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî τ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîãî ïðèíèìàåòñÿ àêñèîìà î òîì,
÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ èç τ ïðèíàäëåæèò
τ (àíàëîã ïîñòóëàòà òîòàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ). Òåì íå ìåíåå â
äàííîé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ ëèøü ïîñòóëàò ëîêàëüíîãî îáúåäè-
íåíèÿ, ïîñêîëüêó òîëüêî îí ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Òå æå ñîîáðàæåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü î ïîñòóëèðîâàíèè îáÿçà-
òåëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîöåññîâ. Åñëè ôóíê-
öèè fV è fW âû÷èñëèìû è ïðè ýòîì V ∩W 6= ∅, òî èíòóèòèâíî
ôóíêöèÿ fV ∩W òîæå äîëæíà áûòü âû÷èñëèìîé. Â ñàìîì äåëå,
åñëè èñïîëíÿþòñÿ âû÷èñëÿþùèå ýòè ôóíêöèè ïðîãðàììû πCV
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è πCW
, òî ïðè < x1, x2, . . . , xn >∈ V ∩ W áóäåì â êîíöå êîí-

öîâ èìåòü πCV
(x1, x2, . . . , xn) ↓ è πCW

(x1, x2, . . . , xn) ↓. Íî ýòî ïî
ñóòè è îçíà÷àåò âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè fV ∩W . Îñòàåòñÿ ôîð-
ìàëüíî îáåñïå÷èòü íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ, ïðèíÿâ
ñëåäóþùèé ïîñòóëàò ëîêàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ.

(∀V ⊂ U)(∀W ⊂ U)((fV âû÷èñëèìà & fW âû÷èñëèìà & V ∩
W 6= ∅) =⇒ fV ∩W âû÷èñëèìà).

Òðåáîâàíèå íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ íåòðóäíî îáîñíîâàòü. Ïî-
ñêîëüêó íèêàêàÿ êîíêðåòíàÿ ìîäåëü âû÷èñëèìîñòè â îáñóæäà-
åìîé ìåòàòåîðèè çàäàíà íå áûëà, âîçìîæíî ñóæåíèå îáëàñòè
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðóþ ïîäîáëàñòü íåïóñòûõ òî-
òàëüíûõ (ò.å. âñþäó îïðåäåëåííûõ) ôóíêöèé fn : Un 7−→ U .
Òîãäà ïðè V ∩W = ∅ ôóíêöèÿ fV ∩W íå ïîïàäåò â îáëàñòü âû-
÷èñëèìûì ôóíêöèé.

Ðàçóìååòñÿ, íåëüçÿ â îáùåì ñëó÷àå òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ êàæ-
äîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M ìíîæåñòâà V (ñîîòâåòñòâåííî
W ) ôóíêöèÿ fM áûëà áû âû÷èñëèìà, åñëè ôóíêöèè fV è fW âû-
÷èñëèìû. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü âû÷èñëèìîñòè íà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëàõ äàåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé, òîãäà êàê ÷èñëî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà
íåñ÷åòíî.

Òàêæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îáîáùåíèå òîëüêî ÷òî ïðè-
íÿòîé àêñèîìû äî ïîñòóëàòà òîòàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü
{Vi∈I} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî I ⊂ U ,
(∀i ∈ I)(Vi ⊂ U) è ∩{Vi∈I} 6= ∅. Òîãäà (∀i ∈ I) fVi âû÷èñëèìà
=⇒ f∩{Vi∈I} âû÷èñëèìà. Îïÿòü î÷åâèäíî, ÷òî èç ïîñòóëàòà òî-
òàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ âûòåêàåò ïîñòóëàò ëîêàëüíîãî ïåðåñå÷å-
íèÿ.

È âíîâü íàëè÷åñòâóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ. Òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî τ ïðåäñòàâèìî ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ, äëÿ êî-
òîðîãî ïðèíèìàåòñÿ àêñèîìà î òîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñå-
ìåéñòâà ìíîæåñòâ èç τ ïðèíàäëåæèò τ . Òåì íå ìåíåå è çäåñü
ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèíÿòèåì ëèøü ëîêàëüíîé ôîðìû ïîñòóëàòà
ïåðåñå÷åíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ fV (x1, x2, . . . , xn) ìîæåò áûòü
÷àñòè÷íîé â äâîÿêîì ñìûñëå. Âî-ïåðâûõ, ïðè < x1, x2, . . . , xn >
∈ V n çíà÷åíèå ôóíêöèè fV (x1, x2, . . . , xn) ìîæåò áûòü íå îïðåäå-
ëåíî. Âî-âòîðûõ, ïðè V 6= U àðãóìåíò ôóíêöèè fV (x1, x2, . . . , xn)
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ìîæåò áûòü íåîïðåäåëåí. Ýòî ñëó÷èòñÿ, åñëè < x1, x2, . . . , xn > /∈
V n. Â ýòîé ñèòóàöèè çíà÷åíèå ôóíêöèè fV (x1, x2, . . . , xn) òàêæå
áóäåò íåîïðåäåëåííûì. Ýòè äâà ñëó÷àÿ ïîçâîëÿþò òðàêòîâàòü
çàïèñü πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑ ïðè âû÷èñëåíèèè ôóíêöèè
fV (x1, x2, . . . , xn) ïðîñòî êàê îòñóòñòâèå ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ,
îñòàâëÿÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ÿâèëîñü ëè îòñóòñòâèå ðåçóëüòàòà
ñëåäñòâèåì íåîãðàíè÷åííîñòè âû÷èñëåíèÿ âî âðåìåíè èëè òåì,
÷òî îíî çàêîí÷èëîñü àâàðèéíî.

Ïóñòü L � êàêîé-íèáóäü ÿçûê ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå
ñîäåðæàùèé ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ4, òàê ÷òî ëþáîé òåðì t
� ýòî ëèáî èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî èíäèâèäíàÿ êîíñòàí-
òà. Ïóñòü, äàëåå, P (x) ñèíãóëÿðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç L.
Â ñòàíäàðòíîé ñåìàíòèêå À.Òàðñêîãî ôóíêöèÿ èíòåðïðåòàöèè I
ñîïîñòàâèò ýòîìó ñèìâîëó ïîäìíîæåñòâî óíèâåðñóìà: I(P (x)) =
V , V ⊂ U . Â îáû÷íîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, áàçèðóþùåéñÿ íà
ïîíÿòèè ìàøèíû ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè (ÌÍÐ)5, êîòî-
ðàÿ ìàíèïóëèðóåò íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, âû÷èñëèìîñòü ñèí-
ãóëÿðíîãî ïðåäèêàòà V îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðå-
äèêàò V âû÷èñëèì, åñëè ñóùåñòâóåò ÌÍÐ-ïðîãðàììà π òàêàÿ,
÷òî π(x) ↓ 1 ïðè x ∈ V è π(x) ↓ 0 ïðè x /∈ V . Íî â íàøè
ïëàíû îòíþäü íå âõîäèò íàìåðåíèå îáúÿâèòü ÷èñëà ÷àñòüþ ðå-
àëüíîñòè. Áîëåå òîãî, íåò âîîáùå íèêàêèõ îñíîâàíèé èñêàòü â
ðåàëüíîñòè îñîáûå îáúåêòû ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿, äàæå åñëè íå
îòîæäåñòâëÿòü èñòèíó ñ 1, à ëîæü ñ 0. Èñòèíà è ëîæü âõîäÿò â
ìèð âìåñòå ñ ñóáúåêòîì. Êàê òîãäà îíè ìîãóò èìåòü îòíîøåíèå
ê ðåàëüíîñòè?

Ïîýòàïíî îòâå÷àÿ íà äàííûé âîïðîñ, âíà÷àëå ñîïîñòàâèì ïðå-
äèêàòó V ôóíêöèþ fV (x) òàêóþ, ÷òî fV (x) = y â ñëó÷àå x ∈ V è
fV (x) íå îïðåäåëåíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäèêàò V âû÷èñëèì,
åñëè âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ fV (x). Èíûìè ñëîâàìè, âû÷èñëèìîñòü
ñèíãóëÿðíîãî ïðåäèêàòà V îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà
πCV

(x), äëÿ êîòîðîé âåðíî πCV
(x) ↓ y, åñëè x ∈ V , è πCV

(x) ↑,
åñëè x /∈ V . Ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P (x) èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ

4Ýòî îãðàíè÷åíèå íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå îáùíîñòè, ïîñêîëüêó ëþáîé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë f(x1, x2, . . . , xn) ìîæåò áûòü çàìåíåí ïðåäèêàò-
íûì ñèìâîëîì F (x1, x2, . . . , xn, xn+1).

5Ñì. [7]. Â ÷àñòíîñòè, â ãë. 3 ïîêàçàíî, ÷òî ÌÍÐ-âû÷èñëèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíà âû÷èñëèìîñòè ïî Òüþðèíãó, à òàêæå äðóãèì èçâåñòíûì êëàññè÷å-
ñêèì òåîðèÿì âû÷èñëèìîñòè.
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èíòåðïðåòàöèþ â ñìûñëå I, åñëè ïðåäèêàò I(P (x)) âû÷èñëèì.
Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ áåç ïðîáëåì îáîáùàåòñÿ íà ñëó-

÷àé ìíîãîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ. Ïóñòü I(P (x1, x2, . . . , xn)) = V n,
V n ⊂ Un. Ñîïîñòàâèì ïðåäèêàòó V n ôóíêöèþ fV (x1, x2, . . . , xn)
òàêóþ, ÷òî fV (x1, x2, . . . , xn) = y â ñëó÷àå < x1, x2, . . . , xn > ∈
V n è fV (x1, x2, . . . , xn) íå îïðåäåëåíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðå-
äèêàò V n âû÷èñëèì, åñëè âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ fV (x1, x2, . . . , xn),
ò.å. ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà πCV

(x1, x2, . . . , xn), äëÿ êîòîðîé âåð-
íî πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ y, åñëè < x1, x2, . . . , xn > ∈ V n, è
πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑, åñëè < x1, x2, . . . , xn > /∈ V n. Ïðåäèêàò-
íûé ñèìâîë P (x1, x2, . . . , xn) èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ èíòåðïðå-
òàöèþ â ñìûñëå I, åñëè ïðåäèêàò I(P (x1, x2, . . . , xn)) âû÷èñëèì.

Åñëè ∀x1∀x2 . . .∀xn∃y∃z(fV (x1, x2, . . . , xn) = y ⇐⇒
gV (x1, x2, . . . , xn) = z), òî ïèøåì fV (x1, x2, . . . , xn) ≡
gV (x1, x2, . . . , xn) èëè, êîðî÷å, fV ≡ gV . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
äëÿ ïðîãðàìì: åñëè ∀x1∀x2 . . . ∀xn∃y∃z(πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ y
⇐⇒ τCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ z), òî ïî îïðåäåëåíèþ
πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ y ≡ τCV
(x1, x2, . . . , xn) ↓ z èëè πCV

≡ τCV
.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Îòíîøåíèå ≡ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåí-
òíîñòè ñîîòâåòñòâåííî íà ôóíêöèÿõ è íà ïðîãðàììàõ. Êðîìå
òîãî, åñëè ôóíêöèÿ fV è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðîãðàììà πCV

âû÷èñëÿþò ïðåäèêàò V n è ïðè ýòîì fV ≡ gV è πCV
≡ τCV

, òî
gV è τCV

òîæå âû÷èñëÿþò V n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. q.e.d.

Èç äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ôîðìàëüíî âñå ðàâíî, êà-
êóþ èç ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èëè ïðîãðàìì âçÿòü. Â ëþáîì
ñëó÷àå âàæíî ëèøü òî, èìååò ìåñòî πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓ èëè
πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑. Åñëè ðåàëèçîâàëñÿ ïåðâûé âàðèàíò, òî êîí-
êðåòíûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû πCV

íà âõîäå (x1, x2,
. . . , xn) íå ñóùåñòâåí. Îäíàêî ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ â
ñëó÷àå ðåàëèçàöèè âòîðîãî âàðèàíòà ïðè âûáîðå ýêâèâàëåíòíûõ
ïðîãðàìì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà äâóìÿ òèïàìè
ïðè÷èí. Îäíî äåëî íåîãðàíè÷åííîñòü ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, äðó-
ãîå � àâîñò. Âðÿä ëè â ïðèðîäå ïðè íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü ðå-
çóëüòàò êàêîãî-òî êîíêðåòíîãî ïðîöåññà îí áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ
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íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Áîëåå ðåàëèñòè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òà-
êîé ïðîöåññ âñå-òàêè çàâåðøèòñÿ, íî àâàðèéíî. Íàïðèìåð, ïðè-
ðîäíîå âû÷èñëåíèå ïðåäèêàòà Êëþ÷ x ïîäîøåë ê Çàìêó y ìî-
æåò óñïåøíî çàâåðøèòüñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íî ìîæåò
è íå èìåòü áëàãîïîëó÷íîãî çàâåðøåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âî-
âñå íå îáÿçàòåëüíî äî áåñêîíå÷íîñòè ïðåäïðèíèìàòü âñå íîâûå
è íîâûå áåçóñïåøíûå ïîïûòêè îòêðûòü çàìîê. Â ðåàëüíîñòè òà-
êîé ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ àâîñòîì, ÷åì áû îí íè áûë âûçâàí �
ïîëîìêîé êëþ÷à èëè çàìêà, ïîòåðåé òåðïåíèÿ èëè ÷åì-òî èíûì.
Õîòÿ èñêëþ÷àòü àïðèîðè ðåàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå êîíêðåòíûõ
áåñêîíå÷íûõ ïðîöåññîâ ìû áû íå ðåøèëèñü, íå ãîâîðÿ óæå î
âîçìîæíûõ áåñêîíå÷íûõ ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ óíèâåðñóìîì â
öåëîì.

Íà äàííîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâëåíà öåïî÷êà ïåðåõîäîâ
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P (x1, x2, . . . , xn) 7−→ ïðåäèêàò
I(P (x1, x2, . . . , xn)) = V n 7−→ ôóíêöèÿ fV (x1, x2, . . . , xn) ; ïðî-
ãðàììà πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ; îñóùåñòâèì
íå âñåãäà � âåäü ôóíêöèÿ fV (x1, x2, . . . , xn) íå îáÿçàòåëüíî áóäåò
âû÷èñëèìîé íà êîìïüþòåðå CV . Íî åñëè îíà âû÷èñëèìà, ïîíÿ-
òèÿ âû÷èñëèìîé âûïîëíèìîñòè è âû÷èñëèìîé èñòèíû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü v � ôóíêöèÿ ïðèïèñûâà-
íèÿ çíà÷åíèé ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ÿçûêà L: v : V ar 7→ V . Âû-
ðàæåíèå P (x1, x2, . . . , xn) âû÷èñëèìî âûïîëíåíî íà êîìïüþòåðå
CV ïðè èíòåðïðåòàöèè I è ïðèïèñûâàíèè v, åñëè
πCV

(v(x1), v(x2), . . . , v(xn)) ↓. Ïóñòü c1, c2, . . . , cn � èíäèâèäíûå
êîíñòàíòû èç L. Âûñêàçûâàíèå P (c1, c2, . . . , cn) âû÷èñëèìî èñ-
òèííî íà êîìïüþòåðå CV ïðè èíòåðïðåòàöèè I, åñëè
πCV

(I(c1), I(c2), . . . , I(cn)) ↓.
Â ñòàíäàðòíîé ñåìàíòèêå íå âûïîëíèìîñòü P (x1, x2, . . . , xn) è

íå èñòèííîñòü (ëîæíîñòü) P (c1, c2, . . . , cn) îïðåäåëÿëèñü óñëîâè-
ÿìè < v(x1), v(x2), . . . , v(xn) > /∈ V n è < I(c1), I(c2), . . . , I(cn) >
/∈ V n ñîîòâåòñòâåííî. Íî ìåõàíè÷åñêè ïåðåíîñèòü ýòó èäåþ íà
âû÷èñëèìîñòü íåëüçÿ. Âåäü çàìåíà πCV

(v(x1), v(x2), . . . , v(xn)) ↓
íà πCV

(v(x1), v(x2), . . . , v(xn)) ↑, à πCV
(I(c1), I(c2), . . . , I(cn)) ↓

íà πCV
(I(c1), I(c2), . . . , I(cn)) ↑ ïðèâåäåò ê ìíîãî÷èñëåííûì íåëå-

ïîñòÿì ïðàêòè÷åñêîãî è òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
Íàïðèìåð, ïîïðîáóåì âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ äåëåíèÿ x/y = z,

ò.å. òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò /(x, y, z). ×òî ñëó÷èòñÿ, åñëè y = 0?



Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòàìîäåëü ðåàëüíîñòè è ïðîáëåìà èñòèíû 33

Êàëüêóëÿòîð Windows â îòâåò íà ââåäåíèå x = 1 è y = 0 ïðè
ïðèìåíåíèè îïåðàöèè / ñîîáùèë: ¾Äåëåíèå íà íóëü çàïðåùåíî¿.
Ìîæíî ëè ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýòî æå ñîîáùåíèå ïîñëåäóåò ïðè
ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x, åñëè y = 0? Îäíàêî
ïðè x = 0, y = 0 ïîñëåäîâàëî: ¾Çíà÷åíèå íå îïðåäåëåíî¿. ×òîáû
ïðîÿñíèòü âîïðîñ, â ñèñòåìå Free Pascal áûëà îòêîìïèëèðîâàíà
(êîìïèëÿòîð PPC386) ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ïðîãðàììà.

var x, y, z : real;
begin
Read(x, y);
z := x / y;
Write(z);

end.
Â îòâåò íà ââîä 1 è 0 íè÷åãî íå ïðîèçîøëî! Ïðîãðàììà ëèáî

çàâèñëà, ëèáî ïðîäîëæàëà âûïîëíÿòüñÿ êàê íè â ÷åì íå áûâàëî,
íå âûäàâàÿ íèêàêèõ ñîîáùåíèé è ÿâíî íå ñîáèðàÿñü êîãäà-ëèáî
çàêàí÷èâàòü âû÷èñëåíèÿ. Çàòî ââîä çíà÷åíèé 0 è 0 ïðèâåë ê
ðàñïå÷àòêå ðåçóëüòàòà: �0.000000000000000E+000.

Èëè òîò æå ïðèìåð ñ êëþ÷îì è çàìêîì. Ðàçâå èç òîãî ôàêòà,
÷òî êëþ÷ x íå îòêðûë çàìîê y, îäíîçíà÷íî âûòåêàåò îòðèöàíèå
ïðåäèêàòà Êëþ÷ x ïîäîøåë ê Çàìêó y è âûïîëíèìîñòü ¬(Êëþ÷
x ïîäîøåë ê Çàìêó y)? À åñëè çàìîê òóãîé è íå ïîääàåòñÿ, íî
êëþ÷ âñå-òàêè îò íåãî? À åñëè êëþ÷ êðóòèëè íå â òó ñòîðîíó?
Ìîãëè áûòü è ìíîãèå äðóãèå ïðè÷èíû íåóäà÷è. Òàê ÷òî è çäåñü
îòñóòñòâèå ðåçóëüòàòà íå îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî îòðèöàíèå èñ-
êîìîãî ïðåäèêàòà.

×òî êàñàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, òî ãëàâíîå òåîðåòè-
÷åñêîå âîçðàæåíèå ïðîòèâ òðàêòîâêè îòðèöàíèÿ êàê îòñóòñòâèÿ
ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôàêò ïîëó÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòà â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü çàôèêñèðîâàí, òîãäà êàê ïðî-
äîëæàþùååñÿ âû÷èñëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îñòàâëÿåò îòêðûòûì
âîïðîñ, çàêîí÷èòñÿ îíî íîðìàëüíî èëè íåò. Òå æå êîìïüþòåð-
íûå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ íåïðèåìëåìî äîëãî, íî èõ
èñêóññòâåííîå ïðåðûâàíèå íå îçíà÷àåò ôèêñàöèè íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèÿ πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑. Â òåîðèè êëàññè÷åñêîé âû÷èñëè-
ìîñòè, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðîáëåìà îñòàíîâà íå ðàçðåøèìà.
Â ëîãèêå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ïåðåáîðà âñåõ òåî-
ðåì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, íî åñëè íåêîòîðàÿ ôîðìóëà A íå
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ïîÿâèëàñü íà øàãå n âûïîëíåíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà, òî â îáùåì
íå èñêëþ÷åíî, ÷òî îíà ïîÿâèòñÿ ïîòîì íà êàêîì-òî øàãå m. Íå
íàñòóïèâøèé äî ñèõ ïîð êîíåö ñâåòà íå âåäåò ê îäíîçíà÷íîìó
âûâîäó, ÷òî ìèð áóäåò ñóùåñòâîâàòü âå÷íî. È òàê äàëåå. Òàê
÷òî êîððåêòíîå ââåäåíèå îòðèöàíèÿ íà òàêîé íåîïðåäåëåííîé
ïî ñàìîé ñâîåé ñóòè îñíîâå, êàê íåçàâåðøåííîñòü âû÷èñëåíèÿ,
íåâîçìîæíî.

Òåîðåòè÷åñêè, âûõîäîì èç ñîçäàâøåãîñÿ çàòðóäíèòåëüíîãî ïî-
ëîæåíèÿ áûëî áû òàêîå îïðåäåëåíèå îòðèöàíèÿ, êîòîðîå áàçè-
ðîâàëîñü áû íà íîðìàëüíî çàâåðøàþùèõñÿ âû÷èñëåíèÿõ, ò.å. íà
êîíñòðóêöèÿõ òèïà πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↓. Àëãåáðà ëîãèêè ïîä-
ñêàçûâàåò ðåøåíèå, ñâÿçàííîå ñ îïåðàöèåé äîïîëíåíèÿ \ ìíî-
æåñòâ íà âûáðàííîì çàðàíåå óíèâåðñóìå. Ïîñêîëüêó óíèâåðñóì
U ôèêñèðîâàí, âû÷èñëèìîñòü ¬P (x) ìîæíî ñâåñòè ê ïðîáëå-
ìå âû÷èñëèìîñòè ïðåäèêàòà U\V , ãäå V = I(P (x)). Èëè, â îá-
ùåì âèäå, âû÷èñëèìîñòü P (x1, x2, . . . , xn) ñâåñòè ê âû÷èñëèìî-
ñòè ïðåäèêàòà Un\V n, ãäå V n = I(P (x1, x2, . . . , xn)). Îäíàêî åñòü
îïðåäåëåííûå ñîìíåíèÿ íà ñ÷åò ôèëîñîôñêîé ïðèåìëåìîñòè òà-
êîãî ðåøåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, íåðåäêî ïîëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî óíèâåðñóìû ðàññóæ-
äåíèé âåñüìà îáøèðíû, òîãäà êàê èñõîäíûå ïðåäèêàòû èìåþò
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé îáúåì. Òîãäà ïîäâåðãíóòûé îòðèöàíèþ
òàêîé èñõîäíûé ïðåäèêàò âíåçàïíî óâåëè÷èâàåòñÿ äî íåïîìåð-
íûõ ðàçìåðîâ. Ïðîàíàëèçèðóåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùèé
ðÿä óòâåðæäåíèé: ¾Âñå ëþäè ñìåðòíû. Âñå ãðåêè ëþäè. Ñî-
êðàò ãðåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò ñìåðòåí. Íî Íàïîëåîí íå
ãðåê. . .¿. Ïî êîíòåêñòó â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà çäåñü íàäî âçÿòü,
êàê ìíèìóì, ìíîæåñòâî ñìåðòíûõ ñóùåñòâ. Íî òîãäà âûñêàçû-
âàíèå ¬Ãðåê(Íàïîëåîí) äîëæíî áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî íà
âñåì îãðîìíîì ìíîæåñòâå ñìåðòíûõ, çà èñêëþ÷åíèåì ãðåêîâ.
Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå âåùè íå ñîçäàþò îñîáûõ ëî-
ãè÷åñêèõ ïðîáëåì, îäíàêî ïðîáëåìû ñ âû÷èñëèìîñòüþ ïîÿâëÿ-
þòñÿ. Ïðåäñòàâüòå ñåáå âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ïåðå-
áèðàåò âñåõ ñìåðòíûõ íå ãðåêîâ, âêëþ÷àÿ áàêòåðèè, ðàñòåíèÿ,
ãðèáû è æèâîòíûõ, ÷òîáû óñòíîâèòü, ÷òî Íàïîëåîí íå ãðåê.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ïðàêòèêè è ýìïèðè÷åñêîé íàóêè õàðàêòåðíî
èñïîëüçîâàíèå ìíîãîñëîéíûõ èëè ìíîãîñîðòíûõ óíèâåðñóìîâ.
Ïðîñòîé ïîäñ÷åò áàðàíîâ â ñòàäå óæå ñî÷åòàåò òàêèå ñîðòà, êàê
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áàðàíû è ÷èñëà. Ìíîãîñîðòíàÿ ëîãèêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, êàê èçâåñòíî, ñâîäèìà ê îáû÷íîé îäíîñîðòíîé, òàê ÷òî è
çäåñü ïðîáëåì îáû÷íî íå âèäÿò. Ñåìàíòè÷åñêè ñâîäèìîñòü îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëîåâ â åäèíûé óíèâåðñóì ñ ââåäåíè-
åì ñîîòâåñòâóþùèõ ñëîÿì ïðåäèêàòîâ. Îäíàêî îïåðàöèÿ îòðè-
öàíèÿ âíîâü âûãëÿäèò äîâîëüíî íåëåïî. Ê ïðèìåðó, âûäåëèâ
â ñòàäå áåëûõ áàðàíîâ, ïîëó÷èì ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðèöàíèÿ
âûñêàçûâàòåëüíóþ ôîðìó Ýòî íå áåëûé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ôîðìóëîé
¬Áåëûé(x), èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîé ïîòðåáóåò ñìåøåíèÿ áàðà-
íîâ è ÷èñåë, èáî íå áûëûìè îêàæóòñÿ íå òîëüêî íåêîòîðûå áà-
ðàíû, íî è âñå ÷èñëà. Âû÷èñëåíèå òàê ïîíèìàåìîãî îòðèöàíèÿ
åùå áîëåå óñëîæíèò ïðîáëåìó.

Îò÷àñòè àíàëîãè÷íûìè çàòðóäíåíèÿìè âûçâàíà òðàêòîâêà îò-
ðèöàíèÿ êàê íåóäà÷è â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è â ÿçû-
êå äåêëàðàòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïðîëîã. Ïðîáëåìå îòðè-
öàíèÿ â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è â Ïðîëîãå ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà6, êîòîðóþ ìû ðàçáèðàòü íå áóäåì. Â ñà-
ìîì îáùåì âèäå îòðèöàíèå ¬P çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê íåóäà÷à
â âûâîäå P : åñëè âûâåñòè P íå óäàëîñü, ñ÷èòàåòñÿ âûâåäåííûì
¬P . Â òåðìèíàõ íàøèõ ïðèìåðîâ, ÷òîáû âû÷èñëèòü èñòèííîñò-
íîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ ¬Ãðåê(Íàïîëåîí), íàäî ïðîâåðÿòü
âûñêàçûâàíèå Ãðåê(Íàïîëåîí), ïåðåáèðàÿ ìíîæåñòâî ãðåêîâ Γ
(âñå-òàêè íå âåñü óíèâåðñóì!). Åñëè ïåðåáîð çàâåðøèòñÿ íåóäà-
÷åé, ðàçðåøåíî ñäåëàòü âûâîä ¬Ãðåê(Íàïîëåîí). Äëÿ íàñ ïðî-
áëåìà â òîì, ÷òî ïåðåáèðàþùèé ìíîæåñòâî V = I(P (x)) âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ïðîöåññ ìîæåò ¾íå âèäåòü¿ îáúåêòû èç äîïîëíåíèÿ
U\V . Ñêàæåì, åñëè åñòü ìåõàíèçì ðàçâèòèÿ áîëåçíè πCΓ

(x) ↓,
ïîðàæàþùèé ãðåêîâ, è òîëüêî èõ, òî â îòíîøåíèè Íàïîëåîíà òà-
êîé ïðîöåññ íå óñòàíîâèò íè÷åãî îïðåäåëåííîãî � îí ïîïðîñòó
íå áóäåò âûïîëíåí: πCΓ

(Íàïîëåîí) ↑. Òàêèì îáðàçîì, òðàêòîâêà
îòðèöàíèÿ êàê íåóäà÷è âíîâü âîçâðàùàåò íàñ ê óæå îòâåðãíóòî-
ìó âàðèàíòó ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé âèäà πCV

(x1, x2, . . . , xn) ↑
â ñâÿçè ñ îòðèöàíèåì.

6Îòìåòèì êíèãè: Õîããåð Ê. Ââåäåíèå â ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.
Ì., 1988; Êîâàëüñêè Ð. Ëîãèêà â ðåøåíèè ïðîáëåì. Ì., 1990; Êëîêñèí Ó.,
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Íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùèé, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, åñòåñò-
âåííûé ïóòü èçáàâëåíèÿ îò âîçíèêøèõ ïðîáëåì ñ îòðèöàíèåì.
Ñ èñõîäíûì äåñêðèïòèâíûì ïðåäèêàòîì P íàäî ñîîòíåñòè ðåëå-
âàíòíóþ äëÿ íåãî ÷àñòü R óíèâåðñóìà U . Â íåêîòîðîì îòíîøå-
íèè òàêàÿ ÷àñòü ñàìà âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî óíèâåðñóìó, òàê ÷òî R
ìîæíî íàçâàòü ðåëåâàíòíûì óíèâåðñóìîì äëÿ P . Ïîÿñíèì îñ-
íîâíóþ èäåþ íà ïðèìåðå ðàññóæäåíèÿ: ¾Íàñåêîìîå � ýòî æè-
âîòíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, êðóïíîå íàñåêîìîå � ýòî êðóïíîå æè-
âîòíîå¿. Ïî áèîëîãè÷åñêèì êëàññèôèêàöèÿì íàñåêîìûå äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ æèâîòíûìè, òàê ÷òî ïîñûëêà èñòèííà. Íî
êàê áûòü ñ çàêëþ÷åíèåì? Îäèí èç êâàëèôèöèðîâàííûõ ëîãèêîâ,
ê êîòîðîìó îáðàòèëñÿ àâòîð, ñîãëàñèëñÿ ñ ýòèì ðàññóæäåíèåì.
Ñèíòàêñèñ ÿçûêà â ñàìîì äåëå ïðèíóæäàåò ê òîìó, ÷òîáû ñ÷è-
òàòü äâà âõîæäåíèÿ ñëîâà ¾êðóïíîå¿ âõîæäåíèåì îäíîãî è òîãî
æå ïðåäèêàòà. Îäíàêî ñìûñë ïåðâîãî âõîæäåíèÿ äàííîãî ñëîâà
îòëè÷àåòñÿ îò åãî âòîðîãî âõîæäåíèÿ. Ïîýòîìó íàäî áûëî áû
íàïèñàòü ¾êðóïíîå1 íàñåêîìîå � ýòî êðóïíîå2 æèâîòíîå¿. Çà-
òåì ïðåäèêàò Êðóïíîå1(x) îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå íàñåêîìûõ
R1, ïîëó÷èâ I(Êðóïíîå1(x)) ⊂ R1, à Êðóïíîå2(x) îïðåäåëèòü
íà ìíîæåñòâå æèâîòíûõ R2, ïîëó÷èâ I(Êðóïíîå2(x)) ⊂ R2 è íå
âîçðàæàÿ ïðîòèâ R2 = U . Ìíîæåñòâà R1 è R2 áóäóò ñîîòâåñò-
âóþùèìè èñõîäíûì äåñêðèïòèâíûì ïðåäèêàòàì Êðóïíîå1(x) è
Êðóïíîå2(x) ðåëåâàíòíûìè óíèâåðñóìàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñëå-
äîâàíèÿ, êîíå÷íî, íåò, â äîëæíîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñìûñëîì ðàñ-
ñóæäåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê îòðèöàíèþ ñîñòîèò â îãðàíè÷åíèè
îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåëåâàíòíûì óíèâåðñó-
ìîì. Îòðèöàíèþ ¬Êðóïíîå1(x) â ìîäåëè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî R1\I(Êðóïíîå1(x)), à îòðèöàíèþ ¬Êðóïíîå2(x) � ìíî-
æåñòâî R2\I(Êðóïíîå2(x)). Òàêîé ïîäõîä íå òîëüêî ïîçâîëÿåò
èçáàâèòüñÿ îò ïðèçðàêà îòðèöàíèÿ êàê íåóäà÷è, íî è ðåøàåò
êàê ïðîáëåìó ñîðàçìåðíîñòè óòâåðæäàåìîãî è îòðèöàåìîãî, òàê
è ïðîáëåìó ïðåäîòâðàùåíèÿ ñìåøåíèÿ ñîðòîâ ïðè îòðèöàíèè â
ìíîãîñîðòíîì óíèâåðñóìå.

Òåïåðü îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé âûïîëíèìîñòè è âû÷èñëè-
ìîé èñòèíû íà îòðèöàíèÿõ àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ ïîëó÷àþòñÿ
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé äëÿ àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ.
Äîñòàòî÷íî ïðè ïîñòðîåíèè ñåìàíòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòðèöàíèé
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çàìåíèòü ïðåäèêàò V n íà ïðåäèêàò Rn\V n, òîëüêî è âñåãî. Ïðè
ýòîì ñëó÷àé Rn = Un, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñêëþ÷àåòñÿ. Îäíàêî
ñëåäóåò ÿâíûì îáðàçîì èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü ïóñòîòû ðåëå-
âàíòíûõ óíèâåðñóìîâ. Âåäü êàæäûé ðåëåâàíòíûé óíèâåðñóì ñ
ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü èìåííî óíèâåðñóì, à óíèâåð-
ñóìû äîëæíû áûòü íåïóñòû (èíà÷å î ÷åì ðàññóæäàòü?). Êðîìå
òîãî, êàê íåëüçÿ â îäíîì ðàññóæäåíèè ïî-ðàçíîìó èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P , òàê è íåëüçÿ ïî òåì æå ïðè÷è-
íàì â îäíîì ðàññóæäåíèè ïðèïèñûâàòü ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó
P ðàçíûå ðåëåâàíòíûå óíèâåðñóìû. Îòñþäà íåîáõîäèìîñòü ïðè-
íÿòèÿ ñëåäóþùåãî íåôîðìàëüíîãî ïîñòóëàòà.

Äëÿ âñÿêîãî àòîìàðíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà Pn è ðåëå-
âàíòíîãî äëÿ Pn óíèâåðñóìà Rn èìååò ìåñòî íåïóñòîòà è
åäèíñòâåííîñòü Rn.

Íî ìû íå ðåøàåìñÿ â îáùåì ñëó÷àå òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ âñÿ-
êîãî àòîìàðíîãî ïðåäèêàòà Pn ñóùåñòâîâàë ðåëåâàíòíûé
óíèâåðñóì Rn. Õîòÿ áû èç-çà âûøåîïèñàííûõ òðóäíîñòåé ñ îòðè-
öàíèåì íåêîòîðûõ ðàçíîâèäíîñòåé ïóñòûõ ïðåäèêàòîâ. Íî ïðè-
ìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì è íàáîðàì èñ-
õîäíûõ äåñêðèïòèâíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ òàêîå ñóùåñòâî-
âàíèå âîçìîæíî.

Ñâîéñòâà ïîëó÷èâøåãîñÿ âû÷èñëèòåëüíîãî îòðèöàíèÿ íà àòî-
ìàðíûõ ïðåäèêàòàõ â ñóùåñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ íå ñîâïàäàþò
ñ êëàññè÷åñêèì ëîãè÷åñêèì îòðèöàíèåì. Â äàëüíåéøåì ïðè îá-
ñóæäåíèè ñâîéñòâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèí-
ãóëÿðíûå ïðåäèêàòû, åñëè èõ ìåñòíîñòü íå âàæíà. Çàôèêñèðî-
âàâ ôóíêöèþ èíòåðïðåòàöèè I, âìåñòî äëèííîãî ¾ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë P (x) èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ â ñìûñëå I¿
áóäåì ïèñàòü ¾P (x) âû÷èñëèìî¿. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë `
äëÿ ïðèíÿòèÿ ìåòàóòâåðæäåíèÿ è ñèìâîë a äëÿ îòáðàñûâàíèÿ
ìåòàóòâåðæäåíèÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 2. ` (a). P (x) è ¬P (x) íå ìîãóò áûòü âìåñòå âû-
÷èñëèìî âûïîëíåíû;
` (b). P (c) è ¬P (c) íå ìîãóò áûòü âìåñòå âû÷èñëèìî èñ-

òèííû;
` (c). P (t) âû÷èñëèìî (âûïîëíåíî, èñòèííî) ⇐⇒

¬¬P (t) âû÷èñëèìî (âûïîëíåíî, èñòèííî);
a (d). P (x) âû÷èñëèìî =⇒ ¬P (x) âû÷èñëèìî;
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a (e). ¬P (x) âû÷èñëèìî =⇒ P (x) âû÷èñëèìî;

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ïóíêòàìè (b)�(d).
(b). Ïóñòü P (c) âû÷èñëèìî èñòèííî. Òîãäà πCV

(I(c)) ↓ . Îò-
ñþäà I(c) ∈ V . Åñëè áû ¬P (c) áûëî âû÷èñëèìî èñòèííî, èìåëè
áû πCR\V

(I(c)) ↓ è, ñëåäîâàòåëüíî, I(c) ∈ R\V , ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èâî. Ïóñòü ¬P (c) âû÷èñëèìî èñòèííî. Èìååì πCR\V

(I(c)) ↓ è
I(c) ∈ R\V , ÷òî èñêëþ÷àåò âû÷èñëèìóþ èñòèííîñòü P (c).

(c). Åñëè I(P (t)) = V , òî I(¬P (t)) = R\V . Ïîëîæèì W =
R\V . Òîãäà I(¬¬P (t)) = R\W = R\(R\V ) = V .

(d). Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîìïüþòåðà C ÌÍÐ-ìàøèíó. Òîãäà íà
ìíîæåñòâå ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïðå-
äèêàò Òåîðåìà(x) âû÷èñëèì, íî ïðåäèêàò ¬Òåîðåìà(x) íå âû-
÷èñëèì. q.e.d.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïîñòðîåííîì ôóíäàìåíòå âû÷èñ-
ëèòåëüíîé îíòîëîãèè è ñåìàíòèêè ïîíÿòèå ëæè äî ñèõ ïîð íå
ïîÿâèëîñü, õîòÿ îíòîëîãèÿ è ñåìàíòèêà îòðèöàíèÿ áûëè îïðåäå-
ëåíû. Ðå÷ü øëà î âû÷èñëèìîé âûïîëíèìîñòè è âû÷èñëèìîé èñ-
òèíå íåçàâèñèìî îò òîãî, ïðèìåíÿëèñü ýòè ïîíÿòèÿ ê ïðåäèêàò-
íîìó ñèìâîëó P (t) èëè ê ¬P (t). Íåâîëüíî âîçíèêàåò ìûñëü, ÷òî
áåç ïîíÿòèÿ ëæè âîîáùå ìîæíî îáîéòèñü! Òàêàÿ èäåÿ õîðîøî
ñîãëàñóåòñÿ ñ íîâîâðåìåííûì ôèëîñîôñêèì ïðèíöèïîì êëàññè-
÷åñêîé íàóêè î òîì, ÷òî ïðèðîäà íå ìîæåò ëãàòü. Â ëîãè÷åñêîì
ïëàíå èäåþ èñòèíû êàê åäèíñòâåííîãî äåíîòàòà îïðåäåëåííûõ
ÿçûêîâûõ âûðàæåíèé ðàçâèâàåò Ñ.À. Ïàâëîâ7. Ñóòü â òîì, ÷òî
íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ îáîçíà÷àþò èñòèíó, òîãäà êàê îñòàëüíûå
íå îáîçíà÷àþò èñòèíó. Íî îòñþäà, êàê ïîêàçûâàåò Ñ.À. Ïàâ-
ëîâ, âîâñå íå îáÿçàòåëüíî äåëàòü âûâîä, ÷òî ýòè îñòàëüíûå îáî-
çíà÷àþò ëîæü. Äðóãîé âîïðîñ, ÷òî â åãî ëîãè÷åñêîé ìåòàòåî-
ðèè ôîðìàëüíî ëîæü ìîæíî ñäåëàòü åäèíñòâåííûì äåíîòàòîì.
Íàø ïîäõîä â ýòîì ïóíêòå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ. Íå âèäíî,
êàê â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ìåòàòåîðèè âû÷èñëèìîñòè ôîðìàëü-
íî ìîæíî áûëî áû âû÷èñëèòåëüíóþ ëîæü ñäåëàòü èñõîäíîé ïî
îòíîøåíèþ ê âû÷èñëèòåëüíîé èñòèíå, òåì áîëåå ñäåëàòü ëîæü
åäèíñòâåííûì äåíîòàòîì, ïîëíîñòüþ óñòðàíèâ èñòèíó.

7Ñì. ñòàòüþ Ñ.À. Ïàâëîâà â äàííîì ñáîðíèêå.
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Íå òîëüêî ïðîèçâîäíîñòü, âòîðè÷íîñòü ëæè ïî îòíîøåíèþ ê
èñòèíå, íî è íåêîòîðóþ èñêóññòâåííîñòü è èçáûòî÷íîñòü ïîíÿ-
òèÿ ëæè ìû ñåé÷àñ, ó÷èòûâàÿ óæå ñêàçàííîå, ïîïûòàåìñÿ ïðî-
äåìîíñòðèðîâàòü. ×òî ìîæåò îçíà÷àòü óòâåðæäåíèå î ëîæíî-
ñòè âûñêàçûâàíèÿ P (c) ïðè èíòåðïðåòàöèè I â âû÷èñëèòåëü-
íîì ñìûñëå? Åäèíñòâåííî âîçìîæíûé îòâåò � íèêàêîé âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ïðîöåññ íèêîãäà íîðìàëüíî íå îñòàíîâèòñÿ íà âõî-
äå I(c): ¬∃π(π(I(P (c)) ↓). Âûòåêàåò ëè îòñþäà, ÷òî ñóùåñòâóþò
ìíîæåñòâî R è ïðîöåññ π òàêèå, ÷òî π(R\I(P (c)) ↓? Ðàññóæäàÿ
àáñòðàêòíî, íè îòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî è òàêîé
ïðîöåññ ñóùåñòâóþò. Òîãäà êàêîâ ðåàëüíûé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ
î ëîæíîñòè P (c)? Âåäü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñ íèì íè ïðÿìî, íè êîñ-
âåííî íåëüçÿ ñâÿçàòü íèêàêîãî ïðîöåññà!

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð óòâåðæäåíèÿ: Ëîæíî, ÷òî
Æàííà ä'Àðê � âåäüìà, èëè, â ëîãè÷åñêîé ôîðìå,
Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê) ëîæíî. ×òîáû íàïðÿìóþ â ýòîì óáåäèòü-
ñÿ, íåîáõîäèìî çàïóñòèòü âñå âîçìîæíûå ïðîöåññû (÷òî ñàìî
ïî ñåáå àáñóðäíî). È ñèäåòü æäàòü? Êàê äîëãî? À åñëè íåêîòî-
ðûå ïðîöåññû íèêîãäà íå çàâåðøàòñÿ? ßñíî, ÷òî ïðÿìîé ïóòü
âåäåò â íèêóäà. Îñòàåòñÿ êîñâåííîå ðåøåíèå: îáîñíîâàòü èñòèí-
íîñòü ¬Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê), ïîäîáðàâ ðåëåâàíòíîå R, à çà-
òåì íàéäÿ ïîäõîäÿùèé ïðîöåññ π, äëÿ êîòîðûõ èìåëî áû ìåñòî
π(R\I(Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê)) ↓. Íî ÷òî âçÿòü çà R? Ëîæíîñòü
ðàññìàòðèâàåìîãî âûñêàçûâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
I(Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê)) = ∅. Åñëè ïîëîæèòü R = U , òî
I(¬Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê)) = U\∅ = U , è ëþáîé íîðìàëüíî
çàâåðøèâøèéñÿ ïðîöåññ (íàïðèìåð, ïåðåäà÷è äàííûõ, äåëåíèÿ
êëåòêè, ñëèÿíèÿ ôèðì, áîðüáû ñ âðàãîì è ò.ä., äî áåñêîíå÷-
íîñòè) äåëàåò ýòî âûñêàçûâàíèå èñòèííûì, ÷òî áåññìûñëåííî.
ßñíî, ÷òî R äîëæíî áûòü ñóùåñòâåííî ñóæåíî. Êàê ñóæåíî?
Ðàç âåäüìû ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ñðåäè æåíùèí, íå âçÿòü
ëè R = {x: Æåíùèíà(x)}? Òîãäà I(¬Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê)) =
R\∅ = R = {x: Æåíùèíà(x)}, è ëþáàÿ óñïåøíàÿ ïðîâåðêà íà
ñâîéñòâî áûòü æåíùèíîé áóäåò îçíà÷àòü ëîæíîñòü âûñêàçûâà-
íèÿ Âåäüìà(Æàííà ä'Àðê), ÷òî âíîâü áåññìûñëåííî.

Òàêàÿ æå àðãóìåíòàöèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïî îòíîøå-
íèþ ê ëþáûì ïóñòûì âûñêàçûâàíèÿì, â äåéñòâèòåëüíîñòè íå
èìåþùèì îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîñòè. ßñíî, ÷òî ïðè÷èíîé ñèñòå-
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ìàòè÷åñêèõ ïðîâàëîâ â îïðåäåëåíèè ëîæíîñòè ïîäîáíûõ âûñêà-
çûâàíèé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó íèõ èñòèííîãî àíàëîãà â ðåàëü-
íîñòè R. Îòñþäà âûâîä: ïðåæäå ÷åì êàêîå-òî âûñêàçûâàíèå A
ïîëó÷èò ñòàòóñ ëîæíîãî, íåîáõîäèìî óìåòü îáîñíîâàòü èñ-
òèííîñòü ¬A. Ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè ìîòèâèðîâàíî ïðèíÿòèå
ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Âûñêàçûâàíèå A âû÷èñëèìî ëîæíî  Âûñêàçûâàíèå ¬A âû-
÷èñëèìî èñòèííî.

Ïðîùå ãîâîðÿ, ôðàçà ¾âûñêàçûâàíèå A âû÷èñëèìî ëîæíî¿
íå ìîæåò îçíà÷àòü íè÷åãî èíîãî, êàê ñîêðàùåíèå âûðàæåíèÿ
¾âûñêàçûâàíèå ¬A âû÷èñëèìî èñòèííî¿. Çíà÷èò, âû÷èñëèìàÿ
èñòèíà èíîãäà (à èìåííî â ñëó÷àå ¬A) äåòåðìèíèðóåò âû÷èñëè-
ìóþ ëîæü, íî íèêîãäà íå íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî, èñòèíà ïåð-
âè÷íà, à ëîæü ïðîèçâîäíà, âòîðè÷íà. Áåç èñòèíû íå îáîéòèñü, à
ëîæü èçáûòî÷íà è î íåé âîîáùå ìîæíî áûëî áû íå óïîìèíàòü.
À ðàç òàê, òî èñòèíà åñòåñòâåííà, à ëîæü èñêóññòâåííà.

Ðàñøèðèì ôóíêöèþ èíòåðïðåòàöèè I, äîïîëíèâ îáëàñòü åå
îïðåäåëåíèÿ íå àòîìàðíûìè ôîðìóëàìè. Â ðåçóëüòàòå êàæäîé
ôîðìóëå A ÿçûêà L áóäåò ñîïîñòàâëåíî îïðåäåëåííîå ïîäìíî-
æåñòâî In(A) äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ óíèâåðñóìà Un. Ýòî ïîç-
âîëèò òðàêòîâàòü ôîðìóëû êàê ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëèìûõ èëè
íå âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Òàêàÿ ìåòàîïåðàöèÿ âûâîäèò íàñ çà
ãðàíèöû ñòàíäàðòíîé ñåìàíòèêè À.Òàðñêîãî.

Ðåàëèçàöèÿ óêàçàííîãî çàìûñëà íàòàëêèâàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó. Ïóñòü äëÿ ôîðìóë P (x) è Q(x, y) çíà÷åíèÿ I(P (x)) è
I(Q(x, y)) äàíû. Êàê è ïîëàãàåòñÿ, I(P (x)) ⊂ U è I(Q(x, y)) ⊂
U2. Ïðåäïîëîæèì, ôîðìóëà A èìååò âèä (P (x) & Q(x, y)). Òîãäà
êàêîå ìíîæåñòâî ñîïîñòàâèòü A? Åñòåñòâåííî áûëî áû êîíúþíê-
öèè ñîïîñòàâèòü ïåðåñå÷åíèå, íî ïåðåñå÷åíèå I(P (x)) ∩ I(Q(x, y))
çàâåäîìî ïóñòî. Ïîëó÷èòñÿ, ê ïðèìåðó, ÷òî ïðîñòåéøåå óòâåð-
æäåíèå ¾Ñîêðàò � ÷åëîâåê è Ñîêðàò ñòàðøå Ïëàòîíà¿ çàðàíåå
îáðå÷åíî íà ïóñòîòó. Ôîðìàëüíûõ çàòðóäíåíèé íå âîçíèêàåò ïðè
ïîíèìàíèè äèçúþíêöèè êàê îáúåäèíåíèÿ: äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
I(P (x) ∨ Q(x, y)) = I(P (x)) ∪ I(Q(x, y)). Íî êàê âû÷èñëÿòü òà-
êîå ñìåøàííîå ìíîæåñòâî, ñêîëüêî ïàðàìåòðîâ äîëæíî áûòü ó
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû? Õîòÿ ìíîãèå êîìïüþòåðíûå ïðî-
ãðàììû è êîìàíäû äîïóñêàþò ââîä ðàçíîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ,
ëîãè÷åñêè ýòî íå åñòåñòâåííî, êîëü ñêîðî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
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êàæäàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò êàêóþ-òî ÷àñòè÷íóþ èëè òîòàëü-
íóþ ôóíêöèþ.

Ìû ïðåäëàãàåì ïðîñòîå ðåøåíèå âîçíèêøåé ïðîáëåìû. Ïóñòü
n � íàèáîëüøàÿ ìåñòíîñòü, êîòîðóþ èìåþò àòîìàðíûå ïðåäè-
êàòû èç ôîðìóëû A. Íàçîâåì ÷èñëî n ñòåïåíüþ ôîðìóëû A.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ I îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ àòî-
ìàðíûõ ïðåäèêàòîâ èç A. Åñëè âõîäÿùèé â A àòîìàðíûé ïðå-
äèêàò P (t1, t2, . . . , tm) òàêîâ, ÷òî m < n (ãäå n � ñòåïåíü ôîð-
ìóëû A), òî, íå ìåíÿÿ ñàìó ôîðìóëó A, èçìåíèì èíòåðïðåòà-
öèþ äàííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìå-
ñòî I(P (t1, t2, . . . , tm)) = V1 × V2 × . . . × Vm ⊂ Um ïîëîæèì
In(P (t1, t2, . . . , tm)) = V1 × V2 × . . . × Vm × Vm+1 × Vm+2 × . . . ×
Vm+(n−m) ⊂ Un, ïðè÷åì, ïî îïðåäåëåíèþ, Vm = Vm+i äëÿ âñåõ
i, m < i ≤ n. Åñëè æå m = n, òî ïîëàãàåì In(P (t1, t2, . . . , tm)) =
I(P (t1, t2, . . . , tm)).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî òàêîå ðàñøèðåíèå èíòåðïðåòàöèè íå ìå-
íÿåò åå ñîäåðæàòåëüíîé ñóòè. Çàòî òåïåðü êàæäûé àòîìàðíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç A, íåçàâèñèìî îò ñâîåé ìåñòíîñòè, èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ Un,
ãäå n � ñòåïåíü ôîðìóëû A. Îòìåòèì, ÷òî íåò ïðåïÿòñòâèé
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ òîé æå òåõíèêè îïðåäåëèòü áîëåå
âûñîêóþ ñòåïåíü èíòåðïðåòàöèè àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ èç A:
äëÿ k > n òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê è äëÿ n, îïðåäåëèì
Ik(P (t1, t2, . . . , tm)) ⊂ Uk. Äàííûé ïðèåì ïîâûøåíèÿ ñòåïåíè
èíòåðïðåòàöèè àòîìàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ïîòðåáóåò-
ñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëèòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ëîãè÷åñêèõ ñâÿ-
çîê. Äîïóñòèì, ôîðìóëà A èìååò ñòåïåíü n, ñîäåðæèò k àòî-
ìàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ (ÿñíî, ÷òî k > 0) è èíòåðïðåòà-
öèÿ In(A) îïðåäåëåíà. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà è èíòåðïðåòàöèÿ
In(Pi(t1, t2, . . . , tm)) êàæäîãî àòîìàðíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà
Pi(t1, t2, . . . , tm) èç A, ãäå 1 ≤ i ≤ k. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî äëÿ
êàæäîãî àòîìàðíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà Pi(t1, t2, . . . , tm) èç A
ñóùåñòâóåò ðåëåâàíòíàÿ äëÿ In(Pi(t1, t2, . . . , tm)) ÷àñòü óíèâåð-
ñóìà Rn

i , òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå In(Pi(t1, t2, . . . , tm))
⊂ Rn

i . Îïðåäåëèì ðåëåâàíòíóþ ÷àñòü óíèâåðñóìà Rn
A äëÿ âñåé

ôîðìóëû A: Rn
A = ∪{Rn

i≤k}. Èíûìè ñëîâàìè, ðåëåâàíòíàÿ ÷àñòü
óíèâåðñóìà äëÿ ôîðìóëû A ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíå-



42 À.Ì. Àíèñîâ

íèÿ ðåëåâàíòíûõ ÷àñòåé óíèâåðñóìà åå àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ.
Ïîñêîëüêó â ñèëó òðåòüåé àêñèîìû êàæäîå Rn

i èç {Rn
i≤k} íåïó-

ñòî, Rn
A òåì áîëåå íå ïóñòî. Ïîñëå ýòîãî, åñòåñòâåííî, ïîëàãàåì

In(¬A) = Rn
A\In(A). Ïî îïðåäåëåíèþ, ôîðìóëà ¬A âû÷èñëèìî

âûïîëíåíà (èñòèííà), åñëè (1) ïðåäèêàò In(¬A) âû÷èñëèì, è
(2) In(¬A) 6= ∅.

Ðå÷ü çäåñü è â äàëüíåéøåì èäåò î âûïîëíèìîñòè, åñëè çíà-
÷åíèå ôîðìóëû çàâèñèò îò ôóíêöèè ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé
ñâîáîäíûì èíäèâèäíûì ïåðåìåííûì, è îá èñòèííîñòè, åñëè
çíà÷åíèå ôîðìóëû îò ïðèïèñûâàíèé íå çàâèñèò, íàïðèìåð, åñ-
ëè ñâîáîäíûõ èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ â íåé íåò. Â äâóõ ýòèõ
êîíêðåòíûõ ïóíêòàõ èìååòñÿ ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñ ñåìàíòèêîé
À.Òàðñêîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè èíòåðïðåòàöèè Ik è Im îïðåäåëå-
íû äëÿ ôîðìóë A è B. Ëèøü â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ðàññìàò-
ðèâàòü èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóë âèäà (A&B) è (A∨B). Ïåðåéäåì
ê âû÷èñëèòåëüíîé õàðàêòåðèçàöèè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé êîíú-
þíêöèè & è äèçúþíêöèè ∨. Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì ñòåïåíü
n ôîðìóë (A&B) è (A∨B) (ÿñíî, ÷òî îíà áóäåò îäèíàêîâîé äëÿ
ýòèõ ôîðìóë è, ê òîìó æå, n = k, åñëè k ≥ m, èëè n = m,
åñëè m ≥ k) è ïåðåîïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ïðèåìà ïîâûøåíèÿ
ñòåïåíè èíòåðïðåòàöèè Ik(A) è Im(B), ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå
In(A) è In(B). Ôîðìóëà A&B âû÷èñëèìî âûïîëíåíà (èñòèí-
íà), åñëè (1) ïðåäèêàò In(A&B) = In(A) ∩ In(B) âû÷èñëèì, è
(2) In(A&B) 6= ∅. Ôîðìóëà A ∨ B âû÷èñëèìî âûïîëíåíà (èñ-
òèííà), åñëè (1) ïðåäèêàò In(A∨B) = In(A)∪In(B) âû÷èñëèì,
è (2) In(A ∨B) 6= ∅.

Áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû ñòåïåíåé èíòåðïðåòàöèè è ïèñàòü I
âìåñòî In è R âìåñòî Rn, ïàìÿòóÿ î âñåãäà èìåþùåéñÿ âîç-
ìîæíîñòè óðàâíåíèÿ ñòåïåíåé èíòåðïðåòàöèè âñåõ ïîäôîðìóë
ôîðìóëû A ñ ïîìîùüþ ïðèåìà ïîâûøåíèÿ ñòåïåíè. Âîîáùå, îò
ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ôîðìóë {A1, A2, . . . , Ak}, äëÿ êîòîðîãî
îïðåäåëåíû èíòåðïðåòàöèè {In1(A1), In2(A2), . . . , Ink(Ak)}, âñå-
ãäà ìîæíî ïåðåéòè ê óíèôèöèðîâàííîìó ïî ñòåïåíè èíòåðïðåòà-
öèè íàáîðó {In(A1), In(A2), . . . , In(Ak)}, ãäå n ≥ ni (1 ≤ i ≤ k).
Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå òàê â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.
a (a). Åñëè I(A) è I(B) âû÷èñëèìû, òî I(A&B) âû÷èñëèì.
a (b). Åñëè I(A&B) âû÷èñëèì, òî I(A) è I(B) âû÷èñëèìû.
` (c). Åñëè I(A) âû÷èñëèì, I(B) âû÷èñëèì

è ∃x(x ∈ I(A&B)), òî I(A&B) âû÷èñëèì.
` (d). Åñëè I(A) è I(B) âû÷èñëèìû, òî I(A ∨B) âû÷èñëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(a). Ïðè I(A&B) = ∅ ïðåäèêàò I(A&B) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì (ñì. îáñóæäåíèå ïîñòóëàòà ëîêàëüíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ).

(b). Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîìïüþòåðà C ÌÍÐ-ìàøèíó. Òîãäà íà
ìíîæåñòâå ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïðå-
äèêàò Òåîðåìà(x) âû÷èñëèì, à ïðåäèêàò Âûïîëíèìà(x) íå âû-
÷èñëèì. Ïîëîæèì I(A) = Òåîðåìà(x) è I(B) = Âûïîëíèìà(x).
Òîãäà I(A)∩I(B) = Òåîðåìà(x) ∩ Âûïîëíèìà(x) = Òåîðåìà(x) =
I(A&B). Îòñþäà ïðåäèêàò I(A&B) âû÷èñëèì, à ïðåäèêàò I(B)
íå âû÷èñëèì.

(c). Ñëåäóåò èç ïîñòóëàòà ëîêàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ.
(d). Ñëåäóåò èç ïîñòóëàòà ëîêàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ. q.e.d.

Åñëè ñ÷èòàòü èìïëèêàöèþ (A → B) ñàìîñòîÿòåëüíîé ëîãè÷å-
ñêîé îïåðàöèåé, òî íå âïîëíå ïîíÿòíî, êàêîé âû÷èñëèòåëüíûé
ñìûñë ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò èìåòü. Íàâåðíîå, íåäàðîì èìïëè-
êàöèÿ îòñóòñòâóåò â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðîùå ïîñòóïèòü îáû÷íûì îáðàçîì: ïîëîæèòü, ïî îïðåäåëåíèþ,
(A → B)  (¬A ∨ B). Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû
(A → B) ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäèêàòîâ I(¬A) è I(B).
Òîãäà I(A → B) = I(¬A) ∪ I(B).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âûïîëíèìîñòü è èñòèííîñòíûå óñëîâèÿ
äëÿ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè. Â êàêîì ñëó÷àå ñ÷èòàòü âûïîëíåí-
íûìè è èñòèííûìè ôîðìóëû âèäà ∀xA(x) è ∃xA(x)? Ïåðâûé
øàã î÷åâèäåí: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäèêàò I(A(x)) îïðåäåëåí.
Â ñëó÷àå ñ êâàíòîðîì îáùíîñòè âòîðîé øàã äîëæåí ñîñòîÿòü â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïðåäåëåíî ðåëåâàíòíîå (â íàøåì ñìûñëå)
îòðèöàíèå ïðåäèêàòà I(A(x)), ò.å. ïðåäèêàò R\I(A(x)). Òîãäà íà
òðåòüåì øàãå ïîëó÷àåì: ôîðìóëà ∀xA(x) âû÷èñëèìî âûïîëíåíà
(èñòèííà), åñëè (1) ïðåäèêàò R âû÷èñëèì è (2) R\I(A(x)) = ∅
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(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, R = I(A(x))). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñëå-
äóåò ïðèíÿòü ïî îïðåäåëåíèþ: I(∀xA(x)) = R, åñëè I(A(x)) = R,
è I(∀xA(x)) = ∅, åñëè I(A(x)) 6= R.

Âòîðîé øàã â ñëó÷àå ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâåðøåí-
íî èíîé. Çäåñü âîîáùå íå òðåáóåòñÿ îòíåñåíèÿ ê ðåëåâàíòíî-
ìó óíèâåðñóìó R. Âìåñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû âûïîëíÿëèñü òðåáîâàíèÿ âû÷èñëèìîñòè è íåïóñòîòû: ôîðìó-
ëà ∃xA(x) âû÷èñëèìî âûïîëíåíà (èñòèííà), åñëè (1) ïðåäèêàò
I(A(x)) âû÷èñëèì è (2) I(A(x)) 6= ∅. Òîãäà ëîãè÷íî óñòàíîâèòü
I(∃xA(x)) = I(A(x)), åñëè I(A(x)) 6= ∅, è I(∃xA(x)) = ∅, åñëè
I(A(x)) = ∅. Îòñþäà ïðèíèìàåì ïî îïðåäåëåíèþ I(∃xA(x)) =
I(A(x)).

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîð îáùíîñòè äåéñòâóåò êàê ïåðåêëþ÷à-
òåëü, äàþùèé ëèáî R, ëèáî∅ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ I(A(x)),
òîãäà êàê êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå I(A(x)) è
â ýòîì ñìûñëå íè÷åãî íå ìåíÿåò.

Â èòîãå áûë ïðåäñòàâëåí ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé èíòåðïðåòà-
öèè ôîðìóë êëàññè÷åñêîãî ïåðâîïîðÿäêîâîãî ÿçûêà, ñâîäèìûé
ê äâóì ýòàïàì: íà ïåðâîì îïðåäåëÿëîñü ìíîæåñòâî I(A), à íà
âòîðîì ñòàâèëñÿ âîïðîñ î âû÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâà I(A). Ïðè
ýòîì îòíþäü íå âñÿêîé ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìóëå áûëà
ãàðàíòèðîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èç-çà ïðîáëåì ñ
ðåëåâàíòíûì îòðèöàíèåì íà ïåðâîì ýòàïå è èç-çà íåâû÷èñëèìî-
ñòè íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ íà âòîðîì ýòàïå. Òåì íå ìåíåå, âåðíî
ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå.
ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ôîðìóëà A âû÷èñëèìî âûïîëíåíà (èñòèííà)⇐⇒

ïðåäèêàò I(A) âû÷èñëèì è I(A) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóêöèåé
ïî ÷èñëó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â ôîðìóëå A. q.e.d.

Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ââåäåííûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
îñòàâèì íà áóäóùåå. Îáñóäèì ëèøü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Íà÷íåì ñ ôîðìóëû (P (x)∨¬P (x)). Åñëè ðåëåâàíòíûé óíèâåðñóì
äëÿ P íå îïðåäåëåí, ãîâîðèòü íå î ÷åì. Åñëè æå èìååòñÿ ñîîò-
âåñòâóþùåå R ⊂ U è I(P (x)) = V , ãäå V ⊂ R, òî I(¬P (x)) =
R\V . Òîãäà ôîðìóëå (P (x) ∨ ¬P (x)) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
I(P (x)∨¬P (x)) = I(P (x))∪ I(¬P (x)) = V ∪R\V = R. Åñëè R =
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U , òî ôîðìóëà (P (x)∨¬P (x)) âûïîëíåíà ïðè êàæäîì ïðèïèñû-
âàíèè v, ò.å. êëàññè÷åñêè èñòèííà. Íî âû÷èñëèìî èñòèííà îíà
áóäåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî U âû÷èñëèìî, ÷òî íå
ãàðàíòèðîâàíî. Íî åñëè R 6= U , êëàññè÷åñêè (P (x)∨¬P (x)) óæå
íå áóäåò èñòèííîé. Çàòî, ó÷èòûâàÿ V ∪ R\V = R è R 6= ∅, ïðè
óñëîâèè âû÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâà R, ôîðìóëà (P (x) ∨ ¬P (x))
áóäåò âû÷èñëèìî èñòèííà: (P (x) ∨ ¬P (x)) âû÷èñëèìî èñòèííà
⇐⇒ R âû÷èñëèì. Áîëåå òîãî, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ áóäåò âû÷èñ-
ëèìî èñòèííà è ôîðìóëà ∀x(P (x)∨¬P (x)), ïîñêîëüêó ïðåäèêàò
R âû÷èñëèì è R\I(P (x) ∨ ¬P (x)) = ∅. Íåïóñòîòà è âû÷èñëè-
ìîñòü ðåëåâàíòíîãî óíèâåðñóìà R îáåñïå÷àò âû÷èñëèìóþ èñ-
òèííîñòü è ôîðìóëû ∃x(P (x)∨¬P (x)). Îäíàêî íåâû÷èñëèìîñòü
R âñå ðàçðóøèò.

Ôîðìóëà (P (x) & ¬P (x)) íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íå ìîæåò
ñòàòü âû÷èñëèìî èñòèííîé. Äåéñòâèòåëüíî, I(P (x) & ¬P (x)) =
I(P (x)) ∩ I(¬P (x)) = V ∩ R\V = ∅. Íî âû÷èñëèìàÿ èñòèí-
íîñòü åå îòðèöàíèÿ âíîâü çàâèñèò îò âû÷èñëèìîñòè R. Ïîñêîëü-
êó R(P (x) & ¬P (x)) = ∪{RP (x)} = R, èìååì I(¬(P (x) & ¬P (x))) =
R\I(P (x) & ¬P (x)) = R\∅ = R 6= ∅. Îòñþäà ¬(P (x) & ¬P (x))
âû÷èñëèìî èñòèííà ⇐⇒ R âû÷èñëèì. È ñíîâà âû÷èñëèìîñòü R
îáåñïå÷èò âû÷èñëèìóþ èñòèííîñòü ôîðìóë ∀x¬(P (x) & ¬P (x))
è ∃x¬(P (x) & ¬P (x)).

Ïðåäëîæåííîå ââåäåíèå â òåîðèþ âû÷èñëèìîé èñòèíû ÿâëÿåò-
ñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì êîíöåïöèè èñòèíû êàê òðåõìåñòíîãî
ïðåäèêàòà, îáñóæäàâøåéñÿ â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ àâòîðà. Èñòè-
íà ÿâëÿåòñÿ íå õàðàêòåðèñòèêîé âûñêàçûâàíèÿ A ñàìîãî ïî ñåáå,
è íå îïðåäåëÿåòñÿ (êàê ó À.Òàðñêîãî) ñî÷åòàíèåì ¾âûñêàçûâà-
íèå � ìîäåëü¿, ò.å. ïàðîé < A, I(A) >. Èíòåðïðåòàöèÿ I ëèøü
ïðèäàåò âûñêàçûâàíèþ A ñìûñë. Íåîáõîäèìà òðåòüÿ êîìïîíåí-
òà, ïîçâîëÿþùàÿ ñîîòíåñòè âûñêàçûâàíèå A âìåñòå ñ âëîæåí-
íûì â íåãî ñìûñëîì I(A) ñ ðåàëüíîñòüþ C. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì
òðåõêîìïîíåíòíóþ ñòðóêòóðó < A, I(A),C >: âûñêàçûâàíèå A ñ
ïðèïèñàííûì ñìûñëîì I(A) èñòèííî (èëè íå èñòèííî) ïî îò-
íîøåíèþ ê ðåàëüíîñòè C. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà ïî ïðî-
áëåìå èñòèíû è ðåàëüíîñòè ïîñëåäíÿÿ áûëà îïèñàíà òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì îáðàçîì. Çäåñü ðåàëüíîñòü C ïðåäñòàâëåíà âû-
÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè (êîìïüþòåðàìè) è ðåàëèçóåìûìè
íà íèõ âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññàìè, òîãäà êàê ñìûñëîâûå õà-
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ðàêòåðèñòèêè îñòàâàëèñü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè. Â êàêîé
ìåðå ïëîäîòâîðíî ïðåäñòàâëåíèå èçìåíÿþùåéñÿ ðåàëüíîñòè â
âèäå âû÷èñëèìîãî óíèâåðñóìà � ïîêàæåò áóäóùåå.
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